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Kapitel 1Einleitung
1.1 Aufbau dieser StudienarbeitIm Folgenden wird ein kurzer �Uberblik �uber die vorliegende Ausarbeitung gegeben.In diesem ersten Kapitel werden einige grundlegende Aspekte der Ober�ahenrekonstruktionerl�autert. Es wird die Problemstellung de�niert, kurz auf bisherige Arbeiten in diesem Bereiheingegangen, und auf bei der Ober�ahenrekonstruktion h�au�g auftretende Shwierigkeitenhingewiesen. Im Anshluss daran wird die Bedeutung vershiedener umgangssprahliher For-mulierungen und abk�urzender Shreibweisen erl�autert, die im Rahmen dieser Studienarbeith�au�g verwendet werden.Das prim�are Ziel dieser Forshungsarbeit war es, einen neuen Algorithmus zur Rekonstruktionvon Ober�ahen aus Punktewolken zu entwikeln. In Kapitel 2 wird dieser neu entwikelteAlgorithmus in einer Kurzfassung vorgestellt. Dabei werden lediglih grundlegende Ideen,keinesfalls jedoh Details beshrieben.Der Rekonstruktionsalgorithmus besteht im Wesentlihen aus sehs voneinander unabh�angi-gen Shritten, die naheinander ausgef�uhrt werden. Diese sehs Shritte werden in den Kapi-teln 3 bis 8 ausf�uhrlih dargestellt.Selbstverst�andlih wurde der im Rahmen dieser Arbeit entwikelte Algorithmus auh im-plementiert und intensiv getestet. In Kapitel 9 werden zahlreihe von der Implementierunggelieferte Ergebnisse pr�asentiert und diskutiert.In Kapitel 10 wird ein Ausblik auf weitere Forshungsm�oglihkeiten, diese Studienarbeitbetre�end, gegeben.Kapitel 11 shliesslih fasst die wesentlihen Punkte dieser Studienarbeit noh einmal zusam-men.Die im Rahmen dieser Forshungsarbeit erzielten Ergebnisse sind derart umfangreih, dass beiihrer Darstellung in der vorliegenden Ausarbeitung der �ublihe Umfang einer Studienarbeit,in etwa vierzig Seiten, deutlih �ubershritten wurde. Teilalgorithmen, die aus anderen Quellen1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG�ubernommen wurden, werden daher, wenn �uberhaupt, nur kurz erl�autert. Es wird jedoh stetsauf die Originalarbeiten verwiesen. Vershiedene Beweise, die zum Verst�andnis dieser Arbeitniht unbedingt erforderlih sind, wurden aus Platzgr�unden ebenfalls weggelassen.Um die folgenden Ausf�uhrungen verstehen zu k�onnen, sollte der Leser gewisse Grundkennt-nisse in geometrisher Modellierung, Algorithmik und Komplexit�atstheorie besitzen.1.2 Was ist Ober�ahenrekonstruktion?Aus einer ungeordneten Menge von dreidimensionalen Punkten, die einer geshlossenen Ober-�ahe entstammen, ohne Kenntnis dieser Ober�ahe ein fehlerfreies und geshlossenes Drei-eksnetz zu konstruieren, dessen Form relativ gut der Form dieser Ober�ahe entspriht, wirdin dieser Studienarbeit als Ober�ahenrekonstruktion bezeihnet.Ober�ahenrekonstruktion kommt haupts�ahlih bei beziehungsweise vor der Darstellung realexistierender, dreidimensionaler Objekte mit dem Computer zur Anwendung. Das betre�en-de Objekt wird dazu zuerst von einem Sanner abgetastet, der eine ungeordnete Menge vonPunkten, im Folgenden h�au�g als Punktewolke bezeihnet, liefert. Da heute g�angige Graphik-karten haupts�ahlih darauf ausgelegt sind, viele Dreieke in kurzer Zeit darzustellen, mussaus der Punktewolke eine geeignete Triangulierung erzeugt werden. Unter einer geeignetenTriangulierung wird in diesem Zusammenhang einerseits eine fehlerfreie und geshlossene Tri-angulierung verstanden, also ein topologish korrektes Dreieksnetz ohne L�oher oder sihshneidende Dreieke, andererseits eine Triangulierung, deren Form relativ gut der Form desgesannten Objekts entspriht. Dieser �Ubergang von einer gegebenen Punktewolke zu einemDreieksnetz stellt die in dieser Arbeit intensiv betrahtete Ober�ahenrekonstruktion dar.1.3 Bisherige Arbeiten zur Ober�ahenrekonstruktionEs existieren zahlreihe Arbeiten, die sih mit dem Problem der Ober�ahenrekonstruktionbesh�aftigen. Teilweise sind sih diese Arbeiten sehr �ahnlih, teilweise verwenden sie jedohauh v�ollig untershiedlihe Methoden, um aus einer Punktewolke ein Dreieksnetz zu generie-ren. Eine eindeutige Klassi�zierung der bisher entwikelten Algorithmen ist shwierig, da dieGrenzen zwishen den vershiedenen Verfahren iessend sind. Die im Folgenden stihpunkt-artig pr�asentierte Einteilung in Klassen entstammt [MeMu97b℄. Durh sie soll dem Leser einegrobe Vorstellung vermittelt werden, auf welhen grunds�atzlih vershiedenen Wegen an dasProblem der Ober�ahenrekonstruktion herangegangen werden kann.1.3.1 Ober�ahenrekonstruktion durh r�aumlihe UnterteilungBei diesen Algorithmen wird zuerst der Teil des Raumes, in dem sih die Punktewolke be-�ndet, in viele kleine Zellen unterteilt. Dann wird versuht, diejenigen Zellen zu selektie-ren, die entweder von der Ober�ahe des zur Punktewolke geh�origen Objekts geshnitten



1.3. BISHERIGE ARBEITEN ZUR OBERFL�ACHENREKONSTRUKTION 3werden (ober�ahenorientierte Verfahren), oder von dieser Ober�ahe eingeshlossen werden(volumenorientierte Verfahren). Aus den selektierten Zellen wird shliesslih ein Dreieksnetzerzeugt.Beispiele f�ur ein derartiges Vorgehen sind [AlS96℄, [BaBe97℄ und [HoDe92℄.1.3.2 Ober�ahenrekonstruktion mit Hilfe einer AbstandsfunktionBei derartigen Verfahren wird versuht, eine Funktion zu �nden, die zu jedem beliebigenPunkt im Raum eine gute N�aherung f�ur den kleinsten Abstand zu der Ober�ahe des zurPunktewolke geh�origen Objekts berehnet. Alle Punkte, f�ur die eine solhe Abstandsfunktionden Wert null liefert, liegen auf der durh sie beshriebenen Ober�ahe. Mit Hilfe dieserAbstandsfunktion wird dann ein Dreieksnetz erzeugt.Beispiele f�ur ein derartiges Vorgehen sind [BiTs95℄ und [HoDe92℄.1.3.3 Ober�ahenrekonstruktion durh Formver�anderungBei diesen Methoden wird jeweils mit einem geshlossenen Dreieksnetz begonnen, das min-destens so viele Punkte besitzt wie die gegebene Punktewolke. Im Idealfall hat ein solhesDreieksnetz bereits eine Form, die der Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts �ahn-lih ist. Ist die Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts jedoh unbekannt, kann auhmit einer beliebigen anderen Form, beispielsweise einer Kugel, begonnen werden. Um eineFormver�anderung zu erzielen, werden nun vershiedene Punkte des Dreieksnetzes versho-ben, ohne jedoh die Topologie des Netzes zu ver�andern. Mit dem Vershieben der Punktewird solange fortgefahren, bis das Dreieksnetz gut genug die Ober�ahe des zur Punktewolkegeh�origen Objekts approximiert.Ein Beispiel f�ur ein derartiges Vorgehen ist [AlS96℄.1.3.4 Inkrementelle Ober�ahenrekonstruktionBei diesen Algorithmen wird mit einer einzigen Kante oder einem einzigen Dreiek begonnen.Shrittweise werden dann weitere Kanten und Dreieke in die jeweils aktuelle Dreieksnetz-Kon�guration eingef�ugt. Dieses Hinzuf�ugen von Kanten und Dreieken wird abgebrohen,wenn keine weiteren Kanten oder Dreieke mehr eingef�ugt werden k�onnen, die das Dreieks-netz zu einer besseren Approximation des zur Punktewolke geh�origen Objekts mahen.Beispiele f�ur ein derartiges Vorgehen sind [BeMi99℄, [GoKr00℄, [Men95℄ und [MeMu97a℄.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG1.4 Probleme bei der Ober�ahenrekonstruktionDas durh ein Rekonstruktionsverfahren erzeugte Dreieksnetz soll einerseits fehlerfrei undgeshlossen sein, andererseits eine Form aufweisen, die relativ gut der Form des zur gegebe-nen Punktewolke geh�origen Objekts entspriht. Dieses Ziel zu erreihen bereitet vor allemdann Shwierigkeiten, wenn die Punktdihte der Punktewolke in kritishen Bereihen zu ge-ring ist. Solhe kritishen Bereihe sind einerseits Bereihe, in denen das zur Punktewolkegeh�orige Objekt eine sehr starke Kr�ummung aufweist, andererseits Bereihe, in denen das zurPunktewolke geh�orige Objekt sehr d�unn ist.1.4.1 Probleme in Bereihen starker Kr�ummungIst die Punktdihte der gegebenen Punktewolke in einem bestimmten Bereih klein im Ver-gleih zur maximalen Kr�ummung des zu dieser Punktewolke geh�origen Objekts in diesem Be-reih (dieser Fall tritt vor allem an sharfen Kanten und Spitzen auf, da dort die Kr�ummungunendlih ist), liegen niht benahbarte Punkte h�au�g n�aher zusammen als benahbartePunkte. Als benahbarte beziehungsweise niht benahbarte Punkte werden in diesem Zu-sammenhang Punkte bezeihnet, die auf der gesannten Ober�ahe direkt beziehungsweiseniht direkt nebeneinander liegen. Da nahezu alle Rekonstruktionsalgorithmen bei der Suhenah einer geeigneten Triangulierung auf irgendeine Art und Weise den Abstand zwishen denPunkten der gegebenen Punktewolke verwenden, entsprehen die Formen der erzeugten Drei-eksnetze in solhen Bereihen starker Kr�ummung h�au�g niht mehr der Form des zu dieserPunktewolke geh�origen Objekts (Abbildung 1.1; die Abbildung zeigt einen Shnitt durh eindreidimensionales Objekt; das Innere ist dabei grau gef�arbt). Bei vielen Algorithmen weisendie rekonstruierten Dreieksnetze in derartigen Bereihen sogar L�oher und Fehler auf.
Gesanntes Objekt Vom Sanner geliefertePunktewolke (die gepunktetenAbst�ande sind kleiner als diegestrihelten) FehlerhaftrekonstruiertesDreieksnetz

Abbildung 1.1: Fehlerhafte Rekonstruktion an einer sharfen Kante



1.4. PROBLEME BEI DER OBERFL�ACHENREKONSTRUKTION 51.4.2 Probleme bei sehr d�unnen ObjektenIst die Punktdihte der gegebenen Punktewolke in einem bestimmten Bereih klein im Ver-gleih zum Kehrwert des kleinsten Durhmessers des zu dieser Punktewolke geh�origen Objektsin diesem Bereih (dieser Fall tritt vor allem bei sehr d�unnen Objekten auf), liegen niht be-nahbarte Punkte h�au�g n�aher zusammen als benahbarte Punkte. Dies f�uhrt, wie bereits inUnterabshnitt 1.4.1 erl�autert, h�au�g dazu, dass Rekonstruktionsalgorithmen Dreieksnetzeerzeugen, die unvollst�andig und fehlerhaft sind, oder deren Formen niht mehr der Form deszur gegebenen Punktewolke geh�origen Objekts entsprehen (Abbildung 1.2; die Abbildungzeigt einen Shnitt durh ein dreidimensionales Objekt; das Innere ist dabei grau gef�arbt).
Gesanntes Objekt Vom Sanner geliefertePunktewolke (die gepunktetenAbst�ande sind kleiner als diegestrihelten) FehlerhaftrekonstruiertesDreieksnetzAbbildung 1.2: Fehlerhafte Rekonstruktion an einer sehr d�unnen Stelle1.4.3 L�osungsm�oglihkeitenEine M�oglihkeit, den eben angesprohenen Problemen zu begegnen, besteht darin, Abtast-theoreme einzuf�uhren, die problematishe Punktewolken von vornherein ausshliessen. SolheAbtasttheoreme geben meistens eine mindestens notwendige Abtastrate in Abh�angigkeit vonder maximalen Kr�ummung und dem minimalen Durhmesser des abzutastenden Objekts f�urjeden Punkt der Ober�ahe dieses Objekts vor. Die meisten Arbeiten zur Ober�ahenre-konstruktion verzihten auf Abtasttheoreme, da diese einerseits mathematish shwierig zuformulieren und andererseits in der Praxis wenig hilfreih sind, letzteres deshalb, weil San-ner in der Regel mit konstanter Abtastrate arbeiten, und die Kr�ummungen und minimalenDurhmesser der zu sannenden Objekte meistens ohnehin niht bekannt sind. Ein Beispielf�ur eine Arbeit, deren Rekonstruktionsverfahren auf einem derartigen Abtasttheorem basiert,ist [GoKr00℄.Eine andere L�osungsm�oglihkeit sind Algorithmen zur Nahbearbeitung von unvollst�andi-gen oder fehlerhaften, rekonstruierten Dreieksnetzen. Solhe Algorithmen k�onnen zwar einefehlerfreie und geshlossene Triangulierung garantieren, werden aber siher niemals f�ur jede



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGPunktewolke eine Ober�ahe liefern, deren Form der Form des zu dieser Punktewolke geh�ori-gen Objekts entspriht. Anders ausgedr�ukt kann f�ur jedes Rekonstruktionsverfahren mitNahbearbeitungsalgorithmus und jedes Objekt eine zu diesem Objekt geh�orige Punktewolkekonstruiert werden, bei der unerw�unshte Ergebnisse produziert werden.Erstaunliherweise existiert zur Nahbearbeitung von Dreieksnetzen kaum Literatur, obwohl(oder vielleiht gerade weil?) es sih dabei ganz siher niht um ein einfahes Problem han-delt. Die meisten Arbeiten zur Ober�ahenrekonstruktion beshr�anken sih auf "gutartige\Punktewolken, also solhe, bei der oben genannte Shwierigkeiten niht auftreten, ohne je-doh genau zu spezi�zieren, welhe Punktewolken "gutartig\ sind. Einige Arbeiten behandelnbei der Rekonstruktion auftretende Shwierigkeiten in wenigen S�atzen, was der Komplexit�atdes Problems in keiner Weise gereht wird. Leider wird durh solhe Verfahren auh nur dereinfahere Teil der in Dreieksnetzen m�oglihen Fehler beseitigt.Eines der Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, einen neu entwikelten Algorithmus zur Nah-bearbeitung von unvollst�andigen und fehlerhaften Triangulierungen zu pr�asentieren, der injedem Fall ein fehlerfreies und geshlossenes Dreieksnetz liefert, dessen Form in den mei-sten F�allen auh relativ gut der Form des zur gegebenen Punktewolke geh�origen Objektsentspriht.1.5 Terminologie und Konventionen1.5.1 Bedeutung h�au�g verwendeter FormulierungenUm Missverst�andnissen in den folgenden Kapiteln vorzubeugen, soll hier kurz auf die Bedeu-tung vershiedener, h�au�g verwendeter, umgangssprahliher Ausdr�uke und Formulierungeneingegangen werden.Ein Dreieksnetz oder eine Triangulierung besteht aus Punkten, Kanten und Dreieken.Die Punkte sind die Punkte der gegebenen Punktewolke. Kanten kommen nur in Form vonSeiten eines oder mehrerer Dreieke vor, das heisst eine Kante wird niemals isoliert ohneDreieke existieren.Zu den Kanten eines Punktes geh�oren alle Kanten, f�ur die dieser Punkt Endpunkt ist. DieDreieke eines Punktes sind diejenigen Dreieke, f�ur die dieser Punkt Ekpunkt ist. DieDreieke einer Kante sind diejenigen Dreieke, die diese Kante als eine ihrer drei Seitenhaben.Ein topologish korrektes Dreieksnetz ist ein Dreieksnetz, in dem jede Kante h�ohstenszwei Dreieke hat, und in dem es keinen geshlossenen Dreieksf�aher gibt, an dessen Spit-ze weitere Dreieke h�angen. Ein fehlerfreies Dreieksnetz ist ein topologish korrektesDreieksnetz, in dem es keine sih shneidenden Dreieke gibt.Eine o�ene Kante ist eine Kante mit nur einem Dreiek. Ein Loh ist ein Zyklus vono�enen Kanten, niht zu verwehseln mit einem Henkel, wie er bei Objekten mit Genus � 1



1.5. TERMINOLOGIE UND KONVENTIONEN 7vorkommt, beispielsweise einem Torus. Ein geshlossenes Dreieksnetz ist ein Dreieksnetzohne o�ene Kanten und damit auh ohne L�oher.1.5.2 Bedeutung h�au�g verwendeter ZeihenVershiedene Gr�ossen und Objekte werden vor allem in Formeln und Abbildungen durhbestimmte Zeihen dargestellt beziehungsweise abgek�urzt. Bei deren Benennung wurde eineeinheitlihe Konvention befolgt. Die Bedeutung der einzelnen Zeihen kann folgender Tabelleentnommen werden. Bei Verwendung dieser Zeihen im weiteren Verlauf dieser Arbeit wirdderen Bedeutung meist niht mehr ausdr�uklih erw�ahnt.P Die gegebene Punktewolke. P = fv1; : : : ;vng.n Die Anzahl der Punkte der gegebenen Punktewolke.T Ein aus Punkten, Kanten und Dreieken bestehendes Dreieksnetz.vj Sowohl ein Punkt der gegebenen Punktewolke P als auh jedes zu Pgeh�origen Dreieksnetzes T.e(vj;vk) Eine Kante eines zu P geh�origen Dreieksnetzes T mit Endpunkten vjund vk.4(vj;vk;vl) Ein Dreiek eines zu P geh�origen Dreieksnetzes T mit Ekpunkten vj,vk und vl.Nj;k Die Menge der k n�ahesten Nahbarn des Punktes vj der gegebenenPunktewolke P .Txxx(: : :) Laufzeitverhalten des (Teil-)Algorithmus xxx. Die Angabe erfolgt in derin der Komplexit�atstheorie �ublihen O-Notation.T xxx(: : :) Mittleres Laufzeitverhalten des (Teil-)Algorithmus xxx. Die Angabeerfolgt in der in der Komplexit�atstheorie �ublihen O-Notation.Tabelle 1.1: Bedeutung h�au�g verwendeter Zeihen



Kapitel 2Der entwikelte Algorithmus im�Uberblik
In diesem Kapitel werden die wihtigsten Eigenshaften des entwikelten Rekonstruktions-algorithmus, Eingabe, Ausgabe und Laufzeitverhalten, beshrieben. Ausserdem werden dieFunktionsweisen der einzelnen Shritte des Algorithmus kurz erl�autert. Dabei werden ledig-lih grundlegende Ideen und Prinzipien pr�asentiert. Detaillierte Ausf�uhrungen diesbez�uglihsind in den Kapiteln 3 bis 8 zu �nden.2.1 Eingabe und Ausgabe des AlgorithmusDer im Rahmen dieser Studienarbeit entwikelte Algorithmus zur Ober�ahenrekonstruktionerzeugt zu jeder Punktewolke P = fv1; : : : vng mit den Eigenshaften� Die Punkte der Punktewolke P sind dreidimensional, das heisst vj 2 P ! vj 2 R3 .� Die Punktewolke P enth�alt mindestens dreizehn Punkte1, das heisst n � 13.ein Dreieksnetz T mit folgenden Eigenshaften.� Die Ekpunkte aller Dreieke des Dreieksnetzes T entstammen der Punktewolke P , dasheisst 4(vj;vk;vl) 2 T ! (vj 2 P ^ vk 2 P ^ vl 2 P ).� Das Dreieksnetz T weist keine topologishen Fehler auf.� Das Dreieksnetz T besitzt keine sih shneidenden Dreieke.� Das Dreieksnetz T ist geshlossen.1Diese Untergrenze ist f�ur die Praxis wohl relativ uninteressant und wurde nur der Vollst�andigkeit halberangegeben. G�angige Punktewolken bestehen aus etwa 1000 bis 100000 Punkten.8



2.2. DIE SECHS SCHRITTE DES ALGORITHMUS 9� Das Dreieksnetz T besitzt kaum unn�otige Zaken und Sharten.� Die Form des Dreieksnetzes T entspriht in den meisten F�allen relativ gut der Formdes zur Punktewolke P geh�origen Objekts.Die beiden letzten Aussagen �uber das erzeugte Dreieksnetz sind unpr�azise und subjektiv.Pr�azise und objektive Aussagen �uber diese Eigenshaften bei von Rekonstruktionsalgorith-men erzeugten Dreieksnetzen zu mahen ist jedoh nur dann m�oglih, wenn die zul�assigenEingabe-Punktewolken erheblihen Einshr�ankungen unterworfen werden. Im hier vorliegen-den Fall von (fast) beliebigen Punktewolken sind derartige Aussagen also unm�oglih.F�ur nahezu alle Punktewolken P weist das erzeugte Dreieksnetz T zus�atzlih noh folgendeEigenshaft auf.� Alle Punkte der Punktewolke P sind Ekpunkte von Dreieken des Dreieksnetzes T,das heisst vj 2 P ! (9 4 (vj;vk;vl) : 4 (vj;vk;vl) 2 T).F�alle, bei denen die erzeugten Dreieksnetze diese Eigenshaft niht erf�ullen, wurden w�ahrendder vielen Testl�aufe im Rahmen dieser Studienarbeit nie beobahtet. Punktewolken, bei denensolhe F�alle auftreten, sind extrem theoretishe Konstrukte und daher f�ur die Praxis ohnehinweniger interessant. N�ahere Informationen dazu sind in Abshnitt 7.2 zu �nden.2.2 Die sehs Shritte des AlgorithmusDer in dieser Studienarbeit entwikelte Rekonstruktionsalgorithmus besteht im Wesentlihenaus sehs voneinander unabh�angigen Shritten, die naheinander ausgef�uhrt werden. Diesesehs Shritte werden im Folgenden kurz beshrieben.2.2.1 Erzeugen einer initialen Triangulierung (Shritt 1)Bei diesem Shritt geht es darum, zu einer gegebenen Punktewolke P eine erste Triangu-lierung zu erzeugen. Einerseits sollte diese Triangulierung einem fehlerfreien und geshlos-senen Dreieksnetz bereits relativ nahe kommen, andererseits sollte die Form der erzeugtenTriangulierung m�oglihst gut der Form des zu P geh�origen Objekts entsprehen.2.2.2 Entfernen von shlehten Dreieken (Shritt 2)Das in Shritt 1 gewonnene Dreieksnetz besitzt in vielen F�allen Dreieke, die sih shneiden,die die Topologie des Netzes verletzen, oder die die Erweiterung der Triangulierung zu einemgeshlossenen Dreieksnetz verhindern. Bei diesem Shritt geht es darum, m�oglihst vielesolher Dreieke zu entdeken und zu entfernen.



10 KAPITEL 2. DER ENTWICKELTE ALGORITHMUS IM �UBERBLICK2.2.3 Triangulieren einfaher L�oher (Shritt 3)Bei diesem Shritt wird versuht, lediglih durh Einf�ugen neuer Dreieke m�oglihst vieleder vorhandenen L�oher zu shliessen. H�au�g existieren jedoh auh L�oher, die nur danntrianguliert werden k�onnen, wenn vorher Dreieke aus dem bestehenden Netz entfernt werden.Solhe L�oher k�onnen durh das in diesem Shritt verwendete Verfahren niht geshlossenwerden.2.2.4 Triangulieren komplexer L�oher (Shritt 4)Bei diesem Shritt geht es darum, alle noh vorhandenen L�oher, also diejenigen, die inShritt 3 niht trianguliert werden konnten, zu shliessen. Dazu werden sowohl st�orende Drei-eke aus dem Netz entfernt, als auh neue Dreieke in das Netz eingef�ugt. Dieses Einf�ugenund Entfernen geshieht mit Hilfe eines zufallsgesteuerten Optimierungsverfahrens, bekanntunter dem Namen Simulated-Annealing.2.2.5 Einf�ugen isolierter Punkte (Shritt 5)Bei diesem Shritt wird versuht, alle Punkte der gegebenen Punktewolke, die niht Ekpunkteeines oder mehrerer Dreieke sind, in das Dreieksnetz zu integrieren. Um einen solhen iso-lierten Punkt in das bestehende Dreieksnetz einzuf�ugen, wird in diesem ein geeignetes Loherzeugt. Dieses Loh wird dann so trianguliert, dass der isolierte Punkt im Netz enthalten ist.2.2.6 Gl�atten des erzeugten Dreieksnetzes (Shritt 6)Bei diesem Shritt geht es darum, das erzeugte Dreieksnetz zu gl�atten. Einerseits werdenunn�otige Zaken und Sharten aus dem Netz entfernt, andererseits werden Kanten deutliherherausgearbeitet. Das Dreieksnetz soll dadurh ein gef�alligeres Aussehen erhalten. Die Anzahlund die Lage der Punkte der gegebenen Punktewolke bleiben dabei unver�andert.2.3 Laufzeitverhalten des AlgorithmusEine pr�azise Aussage �uber das Laufzeitverhalten des vollst�andigen Rekonstruktionsalgorith-mus in Abh�angigkeit von n, der Anzahl der Punkte der gegebenen Punktewolke, ist wegender zufallsgesteuerten Optimierung in Shritt 4 unm�oglih. Ershwerend kommt hinzu, dassdie Laufzeitverhalten der meisten Shritte von Faktoren beeinusst werden, die niht aus-shliesslih von n abh�angen. Diese Laufzeitverhalten k�onnen teilweise nur so grob abgesh�atztwerden, dass die entsprehenden Aussagen f�ur die Praxis keinen Wert besitzen. DetaillierteBetrahtungen der einzelnen Laufzeitverhalten sind in den Abshnitten Laufzeitverhalten derKapitel 3 bis 8 zu �nden.



2.3. LAUFZEITVERHALTEN DES ALGORITHMUS 11Zahlreihe Experimente mit vershiedensten Punktewolken im Rahmen dieser Studienarbeitdeuten darauf hin, dass das Laufzeitverhalten des vollst�andigen Rekonstruktionsalgorithmusf�ur die meisten Punktewolken besser als quadratish in n ist. Das mittlere Laufzeitverhal-ten des Algorithmus sheint f�ur sehr viele Punktewolken in etwa dem Laufzeitverhalten vonShritt 1 zu entsprehen. Diese Beobahtungen geben Grund zu der Annahme, dassTOber�ahenrekonstruktion(n) � O(n 53 ) (2.1)gilt.



Kapitel 3Erzeugen einer initialenTriangulierung (Shritt 1 )
Bei diesem Shritt geht es darum, zu einer gegebenen Punktewolke P eine erste Triangulie-rung zu erzeugen. Einerseits sollte diese Triangulierung einem fehlerfreien und geshlossenenDreieksnetz bereits relativ nahe kommen, andererseits sollte die Form der erzeugten Trian-gulierung m�oglihst gut der Form des zu P geh�origen Objekts entsprehen.3.1 Das Verfahren von Gopi, Krishnan und SilvaDas in diesem Abshnitt pr�asentierte Verfahren entstammt [GoKr00℄.In einem geshlossenen Dreieksnetz ist jedem Punkt ein geshlossener Dreieksf�aher zuge-ordnet, bestehend aus allen Dreieken, die diesen Punkt als Ekpunkt haben. In diesem Ver-fahren wird versuht, durh Konstruktion von jeweils einem Dreieksf�aher f�ur jeden Punktvj 2 P eine m�oglihst gute initiale Triangulierung zu erzeugen. Die zw�olf zu vj n�ahstgele-genen Punkte in P bilden die Menge der m�oglihen Ekpunkte f�ur Dreieke des Dreieksf�ahersvon vj. Diese zw�olf Punkte werden durh Rotationen in die gesh�atzte Tangentialebene amPunkt vj projiziert. Eine in dieser Ebene statt�ndende Delaunay-Triangulierung dieser zw�olfprojizierten Punkte und des Punktes vj liefert den gesuhten Dreieksf�aher von vj.3.1.1 Ermitteln der zw�olf n�ahesten NahbarnDe�nition 3.1 Die Menge Nj;k der k n�ahesten Nahbarn des Punktes vj der gegebenen Punk-tewolke P wird von den k zu vj n�ahstgelegenen Punkten der Menge P � fvjg gebildet.Es existieren zahlreihe Algorithmen zur N�ahesten-Nahbar-Suhe, die sih anhand ihrerFunktionsweisen und Laufzeitverhalten stark untersheiden. In dieser Studienarbeit wurdezum Ermitteln der zw�olf n�ahesten Nahbarn eines jeden Punktes in P ein von J. H. Fried-12



3.1. DAS VERFAHREN VON GOPI, KRISHNAN UND SILVA 13man, F. Baskett und L. J. Shustek entwikeltes Verfahren verwendet, das einerseits einfahzu implementieren ist, andererseits ein relativ gutes Laufzeitverhalten aufweist. Im Folgen-den wird die Funktionsweise dieser Methode grob beshrieben. Details k�onnen in [FrBa75℄nahgelesen werden.Die Punkte der Punktewolke werden einmalig entlang jeder der drei Koordinatenahsen sor-tiert. Sei nun vj der Punkt, zu dem die Menge der k n�ahesten Nahbarn ermittelt werdensoll, und die xi-Ahse diejenige Koordinatenahse, die in der Umgebung des Punktes vj diegeringste Punktdihte aufweist. Als m�oglihe Kandidaten f�ur die Menge der k n�ahesten Nah-barn des Punktes vj werden nun naheinander die Punkte mit den kleinsten Abst�anden zuvj entlang der xi-Ahse betrahtet. Die ersten k Punkte werden direkt in die zu Beginn leereMenge Nj;k aufgenommen. Sei danah vl der jeweils betrahtete Punkt und vm der Punkt mitdem gr�ossten dreidimensionalen Abstand zu vj in der Menge Nj;k. Ist der dreidimensionaleAbstand von vl zu vj kleiner als der dreidimensionale Abstand von vm zu vj, wird vl in Nj;keingef�ugt und vm aus Nj;k entfernt. Ist der eindimensionale Abstand von vl zu vj entlangder xi-Ahse gr�osser als der dreidimensionale Abstand von vm zu vj, wird das Verfahrenabgebrohen, da vl und alle noh zu betrahtenden Punkte mit Siherheit gr�ossere Abst�andezu vj besitzen als jeder der Punkte der Menge Nj;k. Die Menge Nj;k enth�alt dann also genaudie k n�ahesten Nahbarn von vj.Wurden die Punkte der Punktewolke bereits entlang der drei Koordinatenahsen sortiert,betr�agt das mittlere Laufzeitverhalten zum Ermitteln der zw�olf n�ahesten Nahbarn einesPunktes TZw�olf n�aheste Nahbarn, ein Punkt(n) = O(n 23 ) : (3.1)Das mittlere Laufzeitverhalten zum Ermitteln der zw�olf n�ahesten Nahbarn f�ur alle Punkteeinshliesslih des Sortierens der Punkte entlang der drei Koordinatenahsen betr�agt demnahTZw�olf n�aheste Nahbarn, alle Punkte(n) = O(n 53 ) : (3.2)3.1.2 Sh�atzen der TangentialebenenDas Verfahren zum Sh�atzen der Tangentialebene des zur gegebenen Punktewolke P geh�origenObjekts an einem Punkt vj 2 P entstammt [HoDe92℄.Als Tangentialebene an einem Punkt vj 2 P wird diejenige Ebene gew�ahlt, die vj enth�alt, unddie den kleinsten Abstand zu den zw�olf n�ahesten Nahbarn Nj;12 von vj im Sinne kleinsterFehlerquadrate aufweist. In zahlreihen Experimenten mit vershiedenen Punktewolken hatsih gezeigt, dass die zw�olf n�ahesten Nahbarn eines Punktes beim Ermitteln der Tangential-ebene an diesem Punkt in den meisten F�allen eine reht gute Wahl sind. Sowohl mehr alsauh weniger Punkte zu betrahten f�uhrt in der Regel zu immer st�arkeren Abweihungen vonder tats�ahlihen Tangentialebene des zu P geh�origen Objekts an der entsprehenden Stelle.



14 KAPITEL 3. ERZEUGEN EINER INITIALEN TRIANGULIERUNG (SCHRITT 1)Als Normale nj der Tangentialebene am Punkt vj wird der zum kleinsten Eigenwert derMatrix Mj = Xv2Nj;12(v � vj)
 (v � vj) (3.3)geh�orige Eigenvektor gew�ahlt. Zum Berehnen der Eigenwerte und Eigenvektoren der symme-trishen Matrix Mj wurde in dieser Studienarbeit das Jaobi-Verfahren verwendet, welhesunter anderem in [PrTe97℄ ausf�uhrlih dargestellt wird. Die Tangentialebene am Punkt vjwird durh vj und nj vollst�andig beshrieben.Das Laufzeitverhalten zum Sh�atzen einer Tangentialebene ist unabh�angig von der Gr�osseder Punktewolke. Es gilt daherTTangentialebene, ein Punkt(n) = O(1) : (3.4)Das Laufzeitverhalten zum Ermitteln der Tangentialebenen an allen Punkten der gegebenenPunktewolke betr�agt demnahTTangentialebene, alle Punkte(n) = O(n) : (3.5)3.1.3 Projektion der zw�olf n�ahesten Nahbarn in die TangentialebenenUm den Dreieksf�aher eines Punktes vj 2 P zu berehnen, werden zuerst die zw�olf n�ahestenNahbarn von vj durh Rotationen in die Tangentialebene Ej von vj projiziert. Die Rotationeines Punktes vk 2 Nj;12 in die Tangentialebene Ej �ndet in der durh den Punkt vj unddie beiden Vektoren nj und vk � vj festgelegten Ebene statt. Dabei wird um den Punkt vjrotiert. Die Rotationsrihtung (also im oder gegen den Uhrzeigersinn) ist so zu w�ahlen, dassder Winkel, um den rotiert wird, der kleinere der beiden m�oglihen ist, dass also in Rihtungnj betrahtet die Projektion von vk�vj in die gleihe Rihtung zeigt wie vk�vj (Abbildung3.1).Seien die beiden Vektoren ej;x und ej;y eine beliebige orthonormale Basis der TangentialebeneEj . Die beiden Komponenten xk und yk des in die Ebene Ej rotierten Punktes vk 2 Nj;12 indieser neuen Basis k�onnen mit den Formeln~xk = hej;x;vk � vji (3.6)~yk = hej;y;vk � vji (3.7)xk = kvk � vjkp ~xk2 + ~yk2 � ~xk (3.8)



3.1. DAS VERFAHREN VON GOPI, KRISHNAN UND SILVA 15
vj ej;y

vk
nj

ej;xProjektion von vk:vj + xk � ej;x + yk � ej;y
Tangentialebene EjAbbildung 3.1: Rotation von vk in die Tangentialebene Ej von vjyk = kvk � vjkp ~xk2 + ~yk2 � ~yk (3.9)berehnet werden. Ist sowohl ~xk = 0 als auh ~yk = 0, das heisst in Rihtung nj betrahtetliegt vk genau vor oder hinter vj, k�onnen die Formeln 3.8 und 3.9 wegen der Division durhnull niht verwendet werden. In einem solhen Fall wird xk = 0 und yk = 0 gesetzt.Durh die Rotationen der zw�olf n�ahesten Nahbarn von vj in die Tangentialebene Ej wird dasnahfolgende Problem der Triangulierung des Punktes vj und seiner zw�olf n�ahesten Nahbarnvon drei auf zwei Dimensionen reduziert.Das Laufzeitverhalten der Rotationen der zw�olf n�ahesten Nahbarn eines Punktes in dessenTangentialebene ist unabh�angig von der Gr�osse der Punktewolke. Es gilt daherTRotationen, ein Punkt(n) = O(1) : (3.10)Das Laufzeitverhalten der Rotationen der zw�olf n�ahesten Nahbarn in die entsprehendenTangentialebenen f�ur alle Punkte betr�agt demnahTRotationen, alle Punkte(n) = O(n) : (3.11)3.1.4 Berehnen der Dreieksf�aherDer Dreieksf�aher eines Punktes vj 2 P ergibt sih aus einer Delaunay-Triangulierung desPunktes vj und seiner in dessen Tangentialebene Ej projizierten zw�olf n�ahesten Nahbarn.Den Dreieksf�aher von vj bilden diejenigen Dreieke, die die folgenden beiden Kriterien



16 KAPITEL 3. ERZEUGEN EINER INITIALEN TRIANGULIERUNG (SCHRITT 1)erf�ullen (Abbildung 3.2 zeigt hierf�ur ein Beispiel).� Einer der Ekpunkte des Dreieks ist vj.Da nur der F�aher des Punktes vj von Interesse ist, k�onnen alle Dreieke, f�ur die vjniht Ekpunkt ist, vernahl�assigt werden.� Der Winkel des Dreieks am Ekpunkt vj ist kleiner oder gleih 120Æ.Dreieke mit gr�osseren Winkeln als 120Æ im Zentrum des F�ahers sind erfahrungsgem�assh�au�g shleht (De�nition 4.1; auf shlehte Dreieke wird erst in Kapitel 4 genauereingegangen) und werden deshalb erst gar niht ins Dreieksnetz eingef�ugt.

vj
Die dunklen Dreieke bilden den Dreieksf�aher von vj.Abbildung 3.2: Berehnen des Dreieksf�ahers von vj mittels Delaunay-TriangulierungAufgrund dieser beiden Kriterien kommt es hin und wieder vor, dass der Dreieksf�ahereines Punktes niht geshlossen ist, oder zu einem Punkt sogar mehrere niht-geshlosseneDreieksf�aher existieren.Mehr als zw�olf n�aheste Nahbarn beim Berehnen eines Dreieksf�ahers zu betrahten, stelltin den meisten F�allen einen unn�otigen Aufwand dar. Die Ergebnisse werden dadurh zwarkeinesfalls shlehter, in der Regel jedoh auh niht besser. Dreieke, die diese zus�atzlihbetrahteten Punkte als Ekpunkte haben, geh�oren n�amlih meistens niht dem gesuhtenDreieksf�aher an und werden daher ohnehin vernahl�assigt.F�ur den hier vorliegenden Spezialfall (nur die Dreieke eines F�ahers sind von Interesse)existiert ein sehr eÆzientes Verfahren zur Delaunay-Triangulierung. Aus Platzgr�unden kann



3.2. LAUFZEITVERHALTEN 17in dieser Studienarbeit niht darauf eingegangen werden. Eine detaillierte Beshreibung �ndetsih jedoh in [GoKr00℄.Das Laufzeitverhalten zum Berehnen des Dreieksf�ahers eines Punktes ist unabh�angig vonder Gr�osse der Punktewolke. Es gilt daherTDreieksf�aher, ein Punkt(n) = O(1) : (3.12)Das Laufzeitverhalten zum Berehnen der Dreieksf�aher aller Punkte betr�agt demnahTDreieksf�aher, alle Punkte(n) = O(n) : (3.13)3.2 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten beim Erzeugen einer initialen Triangulierung wird von der N�ahesten-Nahbar-Suhe dominiert. Es liegt daher ein mittleres Laufzeitverhalten vonTErzeugen einer initialen Triangulierung(n) = O(n 53 ) (3.14)vor.



Kapitel 4Entfernen von shlehten Dreieken(Shritt 2 )
De�nition 4.1 Ein shlehtes Dreiek in einem bestehenden Dreieksnetz T ist ein Drei-ek, welhes ausshliesst, dass T durh Hinzuf�ugen neuer Dreieke zu einem fehlerfreien undgeshlossenen Dreieksnetz erweitert wird.Die meisten shlehten Dreieke sind Dreieke, die Shnitte mit anderen Dreieken aufweisen,oder Dreieke, die topologishe Fehler bewirken. Gelegentlih treten jedoh auh Dreieke auf,die selbst keine Fehler verursahen, jedoh das Shliessen eines vorhandenen Lohes verhin-dern. Solhe Dreieke geh�oren ebenfalls zur Menge der shlehten Dreieke.Bei diesem Shritt geht es darum, in einer bestehenden Triangulierung m�oglihst viele diesershlehten Dreieke zu entdeken und zu entfernen.Folgende Dreieke werden entfernt, da sie entweder stark degeneriert (Fall 1 ) oder mit hoherWahrsheinlihkeit (Fall 2 ) oder mit Siherheit (Fall 3, Fall 4, Fall 5 und Fall 6 ) shlehtsind.� Dreieke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel (Fall 1 ).� Dreiekspaare (Dreieke mit einer gemeinsamen Kante) mit zu kleinem Zwishenwinkel(Fall 2 ).� Dreieke an Kanten mit mehr als zwei Dreieken (Fall 3 ).� Sih shneidende Dreieke mit einem gemeinsamen Ekpunkt (Fall 4 ).� Sih shneidende Dreieke mit keinem gemeinsamen Ekpunkt (Fall 5 ).� An der Spitze eines geshlossenen F�ahers h�angende Dreieke (Fall 6 ).18



4.1. DREIECKE MIT MINDESTENS EINEM SEHR KLEINEN WINKEL (FALL 1) 19Diese sehs F�alle1 umfassen den Grossteil aller shlehten Dreieke, leider jedoh niht alle.Es ist n�amlih durhaus m�oglih, dass ein Dreiek, obwohl es in keine der oben genanntensehs Klassen f�allt, das Shliessen eines Lohes verhindert. In einem solhen Fall ist es wegendiesem Dreiek niht mehr m�oglih neue Dreieke koniktfrei einzuf�ugen, um ein bestehendesLoh zu shliessen. Solhe Dreieke sind nur sehr shwer zu entdeken. Derartige Problemf�allewerden beim Triangulieren komplexer L�oher (Kapitel 6) behandelt.Dieser Teil des Algorithmus kommt das erste Mal nah dem Erzeugen einer initialen Tri-angulierung zum Einsatz. Die im Folgenden genauer beshriebenen sehs F�alle und die da-zugeh�origen Tests �nden jedoh auh bei allen weiteren Shritten des Rekonstruktionsalgo-rithmus Verwendung, dem Triangulieren einfaher und komplexer L�oher (Kapitel 5 und 6),dem Einf�ugen isolierter Punkte (Kapitel 7) und dem Gl�atten des erzeugten Dreieksnetzes(Kapitel 8).4.1 Dreieke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel(Fall 1 )Dreieke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel sind nah obiger De�nition nihtzwangsl�au�g shleht. Sie sind jedoh �ausserst unerw�unsht, da sie nahezu zu Strihen dege-neriert sind. Als minimal zul�assiger Winkel in einem Dreiek wurde in der Implementierung10�10rad gew�ahlt.Der Winkel � in einem Dreiek 4(vj;vk;vl) am Ekpunkt vj beziehungsweise der Winkel �zwishen zwei Vektoren vk � vj und vl � vj l�asst sih eÆzient mit der Formel� = \(vk � vj;vl � vj) = artan k(vk � vj)� (vl � vj)khvk � vj;vl � vji (4.1)berehnen2 (Abbildung 4.1).Das Laufzeitverhalten eines solhen Tests istTTest 1, ein Dreiek(n) = O(1) : (4.2)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreieke des bestehenden Netzes auf Fall 1 betr�agtdemnah1Im weiteren wird auf diese sehs F�alle und die dazugeh�origen Tests und Dreieke h�au�g nur noh mit derentsprehenden Nummer verwiesen (zum Beispiel Fall 2, Test 5 oder Fall-6-Dreiek), ohne deren Bedeutungerneut zu erl�autern.2Bei der Implementierung dieses Verfahrens wurde die Funktion atan2 der C-Standard-Bibliothek verwen-det, der Z�ahler und Nenner separat �ubergeben werden. Steht eine solhe Funktion niht zur Verf�ugung istobige Formel wegen der m�oglihen Division durh null mit Vorsiht zu gebrauhen.



20 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)
� vkvj vlAbbildung 4.1: Berehnen eines Winkels in einem Dreiek

TTest 1, alle Dreieke(n) = O(n) : (4.3)4.2 Dreiekspaare mit zu kleinem Zwishenwinkel (Fall 2 )De�nition 4.2 Zwei Dreieke bilden ein Dreiekspaar, wenn sie eine gemeinsame Kantebesitzen. Der Zwishenwinkel zweier Dreieke eines Dreiekspaares ist der Winkel zwishenden beiden Ebenen, in denen diese Dreieke liegen.Dreieke eines Dreiekspaares mit zu kleinem Zwishenwinkel sind nur dann mit Siherheitshleht, wenn der Zwishenwinkel 0Æ betr�agt, da sie sih dann shneiden. Ist der Zwishen-winkel klein, ist zumindest eines der beiden Dreieke mit grosser Wahrsheinlihkeit shleht.Meistens beshreiben derart "aufeinander liegende\ Dreieke denselben Teil einer Ober�ahe,f�ur den vershiedene Triangulierungen m�oglih sind. Wenn ein solhes Paar entdekt wird,wird das Dreiek mit dem kleineren Winkel zur gemeinsamen Kante entfernt. Dieses Kriteri-um ist einfah zu �uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen die sh�onere Triangulierung imSinne maximaler kleinster Winkel (Abbildung 4.2; Dreiek 1 und Dreiek 2 beshreiben den-selben Teil einer Ober�ahe, eines von beiden ist also unerw�unsht; Dreiek 2 hat den spitzerenWinkel zur gemeinsamen Kante und wird daher entfernt; das Ergebnis ist Triangulierung 1).Der minimal zul�assige Zwishenwinkel ist vom Benutzer vorzugegeben. Experimente habengezeigt, dass dieser etwa 90Æ betragen sollte.Der Zwishenwinkel � zweier Dreieke 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm) kann mit Hilfe derFormeln n0 = (vj � vl)� (vk � vl) (4.4)n1 = (vk � vm)� (vj � vm) (4.5)� = 180Æ � \(n0;n1) (4.6)



4.2. DREIECKSPAARE MIT ZU KLEINEM ZWISCHENWINKEL (FALL 2) 21
Dreiek 1 Dreiek2

Triangulierung 2Triangulierung 1
M�oglihe Triangulierungen

Abbildung 4.2: "Aufeinander liegende\ Dreiekeberehnet werden, wobei n0 die Normale von 4(vj;vk;vl) und n1 die Normale von4(vj;vk;vm) ist (Abbildung 4.3).

vj
vk n1�n0vl vm

Abbildung 4.3: Berehnen des Zwishenwinkels zweier DreiekeDas Laufzeitverhalten eines solhen Tests istTTest 2, ein Dreiek(n) = O(1) : (4.7)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreiekspaare des bestehenden Netzes auf Fall 2betr�agt demnah TTest 2, alle Dreieke(n) = O(n) : (4.8)



22 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)4.3 Dreieke an Kanten mit mehr als zwei Dreieken (Fall 3 )Dreieke an Kanten mit mehr als zwei Dreieken sind mit Siherheit shleht, da die Topologiedes Dreieksnetzes in einem solhen Fall niht mehr korrekt ist (Abbildung 4.4). Bis aufzwei Dreieke werden alle entfernt, diejenigen mit den kleinsten Winkeln zur gemeinsamenKante zuerst. Dieses Kriterium ist einfah zu �uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen diesh�onere Triangulierung im Sinne maximaler kleinster Winkel.
Kante mitmehr als zweiDreiekenAbbildung 4.4: Dreieke an einer Kante mit mehr als zwei DreiekenDas Laufzeitverhalten eines solhen Tests istTTest 3, ein Dreiek(n) = O(1) : (4.9)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Kanten des bestehenden Netzes auf Fall 3 betr�agtdemnah TTest 3, alle Dreieke(n) = O(n) : (4.10)4.4 Sih shneidende Dreieke mit einem gemeinsamen Ek-punkt (Fall 4 )Nah De�nition 4.1 sind alle sih shneidenden Dreieke shleht, also auh solhe mit einemgemeinsamen Ekpunkt. Wurden alle Fall-1-Dreieke, Fall-2-Dreieke und Fall-3-Dreieke be-reits entfernt, gibt es in aller Regel nur noh wenige Dreieke mit einem gemeinsamen Ek-punkt, die sih shneiden. Das Dreiek mit dem kleinsten Winkel wird entfernt. Dieses Krite-rium ist einfah zu �uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen zufriedenstellende Ergebnisse.Wegen der geringen Anzahl derartiger Dreieke ist eine Verfeinerung dieses Kriteriums wenigsinnvoll.



4.4. SICH SCHNEIDENDE DREIECKE MIT EINEM GEMEINSAMEN ... 23Um herauszu�nden, ob sih zwei Dreieke mit einem gemeinsamen Ekpunkt shneiden, musszuerst �uberpr�uft werden, ob die beiden Dreieke in einer Ebene liegen oder niht. Dazu werdenderen Normalen berehnet und verglihen. Sind diese Normalen parallel oder antiparallel, soliegen die beiden Dreieke, da sie einen gemeinsamen Ekpunkt besitzen, in derselben Ebene.Es ist bei diesem Test vorteilhaft, die Normale n eines Dreieks 4(vi;vj;vk) mit den Formelna = vj � vi (4.11)b = vk � vj (4.12) = vi � vk (4.13)n = (a� b) + (b� ) + (� a)k(a� b) + (b� ) + (� a)k (4.14)zu bestimmen, da diese auh f�ur sehr spitze Dreieke numerish reht stabil sind.4.4.1 Niht in einer Ebene liegende DreiekeLiegen zwei Dreieke 4(vi;vj;vk) und 4(vi;vl;vm) niht in einer Ebene, shneiden sie sihgenau dann, wenn die dem gemeinsamen Punkt vi gegen�uberliegende Kante e(vl;vm) diedurh das Dreiek 4(vi;vj;vk) de�nierte "Viertelebene\ shneidet (Abbildung 4.5). Daf�urmuss das lineare Gleihungssystemvi + � � (vj � vi) + � � (vk � vi) = vl +  � (vm � vl) (4.15)gel�ost werden. Als eÆzientes, numerish stabiles Verfahren bietet sih daf�ur der Gauss-Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie an, der unter anderem in [Grab00℄ausf�uhrlih dargestellt wird. Ein Shnitt liegt genau dann vor, wenn � � 0, � � 0 und0 �  � 1.4.4.2 In einer Ebene liegende DreiekeLiegen zwei Dreieke 4(vi;vj;vk) und 4(vi;vl;vm) in einer Ebene, kann das Problem leihtauf zwei Dimensionen reduziert werden, indem die unwihtigste der drei Dimensionen ver-nahl�assigt wird. Festgelegt wird diese durh die betragsm�assig gr�osste Komponente der Nor-male der beiden Dreieke. Im Zweidimensionalen werden die Winkel � (Winkel zwishen denDreieksseiten e(vi;vj) und e(vi;vk)), � (Winkel zwishen den Dreieksseiten e(vi;vj) unde(vi;vl)) und  (Winkel zwishen den Dreieksseiten e(vi;vj) und e(vi;vm)) berehnet (Ab-bildung 4.6). Es ist zu beahten, das alle Winkel in derselben Rihtung, also entweder imoder gegen den Uhrzeigersinn gemessen werden. Die Rihtung ist so zu w�ahlen, dass der Win-



24 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)de�nierte \Viertelebene"
Shnittpunktvi

vj
vk vl

vmDurh das Dreiek 4(vi;vj;vk)

Abbildung 4.5: Niht in einer Ebene liegende Dreiekekel � kleiner oder gleih 180Æ ist, also dem Winkel des Dreieks 4(vi;vj;vk) am Ekpunktvi entspriht. Die beiden Dreieke shneiden sih, falls mindestens eine der folgenden dreiBedingungen erf�ullt ist.1. � � �, das heisst die Seite e(vi;vl) des Dreieks 4(vi;vl;vm) liegt zwishen den beidenSeiten e(vi;vj) und e(vi;vk) des Dreieks 4(vi;vj;vk).2.  � �, das heisst die Seite e(vi;vm) des Dreieks4(vi;vl;vm) liegt zwishen den beidenSeiten e(vi;vj) und e(vi;vk) des Dreieks 4(vi;vj;vk).3. � > � und  > � und j� � j � 180Æ, das heisst die beiden Seiten e(vi;vl) unde(vi;vm) des Dreieks 4(vi;vl;vm) shliessen die beiden Seiten e(vi;vj) und e(vi;vk)des Dreieks 4(vi;vj;vk) ein.4.4.3 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten eines solhen Tests ist unabh�angig davon, ob die beiden Dreieke ineiner Ebene liegen oder niht. Es giltTTest 4, ein Dreiek(n) = O(1) : (4.16)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreieke des bestehenden Netzes auf Fall 4 betr�agtdemnah TTest 4, alle Dreieke(n) = O(n) : (4.17)



4.5. SICH SCHNEIDENDE DREIECKE MIT KEINEM GEMEINSAMEN ... 25
�

� ��  �
 � vj

vkvk
vjvj

vk vl
vm

vmvl
vl
vmBeispiel zu 1. Beispiel zu 1. und 2. Beispiel zu 3.

vi vi vi
Abbildung 4.6: In einer Ebene liegende Dreieke4.5 Sih shneidende Dreieke mit keinem gemeinsamen Ek-punkt (Fall 5 )Nah De�nition 4.1 sind alle sih shneidenden Dreieke shleht, also auh solhe mit keinemgemeinsamen Ekpunkt (Abbildung 4.7). Wurden bereits alle Fall-1-Dreieke, Fall-2-Dreieke,Fall-3-Dreieke und Fall-4-Dreieke entfernt, gibt es in den meisten F�allen gar keine Dreiekemit keinem gemeinsamen Ekpunkt mehr, die sih shneiden. Tritt ein solhes Paar dennohauf, wird das Dreiek mit dem kleinsten Winkel entfernt. Dieses Kriterium ist einfah zu�uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen zufriedenstellende Ergebnisse. Wegen der �ausserstgeringen Anzahl derartiger Dreieke ist eine Verfeinerung dieses Kriteriums wenig sinnvoll.

Abbildung 4.7: Sih shneidende Dreieke mit keinem gemeinsamen EkpunktEÆzient zu �uberpr�ufen, ob sih zwei Dreieke mit keinem gemeinsamen Ekpunkt shneiden



26 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)oder niht, ist keine einfahe Angelegenheit. Der in dieser Studienarbeit verwendete Algorith-mus f�ur diesen Test entstammt [Moel97℄. Aus Platzgr�unden wird in dieser Ausarbeitung nihtweiter darauf eingegangen.Im Gegensatz zu Fall 1, Fall 2, Fall 3, Fall 4 und Fall 6 kann dieser Test niht lokal durh-gef�uhrt werden, das heisst es reiht niht, nur in der topologishen Nahbarshaft eines Drei-eks nah Konikten zu suhen. Das Laufzeitverhalten eines solhen Tests ist daherTTest 5, ein Dreiek(n) = O(n) : (4.18)Sollen alle Dreieke eines bestehenden Netzes auf Fall 5 getestet werden, werden die Dreiekezuerst entsprehend ihrer minimalen Ekpunkt-Komponente entlang einer Ahse sortiert. Da-durh kann die Menge der notwendigen Tests stark reduziert werden. Als Kandidaten f�ur einenKonikt kommen n�amlih nur die Dreieke in Frage, deren minimale Ekpunkt-Komponentesowohl gr�osser oder gleih der minimalen Ekpunkt-Komponente als auh kleiner oder gleihder maximalen Ekpunkt-Komponente des zu testenden Dreieks ist. Als Ahse sollte diejenigegew�ahlt werden, entlang der die Punktewolke die gr�osste Ausdehnung besitzt. Abh�angig vomDreieksnetz liegt demnah das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreieke des bestehendenNetzes auf Fall 5 irgendwo im BereihO(n � logn) � TTest 5, alle Dreieke(n) � O(n2) : (4.19)4.6 An der Spitze eines geshlossenen F�ahers h�angende Drei-eke (Fall 6 )An der Spitze eines geshlossenen F�ahers h�angende Dreieke sind mit Siherheit shleht, dain solhen F�allen die Topologie des Dreieksnetzes niht mehr korrekt ist (Abbildung 4.8). Dergeshlossene F�aher wird behalten, alle anderen Dreieke werden entfernt. Dieses Kriteriumliefert in den meisten F�allen eine der Form des zur gegebenen Punktewolke geh�origen Objektsentsprehende Triangulierung. Im �ausserst seltenen Fall von mehreren geshlossenen F�ahernwird ein beliebiger behalten.Das Laufzeitverhalten eines solhen Tests istTTest 6, ein Dreiek(n) = O(1) : (4.20)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreieke des bestehenden Netzes auf Fall 6 betr�agtdemnah TTest 6, alle Dreieke(n) = O(n) : (4.21)
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DreiekShlehtesAbbildung 4.8: An der Spitze eines geshlossenen F�ahers h�angendes Dreiek4.7 Reihenfolge der sehs F�alleDie Reihenfolge, in der die oben beshriebenen sehs Klassen von shlehten Dreieken auseinem bestehenden Dreieksnetz entfernt werden, ist im Prinzip frei w�ahlbar. Folgende Punktesollten jedoh beahtet werden.� Fall 2 sollte vor Fall 3 behandelt werden. Es kann sonst vorkommen, dass durh Test 3an einer Kante mit mehr als zwei Dreieken alle bis auf zwei entfernt werden, und derZwishenwinkel dieser beiden Dreieke sehr klein ist. Test 2 entfernt dann ein weiteresdieser beiden Dreieke, wodurh eine o�ene Kante entsteht. Bei umgekehrter, bessererReihenfolge bleiben dagegen fast immer zwei Dreieke erhalten.� Fall 5 sollte niht zuerst behandelt werden, da dies der bei weitem zeitaufwendigsteTest ist. Je mehr Dreieke vor Test 5 entfernt werden, desto besser.Eine m�oglihe sinnvolle Reihenfolge wird durh die Nummern der sehs F�alle vorgegeben, alsozuerst Fall 1, dann Fall 2, Fall 3, Fall 4, Fall 5 und zuletzt Fall 6.4.8 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten zum Entdeken shlehter Dreieke wird eindeutig von Fall 5 dominiert,da dieser Test der einzige ist, der niht lokal durhgef�uhrt werden kann.Das Laufzeitverhalten zum Testen eines Dreieks betr�agt demnahTTesten eines Dreieks(n) = O(n) : (4.22)



28 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)Abh�angig vom Dreieksnetz liegt das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreieke des beste-henden Netzes irgendwo im BereihO(n � log n) � TEntfernen von shlehten Dreieken(n) � O(n2) : (4.23)



Kapitel 5Triangulieren einfaher L�oher(Shritt 3 )
De�nition 5.1 Ein einfahes Loh ist ein Loh, das lediglih durh Einf�ugen neuer Drei-eke geshlossen werden kann. Um ein solhes Loh zu shliessen, ist es niht notwendig,irgendwelhe st�orenden Dreieke aus dem Netz zu entfernen.Bei diesem Shritt wird versuht, durh sukzessives Einf�ugen von neuen Dreieken so viele ein-fahe L�oher wie m�oglih zu shliessen. Dazu wird eine sortierte Liste von m�oglihen Einf�uge-positionen aufgebaut, deren erstes Element stets die momentan g�unstigste Einf�ugem�oglihkeitist. Danah wird an der durh das erste Listenelement vorgegebenen Stelle ein neues Dreiekeingef�ugt, dieses Listenelement entfernt, und die Liste der Einf�ugem�oglihkeiten aktualisiert.Dieser Shritt wird solange wiederholt, bis keine weiteren sinnvollen Einf�ugem�oglihkeitenmehr erkannt werden. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Liste der Einf�ugepositionen leerist.Dieser Shritt setzt ein fehlerfreies Dreieksnetz voraus. Ein durh Shritt 1 und Shritt 2erzeugtes Dreieksnetz erf�ullt diese Voraussetzung.5.1 Aufbauen einer Kantenpaar-ListeDe�nition 5.2 Ein Kantenpaar ist ein Paar von zwei o�enen Kanten, die vershiedenenDreieken angeh�oren, jedoh einen gemeinsamen Endpunkt besitzen.Kantenpaare stellen Einf�ugem�oglihkeiten f�ur Dreieke dar. Das Kantenpaar(e(vj;vk); e(vj;vl)) repr�asentiert die Einf�ugem�oglihkeit f�ur das Dreiek 4(vj;vk;vl).Bevor mit dem Einf�ugen neuer Dreieke begonnen wird, wird zuerst eine Kantenpaar-Listeaufgebaut, die alle als sinnvoll erkannten Einf�ugem�oglihkeiten enth�alt. In diese Liste werdenalle Kantenpaare (e(vj;vk); e(vj;vl)) aufgenommen, bei denen der gemeinsame Endpunkt29



30 KAPITEL 5. TRIANGULIEREN EINFACHER L �OCHER (SCHRITT 3)vj keine weiteren o�enen Kanten besitzt. Besitzt ein Punkt n�amlih mehr als zwei o�eneKanten, ist es unter Umst�anden �ausserst shwierig zu entsheiden, welhe davon sinnvolleKantenpaare, also Einf�ugem�oglihkeiten f�ur neue, niht-shlehte Dreieke bilden. Vor allemwenn die Kanten des Punktes niht ann�ahernd in einer Ebene liegen, also die Ober�ahe deszur gegebenen Punktewolke geh�origen Objekts an dieser Stelle stark gekr�ummt ist, existierenlokal betrahtet h�au�g mehrere sinnvolle Triangulierungen (Abbildung 5.1; die Kantenpaarean denen Dreieke eingef�ugt wurden, sind durh Doppelpfeile gekennzeihnet; die Formender beiden Triangulierungen untersheiden sih gravierend, eine von beiden entspriht alsomit Siherheit niht der Form des zur gegebenen Punktewolke geh�origen Objekts). Um dieseShwierigkeiten zu vermeiden wird die Kantenpaar-Liste auf eindeutige F�alle beshr�ankt.

Punkt mit sehso�enen Kanten Triangulierung 1 Triangulierung 2Abbildung 5.1: Vershiedene sinnvolle Triangulierungen
5.2 Sortieren der Kantenpaar-ListeF�ur jedes Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)) der Kantenpaar-Liste wird nun der Mittelwert derbeiden Zwishenwinkel an den Kanten e(vj;vk) und e(vj;vl) berehnet (Abbildung 5.2). F�urdiese Berehnung wird das durh das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)) vorgegebene Dreiek4(vj;vk;vl) als Teil des Dreieksnetzes betrahtet. Die Zwishenwinkel k�onnen wie in Ab-shnitt 4:2 beshrieben ermittelt werden.Die Kantenpaar-Liste wird dann nah den Mittelwerten der Zwishenwinkel sortiert, wobeigrosse Winkel am Anfang der Liste, kleine Winkel am Ende der Liste eingeordnet werden. Daimmer das jeweils erste Element der Kantenpaar-Liste abgearbeitet wird, gew�ahrleistet dies,dass Dreieke zuerst an Stellen geringer Kr�ummung eingef�ugt werden (grosse Zwishenwinkelbedeuten geringe, kleine Zwishenwinkel starke Kr�ummung). Eingef�ugte Dreieke an Stellenstarker Kr�ummung sind erfahrungsgem�ass h�au�ger shleht als Dreieke an Stellen geringerKr�ummung. Desweiteren werden dadurh Kanten, an denen relativ h�au�g L�oher auftreten,
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vk vlMittelwert der beiden Zwishenwinkel: �+�2

� �vj
Abbildung 5.2: Die beiden Zwishenwinkel eines Kantenpaares

glatt statt shartig trianguliert (Abbildung 5.3).

kleiner als 180Æ.an denen eingef�ugt wurde sindDie Zwishenwinkel der KantenpaareShartige Triangulierung:an denen eingef�ugt wurde sindgleih 180Æ.Die Zwishenwinkel der KantenpaareGlatte Triangulierung:
geraden KanteZwei L�oher an einer

Abbildung 5.3: Glatte und shartige Triangulierung einer Kante



32 KAPITEL 5. TRIANGULIEREN EINFACHER L �OCHER (SCHRITT 3)5.3 Einf�ugen neuer DreiekeSolange die Kantenpaar-Liste niht leer ist, wird immer das jeweils erste Element aus ihrentfernt. An der durh dieses Kantenpaar vorgegebenen Stelle wird dann ein neues Dreiekeingef�ugt, falls dieses Dreiek niht zu einer der sehs in Kapitel 4 beshriebenen Klassen vonunerw�unshten beziehungsweise shlehten Dreieken geh�ort.Die Kantenpaar-Liste soll einerseits immer genau diejenigen Kantenpaare enthalten, derengemeinsamer Endpunkt keine weiteren o�enen Kanten besitzt, andererseits stets nah denMittelwerten der Zwishenwinkel ihrer Kantenpaare sortiert sein. Daher muss die Liste beimEinf�ugen eines neuen Dreieks in den meisten F�allen aktualisiert werden. Wird das neue Drei-ek 4(vj;vk;vl), vorgegeben durh das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)), eingef�ugt, k�onneneiner oder mehrere der folgenden F�alle auftreten.a) Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vl)) be�ndet sih in der Kantenpaar-Liste, ein Lohwurde geshlossen (Abbildung 5.4):Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vl)) muss aus der Liste entfernt werden.vl vkvj vj
vl vk

Abbildung 5.4: Beispiel zu Fall a)b) Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vm)) be�ndet sih in der Kantenpaar-Liste, kein Lohwurde geshlossen (Abbildung 5.5):Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vm)) muss durh das Kantenpaar (e(vk;vl); e(vk;vm))ersetzt, und entsprehend dem neuen mittleren Zwishenwinkel in der Kantenpaar-Listevershoben werden.) Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vl)) be�ndet sih niht in der Kantenpaar-Liste (Ab-bildung 5.6):Falls der Punkt vk genau zwei o�ene Kanten hat muss ein neues, aus diesen Kantenbestehendes Kantenpaar sortiert in die Kantenpaar-Liste eingef�ugt werden.d) Spiegelsymmetrisher Fall zu a).
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vj vk vj
vmvl vkvl vm

Abbildung 5.5: Beispiel zu Fall b)
vk vk

vjvj
vl vl

vj vjvl vl vkvk
Abbildung 5.6: Beispiele zu Fall )e) Spiegelsymmetrisher Fall zu b).f) Spiegelsymmetrisher Fall zu ).Die Beshreibungen der spiegelsymmetrishen F�alle ergeben sih, wenn in den F�allen a), b)



34 KAPITEL 5. TRIANGULIEREN EINFACHER L �OCHER (SCHRITT 3)und ) die Punkte vk und vl vertausht werden.Pseudoode f�ur das Triangulieren einfaher L�oher: In den Zeilen 1 bis 5 wird eineKantenpaar-Liste aufgebaut, die alle eindeutigen Einf�ugem�oglihkeiten f�ur Dreieke enth�alt.Danah wird diese Liste absteigend nah den mittleren Zwishenwinkeln ihrer Kantenpaaresortiert (Zeilen 6 und 7). In den Zeilen 8 bis 13 wird der Kantenpaarliste die jeweils besteEinf�ugem�oglihkeit entnommen und �uberpr�uft, ob ein Einf�ugen eines neuen Dreieks an dieserStelle Konikte hervorrufen w�urde. Ist dies niht der Fall, wird das neue Dreiek in dasbestehende Netz aufgenommen, und die Kantenpaarliste entsprehend aktualisiert.1 liste = Leere Liste von Kantenpaaren.2 FOR (Alle Punkte vj 2 P ):3 IF (vj hat genau zwei o�ene Kanten e(vj;vk) und e(vj;vl)):4 IF (e(vj;vk) und e(vj;vl) geh�oren zu vershiedenen Dreieken):5 F�uge das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)) in liste ein.6 Berehne f�ur alle Kantenpaare in liste den Mittelwert der beiden Zwishenwinkel.7 Sortiere liste absteigend nah den Mittelwerten der Zwishenwinkel.8 WHILE (liste ist niht leer):9 (e(vj;vk); e(vj;vl)) = Erstes Element von liste.10 Entferne das erste Element aus liste.11 IF (4(vj;vk;vl) ist kein Fall-1-Dreiek, kein Fall-2-Dreiek, kein Fall-3-Dreiek,kein Fall-4-Dreiek, kein Fall-5-Dreiek und kein Fall-6-Dreiek):12 F�uge 4(vj;vk;vl) in das Dreieksnetz ein.13 Aktualisiere liste.Pseudoode f�ur das Triangulieren einfaher L�oher
5.4 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten f�ur das Triangulieren einfaher L�oher h�angt stark von der Anzahl mder o�enen Kanten zu Beginn dieses Shrittes ab. Jede o�ene Kante geh�ort h�ohstens zu zweiKantenpaaren in der Kantenpaar-Liste. Die Kantenpaar-Liste kann zu Beginn also maximal2m Elemente enthalten.Der Aufwand f�ur das Abarbeiten eines Kantenpaares wird von den Tests auf shlehte Dreiekedominiert (Kapitel 4). Es gilt daher



5.4. LAUFZEITVERHALTEN 35TEin Kantenpaar(n) = O(n) : (5.1)Leider wird die Anzahl m der o�enen Kanten nur dann reduziert, wenn ein Dreiek an dervon dem Kantenpaar vorgegebenen Stelle eingef�ugt wird, niht jedoh, wenn das Einf�ugenwegen Konikten unm�oglih ist. Die Anzahl der Kantenpaare in der Kantenpaar-Liste wirddurh das Abarbeiten eines Kantenpaares unter Umst�anden sogar erh�oht (F�alle ) und f),Abshnitt 5.3).Diese �Uberlegungen f�uhren zu einer sehr groben oberen ShrankeTTriangulieren einfaher L�oher(n;m) = O(n �m2) (5.2)f�ur das Laufzeitverhalten zum Triangulieren einfaher L�oher. Die Herleitung dieser oberenShranke ist niht ganz einfah. Aus Platzgr�unden wird in dieser Ausarbeitung niht weiterdarauf eingegangen. Da jedoh die Anzahl m der o�enen Kanten niht nur von n, der Gr�osseder Punktewolke, abh�angt sondern auh von der Lage der Punkte, ist die Angabe einer oberenShranke TTriangulieren einfaher L�oher(n;m) ohnehin nur von geringem Nutzen.In der Praxis hat sih jedoh unabh�angig von den Gr�ossen der Punktewolken und den Formender dazugeh�origen Objekte gezeigt, dass das Triangulieren einfaher L�oher nur einen sehrgeringen Teil zur Gesamtlaufzeit des Rekonstruktionsalgorithmus beitr�agt.



Kapitel 6Triangulieren komplexer L�oher(Shritt 4 )
De�nition 6.1 Ein komplexes Loh ist ein Loh, das niht ausshliesslih durh Einf�ugenneuer Dreieke trianguliert werden kann. Um ein komplexes Loh zu shliessen, ist es not-wendig, mindestens ein st�orendes Dreiek, unter Umst�anden sogar mehrere, aus dem Netz zuentfernen.Bei diesem Shritt geht es darum, alle noh verbliebenen L�oher zu shliessen. Wenn dieserShritt direkt auf das Triangulieren einfaher L�oher folgt (Shritt 3 ), handelt es sih beidiesen L�ohern ausshliesslih um komplexe L�oher. Das Shliessen der L�oher geshieht mitHilfe eines zufallsgesteuerten Optimierungsverfahrens, bekannt unter dem Namen Simulated-Annealing. Der Hauptuntershied zu allen bisherigen Shritten besteht darin, dass das Drei-eksnetz zeitweise in shlehtere Zust�ande gebraht wird, um letztendlih zu sehr viel besserenTriangulierungen im Sinne von weniger o�enen Kanten zu gelangen.Dieser Shritt setzt ein fehlerfreies Dreieksnetz voraus. Ein durh Shritt 1, Shritt 2 undShritt 3 erzeugtes Dreieksnetz erf�ullt diese Voraussetzung.6.1 Simulated-AnnealingSimulated-Annealing ist ein stohastisher Algorithmus zur L�osung diskreter Optimierungs-probleme.Es geht darum, eine globale Minimalstelle einer Bewertungsfunktion f : Z ! R zu �nden. Die-se Funktion bildet eine endlihe, unter Umst�anden jedoh sehr grosse Menge von Zust�andenoder Kon�gurationen Z = fz1; z2; : : : ; zqg in die Menge der reellen Zahlen ab.Auswerten der Funktion f f�ur alle Elemente von Z l�ost das Optimierungsproblem zwar theo-retish, sheidet jedoh bei sehr grossen Zustandsmengen aus Zeitgr�unden aus.36



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 37Beim Simulated-Annealing wird zun�ahst f�ur jeden Zustand zj 2 Z eine kleine Menge von rjNahbarzust�anden Zj = fzij (1); zij(2); : : : ; zij(rj)g de�niert, in der Regel bestehend aus �ahnli-hen Kon�gurationen. Ein beliebiger Zustand zj 2 Z wird als Startzustand gew�ahlt. Nun wirdversuht shrittweise von der jeweils aktuellen Kon�guration zj zu einer zuf�allig gew�ahltenNahbarkon�guration zk 2 Zj �uberzugehen. Wird dieser Zustand von der Bewertungsfunkti-on als besser eingestuft, das heisst f(zk) < f(zj), �ndet der �Ubergang augenbliklih statt,andernfalls entsheidet ein Zufallsexperiment, ob der �Ubergang durhgef�uhrt wird oder niht.Die Wahrsheinlihkeit p im aktuellen Zustand zj einen shlehteren Zustand zk zu akzeptie-ren betr�agt p(zj ; zk) = e� �(f(zk)�f(zj))T ; (6.1)h�angt also von der Di�erenz f(zk) � f(zj), dem sogenannten Temperaturparameter T undeiner fest gew�ahlten, positiven Konstante  ab. Die Temperatur T wird mit steigender An-zahl von Shritten immer weiter reduziert, bleibt aber stets positiv. Es wird im Laufe derZeit also immer unwahrsheinliher von einer besseren zu einer shlehteren Kon�gurationzu kommen. L�auft der Algorithmus lange Zeit mit g�unstig gew�ahlten Parametern, ist dieWahrsheinlihkeit sehr gross, ein globales Minimum der Funktion f zu erreihen.Im Rahmen dieser Ausarbeitung kann niht n�aher auf die zugrunde liegende Theorie und diepraktishe Anwendung von Simulated-Annealing im Allgemeinen eingegangen werden. Einedetailliertere Darstellung �ndet sih in [Grae98℄.6.2 Triangulieren komplexer L�oher durh Simulated-AnnealingDer im Folgenden pr�asentierte Algorithmus verwendet zwar im Wesentlihen, niht jedohin allen Details das originale Simulated-Annealing-Verfahren. Dies liegt vor allem daran,dass Simulated-Annealing eine ganze Reihe von Forderungen an die Mengen Zj der Nah-barzust�ande stellt, die im konkreten Fall der Ober�ahenrekonstruktion nur mit erheblihemAufwand zu �uberpr�ufen und zu erf�ullen sind. Trotzdem liefert der leiht ver�anderte Simulated-Annealing-Algorithmus ausgesprohen gute Ergebnisse. S�amtlihe im Dreieksnetz vorhande-nen L�oher werden durh ihn geshlossen, wobei die Form des Dreieksnetzes in den meistenF�allen reht gut der Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts entspriht.6.2.1 Zust�ande und Nahbarzust�andeDie Menge Z der Zust�ande wird von allen Dreieksnetzen Tj gebildet f�ur die Folgendes gilt.� Die Ekpunkte aller Dreieke von Tj entstammen der gegebenen Punktewolke, das heisst4(vk;vl;vm) 2 Tj ! (vk 2 P ^ vl 2 P ^ vm 2 P ).



38 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)� Tj ist fehlerfrei, es gibt also weder topologishe Fehler noh sih shneidende Dreieke.Die Menge Zj der Nahbarzust�ande eines Dreieksnetzes Tj bilden diejenigen Dreieksnetze,die entweder durh Einf�ugen eines Dreieks und Entfernen aller dabei st�orenden Dreieke oderdurh Entfernen eines isolierten Dreieks aus Tj erzeugt werden k�onnen. Pr�aziser formuliertenth�alt die Zj die folgenden Elemente.� Alle Dreieksnetze Tk die aus Tj entstehen, indem an einem Kantenpaar (De�nition 5.2)ein neues Dreiek eingef�ugt wird und alle dabei st�orenden Dreieke (Fall 2, Fall 3, Fall 4,Fall 5 und Fall 6, Kapitel 4) entfernt werden. Das neue Dreiek darf niht zu spitz sein(Fall 1, Kapitel 4).� Alle Dreieksnetze Tk die aus Tj entstehen, indem ein isoliertes Dreiek, ein Dreiek mitdrei o�enen Kanten, entfernt wird.6.2.2 BewertungsfunktionenNah Beendigung des Simulated-Annealing soll das dann aktuelle Dreieksnetz die folgen-den beiden Kriterien erf�ullen, die durh zwei vershiedene Bewertungsfunktionen beshriebenwerden. Dies ist ein weiterer Untershied zum originalen Simulated-Annealing-Verfahren, beidem es nur eine einzige Bewertungsfunktion gibt.a) Das Dreieksnetz ist geshlossen, besitzt also keine L�oher mehr.Dieses ist das bei weitem wihtigere der beiden Kriterien. Solange dieses Kriterium nihterf�ullt ist, muss mit dem Simulated-Annealing fortgefahren werden. Ist es jedoh erf�ulltwird sofort abgebrohen.b) Das Dreieksnetz ist nah M�oglihkeit niht in mehrere Teile zerfallen und weist keineunnat�urlih shartige oder zakige Triangulierung auf.Durh dieses Kriterium wird versuht, extreme Formver�anderungen des Dreieksnetzesdurh das Simulated-Annealing auszushliessen.Kriterium a): Dieses Kriterium ist genau dann erf�ullt, wenn das Dreieksnetz keine o�enenKanten mehr besitzt. Je weniger o�ene Kanten existieren, desto weniger beziehungsweisekleinere L�oher sind im Dreieksnetz. Kriterium a) wird durh die Bewertungsfunktionfa(T) = Anzahl der o�enen Kanten im Dreieksnetz T (6.2)beshrieben. Der minimale Funktionswert von fa ist o�ensihtlih null. Es ist von grossem Vor-teil, dass dieser minimale Funktionswert bekannt ist. Der Simulated-Annealing-Algorithmuserkennt aufgrund dieser Information sofort, wenn eine globale Minimalstelle von fa, ein Drei-eksnetz ohne L�oher, erreiht worden ist. Das Simulated-Annealing kann dann augenbliklihabgebrohen werden.



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 39Kriterium b): Um zu verhindern, dass das Dreieksnetz in Bereihen, in denen viele L�oherexistieren, eine unnat�urlih shartige Form erh�alt oder gar in mehrere Teile zerf�allt, wirdversuht, die mittlere Kr�ummung der Ober�ahe so gering wie m�oglih zu halten.Kr�ummung darf bei Dreieksnetzen niht im streng mathematishen Sinn verstanden werden,da die Kr�ummung an Kanten unendlih betr�agt, w�ahrend Dreieks�ahen eine Kr�ummungvon null aufweisen. Eine Methode, die mittlere Kr�ummung eines Dreieksnetzes zu bewerten,ist die Winkel zwishen den Normalen benahbarter Dreieke zu berehnen und zu summieren,wobei die einzelnen Winkel mit den L�angen der gemeinsamen Kanten gewihtet werden. DieFormel zur Berehnung der mittleren Kr�ummung C eines Dreieksnetzes T lautet dannC(T) = Pe2E �e � kekPe2E kek ; (6.3)wobei die E die Menge aller Kanten mit zwei Dreieken, �e der Winkel zwishen den Normalender beiden Dreieke der Kante e und kek die L�ange der Kante e ist (Abbildung 6.1). WeitereInformationen �uber Kr�ummung von Dreieksnetzen �nden sih in [DyHo00℄.
�e

Kante e 2 E mit L�ange kek NormaleNormale
Abbildung 6.1: Berehnung der mittleren Kr�ummung eines DreieksnetzesAls Bewertungsfunktion f�ur Kriterium b) w�urde sih also die Formel f�ur die mittlereKr�ummung des Dreieksnetzes (Gleihung 6.3) anbieten. Vergleihsweise gute Ergebnisse beideutlih geringerem Rehenaufwand werden jedoh erzielt, wenn nur die Kanten betrahtetwerden, an denen sih die Kr�ummung tats�ahlih �andert. Zwar ist eine solhe Funktion nihtmehr in der Lage, ein einzelnes Dreieksnetz zu bewerten, sie kann jedoh dazu verwendetwerden, einen Zustands�ubergang zwishen zwei Netzen zu bewerten. Da beim Simulated-Annealing lediglih Di�erenzen von Bewertungen benahbarter Zust�ande ben�otigt werden,kann Kriterium b) durh die Bewertungsfunktionfb(Tnahher)� fb(Tvorher) = Pe2Enahher �e � kekPe2Enahher kek � Pe2Evorher �e � kekPe2Evorher kek (6.4)



40 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)beshrieben werden. Evorher ist die Menge aller Kanten des Dreieksnetzes Tvorher vor derZustands�anderung mit zwei Dreieken, die eine der folgenden drei Bedingungen erf�ullen.� Die Kante ist nah der Zustands�anderung niht mehr vorhanden.� Die Kante hat nah der Zustands�anderung nur noh ein Dreiek.� Die Kante hat nah der Zustands�anderung noh immer zwei Dreieke, ihre Kr�ummunghat sih jedoh ver�andert.Analog dazu ist Enahher die Menge aller Kanten des Dreieksnetzes Tnahher nah der Zu-stands�anderung mit zwei Dreieken, die eine der folgenden drei Bedingungen erf�ullen.� Die Kante war vor der Zustands�anderung noh niht vorhanden.� Die Kante hatte vor der Zustands�anderung nur ein Dreiek.� Die Kante hatte vor der Zustands�anderung ebenfalls zwei Dreieke, ihre Kr�ummung hatsih jedoh ver�andert.Ist eine der beiden Mengen Evorher oder Enahher leer, tritt in der rehten Seite von Glei-hung 6.4 ein unbestimmter Ausdruk auf. In solhen F�allen wird die Di�erenz fb(Tnahher)�fb(Tvorher) = 0 gesetzt.6.2.3 Ein Simulated-Annealing-ShrittEin Simulated-Annealing-Shritt besteht darin, zuf�allig einen m�oglihen Zustands�ubergangauszuw�ahlen, und diesen abh�angig von einem Zufallsexperiment auszuf�uhren oder abzulehnen.Sei Tj das aktuelle Dreieksnetz. Aus der Menge Zj der Nahbarzust�ande des Dreieknetzes Tjwird zuf�allig ein Dreieksnetz Tk ausgew�ahlt. Dieses Dreieksnetz Tk wird als neuer aktuellerZustand �ubernommen, wenn es von den beiden Bewertungsfunktionen fa und fb akzeptiertwird. fa akzeptiert das Dreieksnetz Tk mit einer Wahrsheinlihkeit vonpa(Tj;Tk) = e� a�(fa(Tk)�fa(Tj))T ; (6.5)fb akzeptiert das Dreieksnetz Tk mit einer Wahrsheinlihkeit vonpb(Tj;Tk) = e� b�(fb(Tk)�fb(Tj))T : (6.6)Wegen pa(Tj;Tk) � 1 beziehungsweise pb(Tj;Tk) � 1 genau dann, wenn fa(Tk)�fa(Tj) � 0 be-ziehungsweise fb(Tk)�fb(Tj) � 0, werden �Uberg�ange zu besseren Zust�anden immer akzeptiert,w�ahrend �Uberg�ange zu shlehteren Zust�anden stets mit einer gewissen Wahrsheinlihkeit



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 41abgelehnt werden. Die beiden Konstanten a und b k�onnen im Bereih der positiven Zahlenfrei gew�ahlt werden. Durh sie kann der Benutzer steuern, mit welher Wahrsheinlihkeit einshlehterer Zustand akzeptiert wird, und welhes Gewiht die beiden Bewertungsfunktionenfa (bewertet die Anzahl der o�enen Kanten) und fb (bewertet die Kr�ummung der Ober�ahe)erhalten. Sinnvolle, durh Experimente ermittelte Werte sind a = 1:0 und b = 3:0.Pseudoode eines Simulated-Annealing-Shrittes: In den Zeilen 2 bis 13 wird zuf�alligein Element Tk aus der Menge der Nahbarzust�ande Zj des Dreieksnetzes Tj ausgew�ahlt. DieAbfrage in Zeile 6 dient dazu, Endlosshleifen bei leerem Zj zu vermeiden. Eigentlih m�usstevor dem Abbruh in den Zeilen 7 und 8 �uberpr�uft werden, ob die Menge Zj tats�ahlih leerist, und falls niht, ein R�uksprung nah 2 erfolgen. Der f�ur einen solhen Test ben�otigteZeitaufwand ist jedoh relativ hoh. Andererseits ist es durhaus vertretbar, hin und wiedereinen Simulated-Annealing-Shritt auszulassen. Die Zeilen 14 bis 18 beziehungsweise 19 bis23 beenden den Simulated-Annealing Shritt, falls der �Ubergang zum Dreieksnetz Tk von derBewertungsfunktion fa beziehungsweise fb abgelehnt wird.6.2.4 Das vollst�andige Simulated-Annealing-VerfahrenDas vollst�andige Simulated-Annealing-Verfahren besteht aus einer festen, vom Benutzer vor-zugebenden Anzahl s von Phasen, wobei jede Phase aus einer festen, ebenfalls vom Benutzervorzugebenden Anzahl t von Shritten besteht.Die vershiedenen Phasen untersheiden sih lediglih durh den Wert der Temperatur T .Werden die Phasen absteigend von s � 1 bis 0 durhnumeriert, lautet die Formel f�ur dieTemperatur T in Phase k T (k) = (T1)k k = s� 1; : : : ; 0 ; (6.7)wobei T1, die Temperatur in Phase 1, ein vom Benutzer vorzugebender Wert gr�osser einsist. Durh die Temperatur T1 kann gesteuert werden, wie stark beziehungsweise shwah dieWahrsheinlihkeit, shlehtere Zust�ande zu akzeptieren, im Lauf der Phasen abnimmt.Das Simulated-Annealing-Verfahren wird abgebrohen, wenn keine o�enen Kanten mehr vor-handen sind oder aber wenn alle Phasen vollst�andig durhlaufen wurden. In letzterem Fallsollte das Simulated-Annealing nat�urlih erneut gestartet werden, eventuell mit einer h�oherenTemperatur T1 oder einer gr�osseren Anzahl s von Phasen oder t von Shritten.In �ausserst seltenen F�allen treten Kon�gurationen auf, von denen aus es niht mehr m�oglihist, �uber einen Pfad von Nahbarzust�anden ein geshlossenes Dreieksnetz zu erreihen. Eshandelt sih dabei meist um kleine L�oher, gebildet von drei oder vier o�enen Kanten, beidenen immer wieder dieselben Dreieke eingef�ugt und entfernt werden. Die Ursahen daf�urk�onnen zum Beispiel numerishe Probleme bei Test 4 (Abshnitt 4.4) oder Test 5 (Ab-shnitt 4.5), oder eine ung�unstige Lage der Punkte bei einem zu grossen, minimalen Zwi-



42 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)1 Tj = Aktuelles Dreieksnetz.2 W�ahle gleihverteilt zuf�allig eine o�ene Kante.3 W�ahle gleihverteilt zuf�allig einen der beiden Endpunkte dieser o�enen Kante.4 W�ahle gleihverteilt zuf�allig eine andere, an diesem Endpunkt h�angende, o�ene Kante.5 IF (Die beiden gew�ahlten Kanten geh�oren zu zwei vershiedenen Dreieken, sie bildenalso ein Kantenpaar):6 IF (Das durh das Kantenpaar vorgegebene Dreiek ist zu spitz (Fall 1)):7 Behalte Tj als aktuelles Dreieksnetz.8 Beende den Simulated-Annealing -Shritt.9 Erzeuge Tk aus Tj durh Einf�ugen eines Dreieks an der durh das Kantenpaarvorgegeben Stelle und Entfernen aller st�orenden Dreieke (Fall 2, Fall 3,Fall 4, Fall 5 und Fall 6).10 ELSE IF (Die beiden gew�ahlten Kanten geh�oren zu einem isolierten Dreiek):11 Erzeuge Tk aus Tj durh L�oshen dieses isolierten Dreieks.12 ELSE IF (Die beiden gew�ahlten Kanten geh�oren zu einem niht-isolierten Dreiek):13 GOTO 2.14 IF (fa(Tk) > fa(Tj)):15 Ermittle gleihverteilt eine Zufallszahl p 2 [0; 1℄.16 IF (p > pa(Tj;Tk) = e� a�(fa(Tk)�fa(Tj))T ):17 Behalte Tj als aktuelles Dreieksnetz.18 Beende den Simulated-Annealing -Shritt.19 IF (fb(Tk) > fb(Tj)):20 Ermittle gleihverteilt eine Zufallszahl p 2 [0; 1℄.21 IF (p > pb(Tj;Tk) = e� a�(fb(Tk)�fb(Tj))T ):22 Behalte Tj als aktuelles Dreieksnetz.23 Beende den Simulated-Annealing -Shritt.24 �Ubernehme Tk als aktuelles Dreieksnetz.25 Beende den Simulated-Annealing -Shritt.Pseudoode eines Simulated-Annealing-Shrittesshenwinkel bei Test 2 (Abshnitt 4.2) sein. Als einfaher, jedoh �ausserst wirkungsvollerTrik hat sih in solhen F�allen das Vergr�ossern von vorhandenen L�ohern erwiesen. Dabeiwerden einfah diejenigen Dreieke entfernt, die im aktuellen Netz mindestens eine o�ene Kan-te besitzen (Abbildung 6.2; die dunklen Dreieke werden entfernt). Da es f�ur gr�ossere L�oher



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 43meist eine ganze Reihe von m�oglihen Triangulierungen gibt, �ndet der zufallsgesteuerte Pro-zess des Simulated-Annealing auf diese Weise irgendwann eine M�oglihkeit das Dreieksnetzzu shliessen.Dreieksnetz vor demVergr�ossern von L�ohern Dreieksnetz nah demVergr�ossern von L�ohern
Loh Loh

Abbildung 6.2: Vergr�ossern von L�ohernGute Ergebnisse wurden mit folgender Strategie erzielt. Als Parameter werden T1 = 1:25,s = 1 und t = 10 � Anzahl der o�enen Kanten gew�ahlt. Werden die komplexen L�oher imersten Durhlauf niht vollst�andig geshlossen, wird die Anzahl der Phasen solange um 1erh�oht, bis keine o�enen Kanten mehr vorhanden sind. Konnte das Dreieksnetz, obwohl dieAnzahl s der Phasen bereits auf 10 erh�oht wurde, noh immer niht geshlossen werden,werden die vorhandenen L�oher, wie weiter oben beshrieben, vergr�ossert und s wird auf 6zur�ukgesetzt. Erreiht s erneut den Wert 10 (dieser Fall ist im Laufe der vielen Tests imRahmen dieser Arbeit niemals aufgetreten), werden die L�oher zweimal vergr�ossert, und swird wieder auf 6 zur�ukgesetzt. Dieses Shema wird solange fortgesetzt, bis das Dreieksnetzkeine L�oher mehr aufweist.
Pseudoode des vollst�andigen Simulated-Annealing-Verfahrens: Die WHILE-Shleife in Zeile 3 startet das Simulated-Annealing-Verfahren solange immer wieder von vorne,bis das Dreieksnetz vollst�andig geshlossen wurde. Die �aussere FOR-Shleife (Zeile 5) bewirktdas Durhlaufen der einzelnen Phasen, die innere FOR-Shleife (Zeile 7) das Ausf�uhren einerentsprehenden Anzahl von Simulated-Annealing-Shritten. Die Zeilen 14 bis 18 sorgen beiProblemf�allen f�ur das Vergr�ossern der vorhandenen L�oher.



44 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)1 a = 1:0, b = 3:0, T1 = 1:25, s = 1.2 h = 0.3 WHILE (Dreieksnetz besitzt o�ene Kanten):4 t = 10 � Anzahl der o�enen Kanten.5 FOR (i = s� 1; s� 2; : : : ; 0):6 T = (T1)i.7 FOR (j = 1; 2; : : : ; t):8 IF (Dreieksnetz besitzt keine o�enen Kanten mehr)9 BREAK.10 F�uhre einen Simulated-Annealing -Shritt aus.11 IF (Dreieksnetz besitzt keine o�enen Kanten mehr)12 BREAK.13 s = s+ 1.14 IF (s == 11):15 s = 6.16 h = h+ 1.17 FOR (i = 1; 2; : : : ; h):18 Vergr�ossere die vorhandenen L�oher.Pseudoode des vollst�andigen Simulated-Annealing-Verfahrens6.3 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten zum Triangulieren komplexer L�oher wird von sehr vielen, teilweise un-vorhersehbaren oder shwer zu bewertenden Faktoren beeinusst. Zu diesen Faktoren z�ahlendie Anzahl der o�enen Kanten und die Form des Dreieksnetzes zu Beginn des Simulated-Annealing, die vom Benutzer gew�ahlten Parameter des Simulated-Annealing, und die zuf�alligg�unstigen oder ung�unstigen Ausg�ange der Zufallsexperimente vor m�oglihen �Ubergangen zushlehteren Zust�anden. Eine Aussage �uber das Laufzeitverhalten dieses Shrittes vom theo-retishen Standpunkt aus ist daher nahezu unm�oglih.In zahlreihen Experimenten hat sih jedoh gezeigt, dass der Zeitverbrauh des Simulated-Annealing bei den meisten Punktewolken den Zeitverbrauh der anderen Shritte desvollst�andigen Rekonstruktionsalgorithmus zumindest niht wesentlih �ubersteigt. Es soll je-doh niht unerw�ahnt bleiben, dass Punktewolken von realen dreidimensionalen Objektenexistieren, bei denen die Lage der Punkte derart ung�unstig ist, dass das Simulated-Annealing



6.3. LAUFZEITVERHALTEN 45ein Vielfahes der Zeit verbrauht, die die anderen Shritte ben�otigen. Experimentelle Ergeb-nisse sind in Kapitel 9 zu �nden.



Kapitel 7Einf�ugen isolierter Punkte(Shritt 5 )
De�nition 7.1 Ein isolierter Punkt ist ein Punkt der gegebenen Punktewolke, der wederEkpunkt eines Dreieks, noh Endpunkt einer Kante ist.Beim Triangulieren komplexer L�oher (Kapitel 6) kommt es hin und wieder vor, dass einSimulated-Annealing-Shritt alle Dreieke eines Punktes und damit auh alle seine Kantenentfernt. Solhe Punkte k�onnen durh das Simulated-Annealing-Verfahren niht mehr in dasDreieksnetz integriert werden. Bei diesem Shritt geht es darum, diese isolierten Punktewieder in das Netz einzuf�ugen.Dieser Shritt setzt ein fehlerfreies und geshlossenes Dreieksnetz voraus. Ein durh Shritt 1,Shritt 2, Shritt 3 und Shritt 4 erzeugtes Dreieksnetz erf�ullt diese Voraussetzungen.7.1 Prinzip des Einf�ugens isolierter PunkteDie isolierten Punkte werden in beliebiger Reihenfolge in das Dreieksnetz eingef�ugt.Sei vj derjenige isolierte Punkt, der als n�ahstes eingef�ugt werden soll.In der N�ahe des isolierten Punktes vj wird durh Entfernen eines oder mehrerer Dreieke einLoh im bestehenden Dreieksnetz erzeugt. Dabei muss darauf geahtet werden, dass kein wei-terer isolierter Punkt entsteht und das Loh nur einen einzigen Rand besitzt (Abbildung 7.1).Nun wird f�ur jede durh dieses Loh entstandene o�ene Kante ein neues Dreiek in das Netzeingef�ugt. Die Ekpunkte dieses Dreieks sind die beiden Endpunkte der o�enen Kante undder isolierte Punkt vj. Das erzeugte Loh wird dadurh wieder geshlossen, und der isoliertePunkt vj in das Dreieksnetz integriert (Abbildung 7.2).Unter den vielen m�oglihen L�ohern, die erzeugt werden k�onnen, um den isolierten Punkt vjeinzuf�ugen, ist dasjenige zu w�ahlen, das die folgenden beiden Kriterien erf�ullt.46



7.1. PRINZIP DES EINF�UGENS ISOLIERTER PUNKTE 47

Rihtig!Die dunklen Dreiekek�onnen entferntwerden. Falsh!Durh Entfernen derdunklen Dreieke w�urdeein isolierter Punktentstehen. Falsh!Durh Entfernen derdunklen Dreieke w�urdeein Loh mit zweiR�andern entstehen.Abbildung 7.1: Erzeugen eines Lohes

Isolierter Punkt Erzeugtes Loh Neue Triangulierungvj vj vj
Abbildung 7.2: Einf�ugen eines isolierten Punktes� Beim Einf�ugen der neuen Dreieke kommt es niht zu Konikten mit dem bestehendenNetz (Fall 1, Fall 2, Fall 4 und Fall 5, Kapitel 4; die Topologie des Dreieksnetzes kanndurh das Einf�ugen eines isolierten Punktes niht verletzt werden, Fall 3 und Fall 6m�ussen daher niht �uberpr�uft werden).� Der isolierte Punkt vj wird m�oglihst glatt in das Dreieksnetz eingef�ugt. Mathematishausgedr�ukt bedeutet das, dass die mittlere Kr�ummung C des Dreieksnetzes (Glei-hung 6.3, Kapitel 6) durh diese Wahl des Lohes minimiert wird.



48 KAPITEL 7. EINF�UGEN ISOLIERTER PUNKTE (SCHRITT 5)Das Loh zu �nden, das diese beiden Kriterien erf�ullt, ist wegen der enorm grossen Anzahlm�ogliher L�oher extrem zeitaufwendig. Um das eben beshriebene Verfahren praktish ver-wenden zu k�onnen, muss es erst derart modi�ziert werden, dass sein Laufzeitverhalten dieLaufzeitverhalten der anderen Shritte des vollst�andigen Rekonstruktionsalgorithmus zumin-dest niht wesentlih �ubersteigt, und es dabei immer noh gute Ergebnisse liefert.7.2 Verbesserung des LaufzeitverhaltensUm den Zeitverbrauh des eben beshriebenen Verfahrens drastish zu reduzieren, werden dieim Folgenden beshriebenen Massnahmen ergri�en.7.2.1 Einshr�ankung der Anzahl der zu betrahtenden L�oherEs werden nur noh L�oher betrahtet, die durh Entfernen von einem oder von zwei Dreiekenentstehen (Abbildung 7.3).Einf�ugen in ein Loh, entstanden durh Entfernen eines Dreieks
Einf�ugen in ein Loh, entstanden durh Entfernen zweier Dreieke

Abbildung 7.3: Einf�ugen in ein oder zwei Dreieke grosse L�oherDie durh diese Einshr�ankung erzielten Ergebnisse sind noh immer relativ gut, da die mei-sten isolierten Punkte bei Verwendung des in Abshnitt 7.1 beshriebenen Verfahrens ohne-hin in kleine L�oher, entstanden durh Entfernen weniger Dreieke, eingef�ugt werden w�urden.Dar�uber hinaus k�onnen beim Gl�atten des Dreieksnetzes (Kapitel 8) die gleihen Kon�gu-rationen entstehen, die durh Einf�ugen eines isolierten Punktes in ein grosses Loh erzeugt



7.2. VERBESSERUNG DES LAUFZEITVERHALTENS 49werden w�urden.Sih nur auf L�oher zu beshr�anken, die durh Entfernen eines Dreieks entstehen, ist nihtausreihend. Es kommt dabei relativ h�au�g zu Problemen mit isolierten Punkten, die genauauf oder in unmittelbarer N�ahe einer Kante liegen. Diese Punkte k�onnen meistens niht in einan diese Kante angrenzendes Loh eingef�ugt werden, da mindestens eines der neuen Dreiekeeinen zu spitzen Winkel hat (Fall 1, Kapitel 4) und deshalb niht in das Dreieksnetz eingef�ugtwerden darf (Abbildung 7.4). Niht an diese Kante angrenzende L�oher sheiden in der Regelebenfalls aus, da es wegen der N�ahe des isolierten Punktes zur Ober�ahe des Dreieksnetzesfast immer zu zu kleinen Zwishenwinkeln (Fall 2 ) oder zu Shnitten zwishen bestehendenund neuen Dreieken (Fall 4 und Fall 5 ) kommt.

Einf�ugen in ein Loh, entstandendurh Entfernen eines Dreieks,f�uhrt zu einem Dreiek mit zwei sehrspitzen Winkeln.Ein isolierter Punkt in der N�aheeiner Kante.
Abbildung 7.4: Probleme bei einem isolierten Punkt in der N�ahe einer KanteEs ist m�oglih, Dreieksnetze zu konstruieren, bei denen das Einf�ugen von isolierten Punktenin L�oher, entstanden durh Entfernen von einem oder von zwei Dreieken, stets zu Koniktenmit dem bestehenden Netz f�uhrt. Solhe Konstrukte sind extrem theoretisher Natur undwerden in der Praxis wohl so gut wie nie auftreten. Im Lauf der vielen Tests im Rahmen dieserStudienarbeit wurde ein solher Fall zumindest nie beobahtet. Dennoh soll niht unerw�ahntbleiben, dass in einem derartigen Ausnahmefall das Einf�ugen eines isolierten Punktes odermehrerer mit dem hier beshriebenen Verfahren niht m�oglih ist.7.2.2 Verwendung eines einfaheren Kr�ummungsmassesAnstatt die mittlere Kr�ummung C des gesamten Dreieksnetzes zu betrahten, wird ein sehrviel einfaher zu berehnendes Mass ~C herangezogen, die Summe der Winkel zwishen den



50 KAPITEL 7. EINF�UGEN ISOLIERTER PUNKTE (SCHRITT 5)Normalen benahbarter Dreieke im neuen Dreieksf�aher. ~C bewertet wie spitz beziehungs-weise glatt der um den isolierten Punkt entstandene Dreieksf�aher ist. Die Formel zur Be-rehnung von ~C lautet ~C(Dreieksf�aher) = Xe2EDreieksf�aher �e : (7.1)Dabei ist EDreieksf�aher die Menge der inneren Kanten des neuen Dreieksf�ahers und �e derWinkel zwishen den Normalen der beiden Dreieke der Kante e.Von allen L�ohern, die durh Entfernen von einem oder von zwei Dreieken erzeugt wer-den k�onnen, und in die der isolierte Punkt koniktfrei eingef�ugt werden kann, wird dasjenigegew�ahlt, bei dem ~C minimal wird. Da es sehr viel shneller geht, ~C f�ur einen Dreieksf�aher zuberehnen als zu �uberpr�ufen, ob es beim Einf�ugen der Dreieke dieses F�ahers zu Koniktenmit dem bestehenden Netz kommt, wird zuerst f�ur alle zu betrahtenden L�oher ~C ermittelt.Anshliessend werden die L�oher in eine Liste eingeordnet und gem�ass ihren ~C-Werten auf-steigend sortiert. Das erste Loh in der Liste, bei dem es beim Einf�ugen der neuen Dreiekeniht zu Konikten kommt, ist das, in das der isolierte Punkt eingef�ugt wird.In zahlreihen Experimenten hat sih gezeigt, dass sih die Qualit�at der Ergebnisse bei Ver-wendung von ~C anstatt von C kaum ver�andert.Pseudoode f�ur das Einf�ugen isolierter Punkte: Die Shleife in Zeile 1 f�ugt die iso-lierten Punkte naheinander in das Dreieksnetz ein. In den Zeilen 2 bis 8 wird eine Liste allerm�oglihen ein und zwei Dreieke grossen L�oher erzeugt und nah den jeweiligen ~C-Wertenaufsteigend sortiert. In den Zeilen 9 bis 12 wird dasjenige Loh ausgew�ahlt, bei dem keineKonikte beim Einf�ugen der neuen Dreieke auftreten, und in das der isolierte Punkt am"glattesten\ eingef�ugt werden kann. Treten bei allen L�ohern Konikte auf, wird eine War-nung ausgegeben, und mit dem n�ahsten isolierten Punkt fortgefahren (Zeilen 13 und 14).In den Zeilen 15 bis 20 wird das ausgew�ahlte Loh erzeugt, und der isolierte Punkt in dieseseingef�ugt.7.3 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten h�angt linear von der Anzahl m der isolierten Punkte ab.Ein geshlossenes Dreieksnetz mit n Punkten besitzt etwa 2n Dreieke und 3n Kanten (Eu-lersher Polyedersatz). Die Anzahl der m�oglihen L�oher, bestehend aus einem Dreiek, ent-spriht der Anzahl der Dreieke des Netzes, betr�agt also ungef�ahr 2n. Die Anzahl der m�ogli-hen L�oher, bestehend aus zwei Dreieken, entspriht der Anzahl der Kanten des Netzes,betr�agt also ungef�ahr 3n. F�ur jeden isolierten Punkt wird daher eine Liste von L�ohern derGr�ossenordnung n aufgebaut.



7.3. LAUFZEITVERHALTEN 511 FOR (Alle isolierten Punkte viso):2 liste = Leere Liste von L�ohern.3 FOR (Alle Dreieke 4(vj;vk;vl)):4 F�uge das Loh, das durh Entfernen von 4(vj;vk;vl) entstehen w�urde, in listeein.5 FOR (Alle Dreiekspaare (4(vj;vk;vl);4(vj;vk;vm))):6 F�uge das Loh, das durh Entfernen der Dreieke 4(vj;vk;vl) und4(vj;vk;vm) entstehen w�urde, in liste ein.7 Berehne ~C f�ur alle L�oher in liste.8 Sortiere liste aufsteigend nah ~C.9 n = Anzahl der Elemente von liste:10 FOR (loh = liste[1℄; liste[2℄; : : : ; liste[n℄):11 IF (Einf�ugen von viso in loh f�uhrt niht zu Konikten (Fall 1, Fall 2, Fall 4und Fall 5)):12 GOTO 15.13 PRINT (\Warnung! viso konnte niht eingef�ugt werden!\).14 CONTINUE.15 IF (loh besteht aus einem Dreiek 4(vj;vk;vl)):16 Entferne das Dreiek 4(vj;vk;vl) aus dem Netz.17 F�uge die Dreieke 4(viso;vj;vk), 4(viso;vk;vl) und 4(viso;vl;vj) in dasNetz ein.18 ELSE IF (loh besteht aus den Dreieken 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm)):19 Entferne die Dreieke 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm) aus dem Netz.20 F�uge die Dreieke 4(viso;vj;vl), 4(viso;vl;vk), 4(viso;vk;vm) und4(viso;vm;vj) in das Netz ein.Pseudoode f�ur das Einf�ugen isolierter PunkteSortieren einer Liste der Gr�ossenordnung n weist ein Laufzeitverhalten vonTSortieren(n) = O(n � logn) (7.2)auf.Der Zeitverbrauh beim �Uberpr�ufen, ob bei einem bestimmten Loh das Einf�ugen der neuen



52 KAPITEL 7. EINF�UGEN ISOLIERTER PUNKTE (SCHRITT 5)Dreieke zu Konikten mit dem bestehenden Netz f�uhrt, wird von Test 5 dominiert. DasLaufzeitverhalten f�ur diese Tests betr�agt demnahTTest 1, Test 2, Test 4, Test 5(n) = O(n) (7.3)(Unterkapitel 4.8).Es hat sih gezeigt, dass in den allermeisten F�allen in eines der L�oher am Anfang der Listekoniktfrei eingef�ugt werden kann. Das liefert ein experimentell ermitteltes mittleres Lauf-zeitverhalten von TEinf�ugen isolierter Punkte(n;m) = O(n � log n �m) : (7.4)Im shlehtesten Fall muss beim Testen auf Konikte immer die ganze Liste durhlaufenwerden. Dies liefert eine, wohl in den meisten F�allen weit vom tats�ahlihen Laufzeitverhaltenentfernte Worst-Case-Absh�atzung vonTEinf�ugen isolierter Punkte, Worst Case(n;m) = O(n2 �m) : (7.5)



Kapitel 8Gl�atten des erzeugtenDreieksnetzes (Shritt 6 )
Bei diesem Shritt geht es darum, das erzeugte Dreieksnetz zu gl�atten. Einerseits werdenunn�otige Zaken und Sharten aus dem Netz entfernt, andererseits werden Kanten deutliherherausgearbeitet. Das Dreieksnetz soll dadurh ein gef�alligeres Aussehen erhalten. Die Anzahlund die Lage der Punkte der gegebenen Punktewolke bleiben dabei unver�andert.Dieser Shritt setzt ein fehlerfreies und geshlossenes Dreieksnetz voraus. Ein durh Shritt 1,Shritt 2, Shritt 3, Shritt 4 und Shritt 5 erzeugtes Dreieksnetz erf�ullt diese Vorausset-zungen.8.1 Das Verfahren von Dyn, Hormann, Kim und LevinDas in diesem Abshnitt pr�asentierte Verfahren entstammt [DyHo00℄.Durh eine Reihe von Kanten-Vertaushoperationen, sogenannten Edge-Swaps, wird versuht,die Gesamtkr�ummung des gegebenen Dreieksnetzes zu minimieren. Dies f�uhrt in den meistenF�allen zu deutlih glatteren Dreieksnetzen.8.1.1 Kr�ummung bei DreieksnetzenWie bereits in Unterabshnitt 6.2.2 erl�autert, darf Kr�ummung bei Dreieksnetzen niht imstreng mathematishen Sinn verstanden werden, da die Kr�ummung an Kanten unendlihbetr�agt, w�ahrend Dreieks�ahen eine Kr�ummung von null aufweisen. Eine Methode, die Ge-samtkr�ummung C eines Dreieksnetzes zu berehnen, ist die Winkel zwishen den Normalenbenahbarter Dreieke zu bestimmen, mit den L�angen der gemeinsamen Kanten zu gewihtenund zu summieren. Die Formel zur Berehnung der Gesamtkr�ummung C eines DreieksnetzesT ist der Formel zur Berehnung der mittleren Kr�ummung sehr �ahnlih (Gleihung 6.3). Sielautet 53



54 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)C(T) = Xe2E �e � kek ; (8.1)wobei die E die Menge aller Kanten, �e der Winkel zwishen den Normalen der beiden Drei-eke der Kante e und kek die L�ange der Kante e ist (Abbildung 8.1). Weitere Informationenzu Kr�ummung bei Dreieksnetzen sind in [DyHo00℄ zu �nden.
�e

Kante e 2 E mit L�ange kek NormaleNormale
Abbildung 8.1: Berehnung der Gesamtkr�ummung eines Dreieksnetzes8.1.2 Edge-SwapsEin Edge-Swap ist eine Kanten-Vertaushoperation. Die gemeinsame Kante e(vj;vk) zwei-er aneinandergrenzender Dreieke 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm) wird entfernt und durhdie neue Kante e(vl;vm) ersetzt. Dadurh �andert sih nat�urlih die bestehende Triangulie-rung. Die Dreieke 4(vj;vl;vm) und 4(vk;vl;vm) ersetzen die Dreieke 4(vj;vk;vl) und4(vj;vk;vm) (Abbildung 8.2).Um topologishe Fehler zu vermeiden darf ein Edge-Swap niht mit einer der inneren Kanteneines aus drei Dreieken bestehenden F�ahers ausgef�uhrt werden. Dies h�atte n�amlih zurFolge, dass danah sowohl ein Dreiek als auh eine Kante doppelt im Netz vorhanden ist(Abbildung 8.3).Edge-Swaps k�onnen ausserdem zu unerw�unsht spitzen oder sih shneidenden Dreiekenf�uhren. Ein Edge-Swap darf nur ausgef�uhrt werden, wenn durh ihn keine Fall-1-Dreieke,Fall-2-Dreieke, Fall-4-Dreieke und Fall-5-Dreieke entstehen.8.1.3 Minimieren der Kr�ummungDer Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin versuht durh eine Reihe von Edge-Swaps die Gesamtkr�ummung C des gegebenen Dreieksnetzes T zu minimieren.



8.1. DAS VERFAHREN VON DYN, HORMANN, KIM UND LEVIN 55
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Abbildung 8.2: Ein Edge-Swap

Kante und das dunkle Dreiekdoppelt vorhanden.... sind die fett gezeihneteEdge-Swap statt, ...gezeihneten Kante einFindet an der fett
Abbildung 8.3: Ein niht erlaubter Edge-SwapZuerst werden f�ur alle m�oglihen Edge-Swaps s die jeweiligen �Anderungen der Gesamt-kr�ummung �C(s) = C(Tnahher) � C(Tvorher) berehnet. Die Edge-Swaps werden dann ineine Liste eingeordnet und nah ihren �C-Werten aufsteigend sortiert. Der erste Edge-Swapin der Liste ist also derjenige, der die Gesamtkr�ummung C des Dreieksnetzes am st�arkstenreduziert.Es wird nun solange der jeweils erste Edge-Swap in der Liste ausgef�uhrt, bis keine Edge-Swaps mehr existieren, die die Gesamtkr�ummung C des Dreieksnetzes verkleinern. Da dieListe stets sortiert gehalten wird, ist dies genau dann der Fall, wenn der �C-Wert des erstenListenelements gr�osser oder gleih null ist. Nah jedem durhgef�uhrten Edge-Swap muss dieListe der Edge-Swaps aktualisiert werden. Dies beinhaltet Hinzuf�ugen neuer und Entfernenniht mehr m�ogliher Edge-Swaps, Aktualisieren vershiedener �C-Werte und Wiederherstel-



56 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)len der Sortierung. Beim Aktualisieren der �C-Werte reiht es aus, lediglih die Kanten derbeiden neuen und der daran angrenzenden Dreieke zu betrahten. Nur bei den diesen Kan-ten zugeordneten Edge-Swaps k�onnen sih die Kr�ummungsdi�erenzen �C ver�andert haben(Abbildung 8.4).

Nah dem Edge-Swap der fett gezeihneten Kante k�onnen sih nur dieKr�ummungsdi�erenzen �C der Edge-Swaps ver�andert haben, dieden niht-gestrihelten Kanten zugeordnet sind.Abbildung 8.4: Ver�anderung von Kr�ummungsdi�erenzen �C nah einem Edge-SwapDurh diesen Algorithmus wird mit Siherheit eine lokale Minimalstelle, niht notwendiger-weise jedoh eine globale Minimalstelle der Gesamtkr�ummung C des Dreieksnetzes T er-reiht. Dennoh sind die Ergebnisse dieses Gl�attungsverfahrens ausgesprohen gut. Die mei-sten unn�otigen Spitzen und Sharten werden dadurh aus dem Netz entfernt.Pseudoode des Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin : In den Zeilen 1bis 5 wird eine Liste aller m�oglihen Edge-Swaps aufgebaut und aufsteigend nah den jeweili-gen �C-Werten sortiert. Die WHILE-Shleife in den Zeilen 6 bis 11 f�uhrt solange den jeweilsbesten Edge-Swap aus, bis keine Edge-Swaps mehr existieren, die die Gesamtkr�ummung Cdes Dreieksnetzes T reduzieren.8.2 Verbesserung des LaufzeitverhaltensDie Tatsahe, dass die Liste der Edge-Swaps beim Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim undLevin nah jedem Edge-Swap erneut sortiert werden muss, wirkt sih �ausserst negativ aufdas Laufzeitverhalten aus. Um das Verfahren deutlih zu beshleunigen wurde es im Rahmendieser Studienarbeit derart ver�andert, dass niht jeweils der beste Edge-Swap ausgef�uhrt wird



8.2. VERBESSERUNG DES LAUFZEITVERHALTENS 571 liste = Leere Liste von Edge-Swaps.2 FOR (Alle m�oglihen Edge-Swaps s):3 F�uge s in liste ein.4 Berehne �C(s) = C(Tnahher)� C(Tvorher) f�ur alle Edge-Swaps s in liste.5 Sortiere liste aufsteigend nah den �C-Werten der Edge-Swaps.6 WHILE (�C(liste[1℄) < 0):7 F�uhre den Edge-Swap liste[1℄ aus.8 Entferne niht mehr m�oglihe Edge-Swaps aus liste.9 F�uge neue m�oglihe Edge-Swaps in liste ein.10 Aktualisiere die �C-Werte vershiedener Edge-Swaps. Dabei reiht es aus, nur dieKanten der beiden neuen und der daran angrenzenden Dreieke zubetrahten.11 Stelle die Sortierung von liste wieder her.Pseudoode des Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin
sondern ein beliebiger, der die Gesamtkr�ummung C des Dreieksnetzes T reduziert.Bei diesem modi�zierten Algorithmus werden die Kanten des Dreieksnetzes in beliebigerReihenfolge einmal durhlaufen. Dabei wird f�ur jede Kante die rekursive Funktion SWAPaufgerufen.Die Funktion SWAP �uberpr�uft, ob ein Edge-Swap dieser Kante m�oglih ist, und ob dieser dieGesamtkr�ummung C(T) reduziert. Ist das der Fall, wird dieser Edge-Swap ausgef�uhrt. Umsiherzustellen, dass ein lokales Minimum der Gesamtkr�ummung C(T) erreiht wird, mussdie Funktion SWAP nun rekursiv f�ur diejenigen Kanten aufgerufen werden, bei denen sihdie Kr�ummungsdi�erenz der ihnen zugeordneten Edge-Swaps ver�andert haben kann. DieseKanten sind, wie in Unterabshnitt 8.1.3 beshrieben, die Kanten der beiden neuen und derdaran angrenzenden Dreieke (Abbildung 8.4).Die durh diesen modi�zierten Algorithmus erzielten Ergebnisse sind noh immer relativ gut.Die Zeitersparnis im Vergleih zum urspr�unglihen Verfahren ist betr�ahtlih.Was sih noh immer �ausserst ung�unstig auf das Laufzeitverhalten auswirkt, sind die vorjedem Edge-Swap notwendigen Tests auf shlehte Dreieke. Test 1, Test 2 und Test 4 sinddabei unproblematish, da diese in konstanter Zeit durhgef�uhrt werden k�onnen. Test 5 hatjedoh ein Laufzeitverhalten vonTTest 5, ein Dreiek(n) = O(n) (8.2)



58 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)(Abshnitt 4.5).Eine niht unbedingt elegante aber zumindest relativ eÆziente L�osung ist die Folgende. StattTest 5 beim Gl�atten des Dreieksnetzes immer wieder durhzuf�uhren, werden alle shleh-ten Fall-5-Dreieke (das sind erfahrungsgem�ass wenig bis gar keine) nah Beendigung desGl�attungsalgorithmus aus dem Netz entfernt. Daf�ur wird sehr viel weniger Zeit ben�otigt, alsdie vielen einzelnen Tests im Laufe des Algorithmus verbrauhen w�urden. Wurden Dreiekeentfernt, m�ussen wegen der dadurh entstandenen L�oher Shritt 3 (Triangulieren einfaherL�oher), Shritt 4 (Triangulieren komplexer L�oher) und Shritt 5 (Einf�ugen isolierter Punk-te) erneut ausgef�uhrt werden. Aufgrund der in aller Regel geringen Anzahl von entstandenenL�ohern wird das Dreieksnetz durh diese Shritte kaum mehr ver�andert. Die vorher erzeugte"Gl�atte\ des Netzes bleibt also weitestgehend erhalten.Pseudoode der rekursiven Funktion SWAP : Die Funktion SWAP wird mit einemParameter, einer Kante, aufgerufen. Zuerst wird sihergestellt, dass der dieser Kante zuge-ordnete Edge-Swap die Gesamtkr�ummung C des Dreieksnetzes reduziert (Zeilen 3 bis 5),und dass durh ihn keine topologishen Fehler (Zeilen 6 und 7) und keine zu spitzen oder sihshneidenden Dreieke (Zeilen 8 und 9; Fall 5 wird dabei vernahl�assigt) erzeugt werden. InZeile 10 wird der Edge-Swap dann ausgef�uhrt. Zuletzt wird f�ur alle Kanten, an denen sihdie Kr�ummungsdi�erenzen der ihnen zugeordneten Edge-Swaps ver�andert haben k�onnen, dieFunktion SWAP rekursiv aufgerufen (Zeilen 11 bis 13).Pseudoode des modi�zierten Gl�attungsalgorithmus: In den Zeilen 1 und 2 wirddie rekursive Funktion SWAP f�ur jede Kante einmal aufgerufen. Be�nden sih danah Fall-5-Dreieke im Netz, werden diese entfernt, und Shritt 3 (Triangulieren einfaher L�oher),Shritt 4 (Triangulieren komplexer L�oher) und Shritt 5 (Einf�ugen isolierter Punkte) werdenerneut ausgef�uhrt (Zeilen 3 bis 7).8.3 LaufzeitverhaltenEine pr�azise Aussage �uber das Laufzeitverhalten des modi�zierten Gl�attungsalgorithmus istwegen der unvorhersehbaren Rekursionstiefe und Rekursionsbreite der Funktion SWAP nihtm�oglih.Experimente haben gezeigt, dass bei den ersten Aufrufen von SWAP in der Hauptshleife(Zeile 1 im Pseudoode des modi�zierten Gl�attungsalgorithmus) die Rekursionstiefen unddie Rekursionsbreiten sehr hoh sind, bei sp�ateren Aufrufen die Rekursionen jedoh meistensrelativ bald abbrehen. Das ist dadurh zu erkl�aren, dass die Edge-Swap-Operationen beieinem ungegl�atteten Dreieksnetz (viele Edge-Swaps sind m�oglih) wegen der kaskadenartigenRekursion �uber grosse Bereihe des Netzes "hinweglaufen\ k�onnen. Bei sp�ateren Aufrufen vonSWAP ist das Dreieksnetz bereits weitestgehend gegl�attet (nur noh wenige Edge-Swaps sindm�oglih). Die Edge-Swap-Operationen k�onnen sih dann niht mehr "ausbreiten\, da sie von



8.3. LAUFZEITVERHALTEN 591 FUNCTION SWAP (Kante e):2 s = Der e zugeordnete Edge-Swap.3 �C(s) = C(Tnahher)� C(Tvorher).4 IF (�C(s) � 0):5 RETURN.6 IF (e ist innere Kante eines aus drei Dreieken bestehenden F�ahers):7 RETURN.8 IF (s erzeugt Fall-1-Dreieke, Fall-2-Dreieke oder Fall-4-Dreieke):9 RETURN.10 F�uhre s aus.11 E = Menge der Kanten der beiden neuen und der daran angrenzenden Dreiekeabz�uglih der gerade "geswappten\ Kante.12 FOR (Alle ~e 2 E):13 SWAP(~e).Pseudoode der rekursiven Funktion SWAP1 FOR (Alle Kanten e):2 SWAP(e).3 IF (Fall-5-Dreieke sind im Dreieksnetz vorhanden):4 Entferne diese Fall-5-Dreieke.5 F�uhre Shritt 3 (Triangulieren einfaher L�oher) aus.6 F�uhre Shritt 4 (Triangulieren komplexer L�oher) aus.7 F�uhre Shritt 5 (Einf�ugen isolierte Punkte) aus.Pseudoode des modi�zierten Gl�attungsalgorithmusKanten umgeben sind, die niht mehr "geswappt\ werden d�urfen.W�ahrend der vielen Testl�aufe im Rahmen dieser Arbeit hat sih gezeigt, dass die Edge-Swap-Operationen deutlih weniger Zeit verbrauhen, als der darauf folgende Test 5. Wegen dermeistens relativ geringen Anzahl von Test-5-Dreieken, die dabei entfernt werden, beeinussendie danah statt�ndenden Shritte, Triangulieren einfaher L�oher (Shritt 3 ), Triangulierenkomplexer L�oher (Shritt 4 ) und Einf�ugen isolierter Punkte (Shritt 5 ), den Zeitverbrauhebenfalls nur unwesentlih. Es kann also davon ausgegangen werden, dass f�ur die meisten



60 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)Dreieksnetze das Laufzeitverhalten dieses Shrittes dem Laufzeitverhalten von Test 5 f�urdas gesamte Dreieksnetz entspriht. Dies f�uhrt zu einem experimentell ermittelten mittlerenLaufzeitverhalten vonO(n � logn) � TGl�atten des erzeugten Dreieksnetzes(n) � O(n2) : (8.3)



Kapitel 9Ergebnisse
Der in dieser Studienarbeit entwikelte Rekonstruktionsalgorithmus wurde anhand zahlreiherPunktewolken vershiedener Gr�osse getestet. Die Formen der zu diesen Test-Punktewolkengeh�origen Objekte deken ein breites Spektrum ab. In diesem Kapitel wird einerseits eineReihe von Messergebnissen pr�asentiert, entstanden im Rahmen einer Vielzahl von Testl�aufen,andererseits wird die Qualit�at der zu vershiedenen Test-Punktewolken erzeugten Dreieks-netze genauer betrahtet.Abbildung 9.1 zeigt aus vershiedenen Test-Punktewolken rekonstruierte Dreieksnetze. DemLeser soll dadurh eine Vorstellung von den Formen der zu diesen Punktewolken geh�origenObjekte gegeben werden. Die Gr�ossen der entsprehenden Test-Punktewolken sind in Abbil-dung 9.1 in runden Klammern angegeben.Da der Rekonstruktionsalgorithmus niht-deterministish arbeitet, wurden zu jeder der Test-Punktewolken zehn Dreieksnetze generiert. Dadurh konnten generelle Tendenzen und Pro-bleme leihter erkannt, und allgemein g�ultigere Aussagen �uber die Qualit�at der erzeugtenNetze getro�en werden. Beim Erzeugen der Dreieksnetze wurden die in den vorausgehendenKapiteln vorgeshlagenen Parameter verwendet.9.1 MessergebnisseBei jedem der jeweils zehn Rekonstruktionsl�aufe wurden die folgenden Gr�ossen ermittelt.� Die von den sehs Shritten des Rekonstruktionsalgorithmus ben�otigten Zeiten, tShritt 1,tShritt 2, tShritt 3, tShritt 4, tShritt 5 und tShritt 6 (AMD Duron 600 Mhz, 128 MB Haupt-speiher).� Die Anzahl der o�enen Kanten nah Shritt 2 (deterministishe Gr�osse, dass heisst beigleiher Punktewolke bei jeden Rekonstruktionslauf gleih).� Die Anzahl der o�enen Kanten nah Shritt 3 (deterministishe Gr�osse, dass heisst bei61



62 KAPITEL 9. ERGEBNISSE
Beethoven (10242) Bunny (66562) Bust (30696) Cat (366)

Cow (2903) Horse (48485) Isis (13020) Spok (16386)
Cone (10000) Cube (10000) Cylinder (10000) Sphere (10000)

Tetrahedron (10000) Torus (10000)Abbildung 9.1: Aus vershiedenen Test-Punktewolken rekonstruierte Dreieksnetzegleiher Punktewolke bei jeden Rekonstruktionslauf gleih).� Die Anzahl der isolierten Punkte nah Shritt 4.Zu allen Messreihen fx1; x2; : : : ; x10g von niht-konstanten Gr�ossen wurde der Mittelwert



9.2. BEWERTUNG DER ERGEBNISSE 63x = 110 10Xi=1 xi (9.1)und die Standardabweihung �x = vuut19 10Xi=1 (xi � x)2 (9.2)berehnet1. Diese Messergebnisse k�onnen Tabelle 9.1 und Tabelle 9.2 entnommen werden. Siesind bei konstanten Gr�ossen in der Form Wert, bei niht-konstanten Gr�ossen in der FormMittelwert� Standardabweihung angegeben.9.2 Bewertung der ErgebnisseEs f�allt auf, dass bei kleinen Punktewolken in der Regel verh�altnism�assig mehr Zeit zumShliessen der L�oher ben�otigt wird (Shritt 3 und Shritt 4 ), als bei grossen Punktewolken.Dies liegt daran, dass die in Shritt 1 erzeugte initiale Triangulierung an d�unn abgetaste-ten kritishen Stellen (starke Kr�ummung, kleiner Durhmesser; Abshnitt 1.4) von deutlihshlehterer Qualit�at ist (verh�altnism�assig mehr shlehte Dreieke und L�oher), als an dihtabgetasteten kritishen Stellen. Ein gutes Beispiel hierf�ur stellt das Modell Bunny dar. Bei487 Punkten wurde 80% der Zeit zum Shliessen der L�oher ben�otigt, bei 7958 Punkten 31%und bei 66562 Punkten nur noh 4%.Dass die initiale Triangulierung an sharfen Kanten viele Fehler aufweist, in Bereihen shwa-her Kr�ummung jedoh fast fehlerfrei ist, zeigt auh der direkte Vergleih der beiden ModelleSphere (keine Kanten) und Tetrahedron (sehr sharfe Kanten). Bei jeweils 10000 Punktenbetrug die Zeit zum Shliessen der vorhandenen L�oher bei der Kugel nur 46 Sekunden, beimTetraeder jedoh 419 Sekunden.Da das in Shritt 4 verwendete Simulated-Annealing ein zufallsgesteuertes Verfahren ist,liefern mehrere Rekonstruktionsl�aufe in der Regel vershiedene Dreieksnetze (Abbildung 9.2).Erfahrungsgem�ass untersheiden sih diese Ergebnisse um so st�arker, je d�unner in kritishenBereihen abgetastet wurde. Entspriht die Form des erzeugten Dreieksnetzes niht gut genugder Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts, sollte der Algorithmus erneut gestartetwerden.Es hat sih gezeigt, dass der entwikelte Rekonstruktionsalgorithmus zu fast jeder Punktewol-ke, die keine aussergew�ohnlih niedrige Punktdihte aufweist, in der Regel bereits im erstenDurhlauf ein Dreieksnetz erzeugt, das die Form des zu dieser Punktewolke geh�origen Objekts1Unter der Annahme, dass die xi normalverteilt sind, liegen etwa 68% der xi im Intervall x��x. N�ahereInformationen dazu sind in [Stoe98℄ zu �nden.



64 KAPITEL 9. ERGEBNISSE
Modell (# Punkte) tShritt 1 tShritt 2 # o�ene tShritt 3 # o�enein se in se Kanten nah in se Kanten nahShritt 2 Shritt 3Beethoven (2515) 2� 0 2� 0 1009 5� 0 196Beethoven (10242) 12� 0 19� 1 917 17� 0 99Bunny (487) 0� 0 0� 0 331 0� 1 81Bunny (7958) 10� 0 14� 0 782 11� 0 26Bunny (66562) 233 � 16 376 � 19 136 26� 8 9Bust (8348) 8� 1 10� 0 1535 27� 1 10Bust (30696) 54� 0 72� 0 760 28� 1 0Cat (366) 0� 0 0� 0 88 0� 0 10Cow (2903) 2� 0 2� 0 892 4� 1 255Horse (9264) 9� 0 13� 0 1405 28� 0 76Horse (48485) 103 � 1 165 � 1 728 82� 1 47Isis (13020) 16� 0 21� 0 1862 39� 0 49Spok (1779) 1� 1 2� 0 724 3� 0 139Spok (16386) 26� 0 55� 1 408 8� 0 24Cone (1000) 1� 1 1� 0 311 1� 0 33Cone (10000) 14� 0 23� 0 2030 47� 0 165Cube (1000) 0� 1 1� 0 318 1� 0 7Cube (10000) 17� 0 93� 1 1908 45� 0 22Cylinder (1000) 0� 1 1� 0 220 0� 0 5Cylinder (10000) 17� 0 24� 0 1778 38� 1 31Sphere (1000) 1� 0 1� 0 131 0� 0 0Sphere (10000) 16� 0 19� 0 1314 28� 1 13Tetrahedron (1000) 1� 1 1� 0 427 1� 0 78Tetrahedron (10000) 13� 0 22� 0 2478 55� 1 231Torus (1000) 0� 1 1� 0 159 0� 1 0Torus (10000) 14� 0 17� 0 1499 31� 0 26Tabelle 9.1: Messergebnisse (1. Teil)



9.2. BEWERTUNG DER ERGEBNISSE 65
Modell (# Punkte) tShritt 4 # isolierte tShritt 5 tShritt 6 tGesamtin se Punkte nah in se in se in seShritt 4Beethoven (2515) 47� 13 13 � 5 3� 1 5� 1 64� 13Beethoven (10242) 136� 22 9� 2 11 � 2 28� 1 222 � 23Bunny (487) 8� 2 4� 2 0� 0 1� 0 10� 2Bunny (7958) 9� 4 0� 0 0� 0 20� 1 64� 4Bunny (66562) 19� 16 0� 0 0� 0 459� 26 1113 � 47Bust (8348) 30� 9 0� 0 0� 0 16� 0 92� 9Bust (30696) 0� 0 0� 0 0� 0 94� 1 249 � 1Cat (366) 1� 1 0� 0 0� 0 0� 1 1� 1Cow (2903) 94� 18 31 � 6 10 � 2 5� 1 117 � 19Horse (9264) 88� 22 7� 3 8� 3 20� 1 166 � 23Horse (48485) 316 � 219 8� 1 51 � 7 204 � 2 922� 217Isis (13020) 81� 49 22� 36 30� 48 34� 3 220 � 95Spok (1779) 29� 8 10 � 2 2� 0 3� 0 40� 8Spok (16386) 3� 5 7� 3 12 � 6 74� 1 178 � 9Cone (1000) 3� 1 3� 2 0� 1 2� 0 8� 2Cone (10000) 257� 55 12 � 3 13 � 3 36� 1 390 � 54Cube (1000) 2� 1 0� 0 0� 0 2� 0 6� 1Cube (10000) 34� 12 1� 0 1� 1 102 � 1 292 � 11Cylinder (1000) 0� 0 0� 0 0� 0 3� 0 5� 1Cylinder (10000) 13� 19 0� 0 0� 0 32� 0 124 � 18Sphere (1000) 0� 0 0� 0 0� 0 1� 0 3� 0Sphere (10000) 18� 5 1� 0 1� 0 20� 0 102 � 4Tetrahedron (1000) 38� 15 6� 2 1� 0 2� 1 43� 15Tetrahedron (10000) 364� 43 14 � 3 16 � 4 28� 0 498 � 43Torus (1000) 0� 0 0� 0 0� 0 2� 0 3� 1Torus (10000) 16� 26 0� 0 0� 0 30� 0 109 � 26Tabelle 9.2: Messergebnisse (2. Teil)



66 KAPITEL 9. ERGEBNISSE

Abbildung 9.2: Zwei vershiedene Rekonstruktionen des Modells Bunny (487 Punkte)gut approximiert. Dar�uber hinaus werden bei geshikter Wahl der vorzugebenden Parameterauh durh sehr d�unne Abtastung entstandene Punktewolken meist nah wenigen Durhl�aufenzufriedenstellend trianguliert. Dies ist ein grosser Vorteil gegen�uber vielen bisherigen Rekon-struktionsalgorithmen, da diese deterministish arbeiten, und daher Punktewolken immer aufdieselbe, bei d�unner Abtastung meist falshe Weise triangulieren.



Kapitel 10Weitere Forshungsm�oglihkeitenDer in dieser Studienarbeit entwikelte Algorithmus liefert ausgesprohen gute Ergebnisse. Esgibt jedoh noh immer eine Reihe von Verbesserungsm�oglihkeiten und bestehenden Proble-men, die aufgrund der auf drei Monate begrenzten Bearbeitungszeit niht n�aher betrahtetwerden konnten. Im Folgenden wird zu jedem der sehs Shritte des Algorithmus ein kurzerAusblik auf weitere Forshungsm�oglihkeiten gegeben.10.1 Erzeugen einer initialen Triangulierung (Shritt 1 )Je besser die Ergebnisse der initialen Triangulierung sind, desto weniger Zeit wird zur Nahbe-arbeitung ben�otigt (wenig o�ene Kanten bedeuten einen geringen Zeitverbrauh von Shritt 3,Shritt 4 und Shritt 5 ), und desto besser ist die Qualit�at der vom vollst�andigen Rekonstruk-tionsalgorithmus erzeugten Dreieksnetze. Es existieren zahlreihe Arbeiten, die sih mit demProblem der initialen Triangulierung besh�aftigen. Das hier verwendete Verfahren zum Er-zeugen einer initialen Triangulierung kann durh ein beliebiges anderes ersetzt werden, daan das resultierende Dreieksnetz keinerlei Forderungen gestellt werden (topologishe Fehler,sih shneidende Dreieke und L�oher sind zul�assig). Ob einer dieser bereits bestehenden odereventuell ein ganz neuer Algorithmus zum Erzeugen einer initialen Triangulierung zu besserenEndergebnissen f�uhrt, bleibt zu untersuhen.10.2 Entfernen von shlehten Dreieken (Shritt 2 )Ein grosses Problem beim Entfernen von shlehten Dreieken ist das ung�unstige Laufzeit-verhalten von Test 5. Alle anderen Tests sind f�ur ein bestimmtes Dreiek lokal und damitin konstanter Zeit durhf�uhrbar, w�ahrend Fall 5 ein lineares Laufzeitverhalten aufweist (Ab-shnitt 4.5). Ein Verfahren zu entwikeln, das den Zeitverbrauh von Test 5 deutlih verrin-gert, stellt siher ein lohnendes Ziel dar.Ein weiterer Punkt sind numerishe Instabilit�aten, die vor allem bei Fall 4 und Fall 5 hin67



68 KAPITEL 10. WEITERE FORSCHUNGSM�OGLICHKEITENund wieder auftreten und zu falshen Ergebnissen f�uhren k�onnen. Obwohl bei der Implemen-tierung des entwikelten Rekonstruktionsalgorithmus bereits grosse Anstrengungen unternom-men wurden, numerishe Fehler zu vermeiden, k�onnen sie dennoh niht ganz ausgeshlossenwerden. Eine vom numerishen Standpunkt aus tiefergehende Betrahtung und ein eventuelles�Uberarbeiten der entsprehenden Teilalgorithmen w�are siher hilfreih.10.3 Triangulieren einfaher L�oher (Shritt 3 )Der Algorithmus zum Triangulieren einfaher L�oher ist ein deterministisher Algorithmus,der in den meisten F�allen sehr gute Ergebnisse liefert. Das im darauf folgenden Shritt statt�n-dende Simulated-Annealing ist dagegen ein zufallsgesteuertes Verfahren. Gerade wegen dieserZuf�alligkeit entstehen unter Umst�anden auh bei "einfahen komplexen L�ohern\ unsh�oneErgebnisse. Den Algorithmus zum Triangulieren einfaher L�oher so zu erweitern, dass auh"einfahe komplexe L�oher\ deterministish geshlossen werden, ohne dabei jedoh das Lauf-zeitverhalten dramatish zu vershlehtern, ist siher ein lohnendes Forshungsziel.10.4 Triangulieren komplexer L�oher (Shritt 4 )Um unn�otig zakige Triangulierungen oder das Abreissen von einzelnen Punkten oder gan-zen Netzteilen mit noh gr�osserer Wahrsheinlihkeit zu vermeiden, k�onnte das Simulated-Annealing durh weitere Bewertungsfunktionen erg�anzt werden.Dar�uber hinaus sind die Ergebnisse des Simulated-Annealing stark abh�angig von der Wahl derParameter. Wie die optimalen Parameter zu �nden sind, ist ein sehr shwieriges Thema, zudem es kaum Literatur gibt. Tiefergehende theoretishe Betrahtungen und Experimente mitvielen vershiedenen Punktewolken k�onnten f�ur den hier vorliegenden Fall der Ober�ahen-rekonstruktion Aufshluss bringen.10.5 Einf�ugen isolierter Punkte (Shritt 5 )Die Ergebnisse dieses Shrittes sind erfahrungsgem�ass relativ zufriedenstellend, sein Zeitver-brauh ist eher gering. Eine Verbesserung dieses Shrittes sheint also weder notwendig nohlohnend zu sein.10.6 Gl�atten des erzeugten Dreieksnetzes (Shritt 6 )Ein Problem ist, dass durh diesen Shritt nur ein lokales Minimum der Gesamtkr�ummungdes rekonstruierten Dreieksnetzes erreiht wird. Dieses lokale Minimum entspriht im All-gemeinen niht dem globalen und eigentlih gew�unshten Minimum. Durh einen erneuten



10.6. GL �ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6) 69Einsatz von Simulated-Annealing k�onnte die Wahrsheinlihkeit, ein globales Minimum oderzumindest ein sehr viel besseres lokales Minimum zu erreihen, deutlih gesteigert werden.



Kapitel 11Zusammenfassung
In dieser Studienarbeit wurde ein neuer Algorithmus zur Rekonstruktion von Ober�ahen ausPunktewolken entwikelt.Dieser neue Algorithmus trianguliert nahezu beliebige dreidimensionale Punktewolken. Dabeiwird garantiert, dass die erzeugten Dreieksnetze sowohl fehlerfrei als auh geshlossen sind.Ausserdem entsprehen die Formen der generierten Dreieksnetze in den meisten F�allen denFormen der zu den entsprehenden Punktewolken geh�origen Objekte.Der Algorithmus gliedert sih in sehs vershiedene, voneinander unabh�angige Teilalgorith-men. Jeder dieser Teilalgorithmen ist in sih abgeshlossen und kann daher auh isoliertverwendet werden, entweder zur Ober�ahenrekonstruktion oder bei verwandten Problemen.In Kapitel 4 (Entfernen shlehter Dreieke (Shritt 2 )), Kapitel 5 (Triangulieren einfaherL�oher (Shritt 3 )), Kapitel 6 (Triangulieren komplexer L�oher (Shritt 4 )) und Kapitel 7(Einf�ugen isolierter Punkte (Shritt 5 )) werden neu entwikelte Konzepte und Verfahrenzur Nahbearbeitung und Reparatur von fehlerhaften und unvollst�andigen Dreieksnetzenpr�asentiert. Auf dieses shwierige, f�ur die Ober�ahenrekonstruktion ungemein wihtige The-ma wurde in bisherigen Arbeiten so gut wie gar niht eingegangen. Es bleibt zu ho�en, dassdiese Arbeit Anstoss zu weiteren Anstrengungen auf diesem Gebiet gibt.
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