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Kapitel 1Einleitung
1.1 Aufbau dieser StudienarbeitIm Folgenden wird ein kurzer �Uberbli
k �uber die vorliegende Ausarbeitung gegeben.In diesem ersten Kapitel werden einige grundlegende Aspekte der Ober
�a
henrekonstruktionerl�autert. Es wird die Problemstellung de�niert, kurz auf bisherige Arbeiten in diesem Berei
heingegangen, und auf bei der Ober
�a
henrekonstruktion h�au�g auftretende S
hwierigkeitenhingewiesen. Im Ans
hluss daran wird die Bedeutung vers
hiedener umgangsspra
hli
her For-mulierungen und abk�urzender S
hreibweisen erl�autert, die im Rahmen dieser Studienarbeith�au�g verwendet werden.Das prim�are Ziel dieser Fors
hungsarbeit war es, einen neuen Algorithmus zur Rekonstruktionvon Ober
�a
hen aus Punktewolken zu entwi
keln. In Kapitel 2 wird dieser neu entwi
kelteAlgorithmus in einer Kurzfassung vorgestellt. Dabei werden ledigli
h grundlegende Ideen,keinesfalls jedo
h Details bes
hrieben.Der Rekonstruktionsalgorithmus besteht im Wesentli
hen aus se
hs voneinander unabh�angi-gen S
hritten, die na
heinander ausgef�uhrt werden. Diese se
hs S
hritte werden in den Kapi-teln 3 bis 8 ausf�uhrli
h dargestellt.Selbstverst�andli
h wurde der im Rahmen dieser Arbeit entwi
kelte Algorithmus au
h im-plementiert und intensiv getestet. In Kapitel 9 werden zahlrei
he von der Implementierunggelieferte Ergebnisse pr�asentiert und diskutiert.In Kapitel 10 wird ein Ausbli
k auf weitere Fors
hungsm�ogli
hkeiten, diese Studienarbeitbetre�end, gegeben.Kapitel 11 s
hliessli
h fasst die wesentli
hen Punkte dieser Studienarbeit no
h einmal zusam-men.Die im Rahmen dieser Fors
hungsarbeit erzielten Ergebnisse sind derart umfangrei
h, dass beiihrer Darstellung in der vorliegenden Ausarbeitung der �ubli
he Umfang einer Studienarbeit,in etwa vierzig Seiten, deutli
h �ubers
hritten wurde. Teilalgorithmen, die aus anderen Quellen1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG�ubernommen wurden, werden daher, wenn �uberhaupt, nur kurz erl�autert. Es wird jedo
h stetsauf die Originalarbeiten verwiesen. Vers
hiedene Beweise, die zum Verst�andnis dieser Arbeitni
ht unbedingt erforderli
h sind, wurden aus Platzgr�unden ebenfalls weggelassen.Um die folgenden Ausf�uhrungen verstehen zu k�onnen, sollte der Leser gewisse Grundkennt-nisse in geometris
her Modellierung, Algorithmik und Komplexit�atstheorie besitzen.1.2 Was ist Ober
�a
henrekonstruktion?Aus einer ungeordneten Menge von dreidimensionalen Punkten, die einer ges
hlossenen Ober-
�a
he entstammen, ohne Kenntnis dieser Ober
�a
he ein fehlerfreies und ges
hlossenes Drei-e
ksnetz zu konstruieren, dessen Form relativ gut der Form dieser Ober
�a
he entspri
ht, wirdin dieser Studienarbeit als Ober
�a
henrekonstruktion bezei
hnet.Ober
�a
henrekonstruktion kommt haupts�a
hli
h bei beziehungsweise vor der Darstellung realexistierender, dreidimensionaler Objekte mit dem Computer zur Anwendung. Das betre�en-de Objekt wird dazu zuerst von einem S
anner abgetastet, der eine ungeordnete Menge vonPunkten, im Folgenden h�au�g als Punktewolke bezei
hnet, liefert. Da heute g�angige Graphik-karten haupts�a
hli
h darauf ausgelegt sind, viele Dreie
ke in kurzer Zeit darzustellen, mussaus der Punktewolke eine geeignete Triangulierung erzeugt werden. Unter einer geeignetenTriangulierung wird in diesem Zusammenhang einerseits eine fehlerfreie und ges
hlossene Tri-angulierung verstanden, also ein topologis
h korrektes Dreie
ksnetz ohne L�o
her oder si
hs
hneidende Dreie
ke, andererseits eine Triangulierung, deren Form relativ gut der Form desges
annten Objekts entspri
ht. Dieser �Ubergang von einer gegebenen Punktewolke zu einemDreie
ksnetz stellt die in dieser Arbeit intensiv betra
htete Ober
�a
henrekonstruktion dar.1.3 Bisherige Arbeiten zur Ober
�a
henrekonstruktionEs existieren zahlrei
he Arbeiten, die si
h mit dem Problem der Ober
�a
henrekonstruktionbes
h�aftigen. Teilweise sind si
h diese Arbeiten sehr �ahnli
h, teilweise verwenden sie jedo
hau
h v�ollig unters
hiedli
he Methoden, um aus einer Punktewolke ein Dreie
ksnetz zu generie-ren. Eine eindeutige Klassi�zierung der bisher entwi
kelten Algorithmen ist s
hwierig, da dieGrenzen zwis
hen den vers
hiedenen Verfahren 
iessend sind. Die im Folgenden sti
hpunkt-artig pr�asentierte Einteilung in Klassen entstammt [MeMu97b℄. Dur
h sie soll dem Leser einegrobe Vorstellung vermittelt werden, auf wel
hen grunds�atzli
h vers
hiedenen Wegen an dasProblem der Ober
�a
henrekonstruktion herangegangen werden kann.1.3.1 Ober
�a
henrekonstruktion dur
h r�aumli
he UnterteilungBei diesen Algorithmen wird zuerst der Teil des Raumes, in dem si
h die Punktewolke be-�ndet, in viele kleine Zellen unterteilt. Dann wird versu
ht, diejenigen Zellen zu selektie-ren, die entweder von der Ober
�a
he des zur Punktewolke geh�origen Objekts ges
hnitten



1.3. BISHERIGE ARBEITEN ZUR OBERFL�ACHENREKONSTRUKTION 3werden (ober
�a
henorientierte Verfahren), oder von dieser Ober
�a
he einges
hlossen werden(volumenorientierte Verfahren). Aus den selektierten Zellen wird s
hliessli
h ein Dreie
ksnetzerzeugt.Beispiele f�ur ein derartiges Vorgehen sind [AlS
96℄, [BaBe97℄ und [HoDe92℄.1.3.2 Ober
�a
henrekonstruktion mit Hilfe einer AbstandsfunktionBei derartigen Verfahren wird versu
ht, eine Funktion zu �nden, die zu jedem beliebigenPunkt im Raum eine gute N�aherung f�ur den kleinsten Abstand zu der Ober
�a
he des zurPunktewolke geh�origen Objekts bere
hnet. Alle Punkte, f�ur die eine sol
he Abstandsfunktionden Wert null liefert, liegen auf der dur
h sie bes
hriebenen Ober
�a
he. Mit Hilfe dieserAbstandsfunktion wird dann ein Dreie
ksnetz erzeugt.Beispiele f�ur ein derartiges Vorgehen sind [BiTs95℄ und [HoDe92℄.1.3.3 Ober
�a
henrekonstruktion dur
h Formver�anderungBei diesen Methoden wird jeweils mit einem ges
hlossenen Dreie
ksnetz begonnen, das min-destens so viele Punkte besitzt wie die gegebene Punktewolke. Im Idealfall hat ein sol
hesDreie
ksnetz bereits eine Form, die der Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts �ahn-li
h ist. Ist die Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts jedo
h unbekannt, kann au
hmit einer beliebigen anderen Form, beispielsweise einer Kugel, begonnen werden. Um eineFormver�anderung zu erzielen, werden nun vers
hiedene Punkte des Dreie
ksnetzes vers
ho-ben, ohne jedo
h die Topologie des Netzes zu ver�andern. Mit dem Vers
hieben der Punktewird solange fortgefahren, bis das Dreie
ksnetz gut genug die Ober
�a
he des zur Punktewolkegeh�origen Objekts approximiert.Ein Beispiel f�ur ein derartiges Vorgehen ist [AlS
96℄.1.3.4 Inkrementelle Ober
�a
henrekonstruktionBei diesen Algorithmen wird mit einer einzigen Kante oder einem einzigen Dreie
k begonnen.S
hrittweise werden dann weitere Kanten und Dreie
ke in die jeweils aktuelle Dreie
ksnetz-Kon�guration eingef�ugt. Dieses Hinzuf�ugen von Kanten und Dreie
ken wird abgebro
hen,wenn keine weiteren Kanten oder Dreie
ke mehr eingef�ugt werden k�onnen, die das Dreie
ks-netz zu einer besseren Approximation des zur Punktewolke geh�origen Objekts ma
hen.Beispiele f�ur ein derartiges Vorgehen sind [BeMi99℄, [GoKr00℄, [Men
95℄ und [MeMu97a℄.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG1.4 Probleme bei der Ober
�a
henrekonstruktionDas dur
h ein Rekonstruktionsverfahren erzeugte Dreie
ksnetz soll einerseits fehlerfrei undges
hlossen sein, andererseits eine Form aufweisen, die relativ gut der Form des zur gegebe-nen Punktewolke geh�origen Objekts entspri
ht. Dieses Ziel zu errei
hen bereitet vor allemdann S
hwierigkeiten, wenn die Punktdi
hte der Punktewolke in kritis
hen Berei
hen zu ge-ring ist. Sol
he kritis
hen Berei
he sind einerseits Berei
he, in denen das zur Punktewolkegeh�orige Objekt eine sehr starke Kr�ummung aufweist, andererseits Berei
he, in denen das zurPunktewolke geh�orige Objekt sehr d�unn ist.1.4.1 Probleme in Berei
hen starker Kr�ummungIst die Punktdi
hte der gegebenen Punktewolke in einem bestimmten Berei
h klein im Ver-glei
h zur maximalen Kr�ummung des zu dieser Punktewolke geh�origen Objekts in diesem Be-rei
h (dieser Fall tritt vor allem an s
harfen Kanten und Spitzen auf, da dort die Kr�ummungunendli
h ist), liegen ni
ht bena
hbarte Punkte h�au�g n�aher zusammen als bena
hbartePunkte. Als bena
hbarte beziehungsweise ni
ht bena
hbarte Punkte werden in diesem Zu-sammenhang Punkte bezei
hnet, die auf der ges
annten Ober
�a
he direkt beziehungsweiseni
ht direkt nebeneinander liegen. Da nahezu alle Rekonstruktionsalgorithmen bei der Su
hena
h einer geeigneten Triangulierung auf irgendeine Art und Weise den Abstand zwis
hen denPunkten der gegebenen Punktewolke verwenden, entspre
hen die Formen der erzeugten Drei-e
ksnetze in sol
hen Berei
hen starker Kr�ummung h�au�g ni
ht mehr der Form des zu dieserPunktewolke geh�origen Objekts (Abbildung 1.1; die Abbildung zeigt einen S
hnitt dur
h eindreidimensionales Objekt; das Innere ist dabei grau gef�arbt). Bei vielen Algorithmen weisendie rekonstruierten Dreie
ksnetze in derartigen Berei
hen sogar L�o
her und Fehler auf.
Ges
anntes Objekt Vom S
anner geliefertePunktewolke (die gepunktetenAbst�ande sind kleiner als diegestri
helten) FehlerhaftrekonstruiertesDreie
ksnetz

Abbildung 1.1: Fehlerhafte Rekonstruktion an einer s
harfen Kante



1.4. PROBLEME BEI DER OBERFL�ACHENREKONSTRUKTION 51.4.2 Probleme bei sehr d�unnen ObjektenIst die Punktdi
hte der gegebenen Punktewolke in einem bestimmten Berei
h klein im Ver-glei
h zum Kehrwert des kleinsten Dur
hmessers des zu dieser Punktewolke geh�origen Objektsin diesem Berei
h (dieser Fall tritt vor allem bei sehr d�unnen Objekten auf), liegen ni
ht be-na
hbarte Punkte h�au�g n�aher zusammen als bena
hbarte Punkte. Dies f�uhrt, wie bereits inUnterabs
hnitt 1.4.1 erl�autert, h�au�g dazu, dass Rekonstruktionsalgorithmen Dreie
ksnetzeerzeugen, die unvollst�andig und fehlerhaft sind, oder deren Formen ni
ht mehr der Form deszur gegebenen Punktewolke geh�origen Objekts entspre
hen (Abbildung 1.2; die Abbildungzeigt einen S
hnitt dur
h ein dreidimensionales Objekt; das Innere ist dabei grau gef�arbt).
Ges
anntes Objekt Vom S
anner geliefertePunktewolke (die gepunktetenAbst�ande sind kleiner als diegestri
helten) FehlerhaftrekonstruiertesDreie
ksnetzAbbildung 1.2: Fehlerhafte Rekonstruktion an einer sehr d�unnen Stelle1.4.3 L�osungsm�ogli
hkeitenEine M�ogli
hkeit, den eben angespro
henen Problemen zu begegnen, besteht darin, Abtast-theoreme einzuf�uhren, die problematis
he Punktewolken von vornherein auss
hliessen. Sol
heAbtasttheoreme geben meistens eine mindestens notwendige Abtastrate in Abh�angigkeit vonder maximalen Kr�ummung und dem minimalen Dur
hmesser des abzutastenden Objekts f�urjeden Punkt der Ober
�a
he dieses Objekts vor. Die meisten Arbeiten zur Ober
�a
henre-konstruktion verzi
hten auf Abtasttheoreme, da diese einerseits mathematis
h s
hwierig zuformulieren und andererseits in der Praxis wenig hilfrei
h sind, letzteres deshalb, weil S
an-ner in der Regel mit konstanter Abtastrate arbeiten, und die Kr�ummungen und minimalenDur
hmesser der zu s
annenden Objekte meistens ohnehin ni
ht bekannt sind. Ein Beispielf�ur eine Arbeit, deren Rekonstruktionsverfahren auf einem derartigen Abtasttheorem basiert,ist [GoKr00℄.Eine andere L�osungsm�ogli
hkeit sind Algorithmen zur Na
hbearbeitung von unvollst�andi-gen oder fehlerhaften, rekonstruierten Dreie
ksnetzen. Sol
he Algorithmen k�onnen zwar einefehlerfreie und ges
hlossene Triangulierung garantieren, werden aber si
her niemals f�ur jede



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGPunktewolke eine Ober
�a
he liefern, deren Form der Form des zu dieser Punktewolke geh�ori-gen Objekts entspri
ht. Anders ausgedr�u
kt kann f�ur jedes Rekonstruktionsverfahren mitNa
hbearbeitungsalgorithmus und jedes Objekt eine zu diesem Objekt geh�orige Punktewolkekonstruiert werden, bei der unerw�uns
hte Ergebnisse produziert werden.Erstaunli
herweise existiert zur Na
hbearbeitung von Dreie
ksnetzen kaum Literatur, obwohl(oder viellei
ht gerade weil?) es si
h dabei ganz si
her ni
ht um ein einfa
hes Problem han-delt. Die meisten Arbeiten zur Ober
�a
henrekonstruktion bes
hr�anken si
h auf "gutartige\Punktewolken, also sol
he, bei der oben genannte S
hwierigkeiten ni
ht auftreten, ohne je-do
h genau zu spezi�zieren, wel
he Punktewolken "gutartig\ sind. Einige Arbeiten behandelnbei der Rekonstruktion auftretende S
hwierigkeiten in wenigen S�atzen, was der Komplexit�atdes Problems in keiner Weise gere
ht wird. Leider wird dur
h sol
he Verfahren au
h nur dereinfa
here Teil der in Dreie
ksnetzen m�ogli
hen Fehler beseitigt.Eines der Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, einen neu entwi
kelten Algorithmus zur Na
h-bearbeitung von unvollst�andigen und fehlerhaften Triangulierungen zu pr�asentieren, der injedem Fall ein fehlerfreies und ges
hlossenes Dreie
ksnetz liefert, dessen Form in den mei-sten F�allen au
h relativ gut der Form des zur gegebenen Punktewolke geh�origen Objektsentspri
ht.1.5 Terminologie und Konventionen1.5.1 Bedeutung h�au�g verwendeter FormulierungenUm Missverst�andnissen in den folgenden Kapiteln vorzubeugen, soll hier kurz auf die Bedeu-tung vers
hiedener, h�au�g verwendeter, umgangsspra
hli
her Ausdr�u
ke und Formulierungeneingegangen werden.Ein Dreie
ksnetz oder eine Triangulierung besteht aus Punkten, Kanten und Dreie
ken.Die Punkte sind die Punkte der gegebenen Punktewolke. Kanten kommen nur in Form vonSeiten eines oder mehrerer Dreie
ke vor, das heisst eine Kante wird niemals isoliert ohneDreie
ke existieren.Zu den Kanten eines Punktes geh�oren alle Kanten, f�ur die dieser Punkt Endpunkt ist. DieDreie
ke eines Punktes sind diejenigen Dreie
ke, f�ur die dieser Punkt E
kpunkt ist. DieDreie
ke einer Kante sind diejenigen Dreie
ke, die diese Kante als eine ihrer drei Seitenhaben.Ein topologis
h korrektes Dreie
ksnetz ist ein Dreie
ksnetz, in dem jede Kante h�o
hstenszwei Dreie
ke hat, und in dem es keinen ges
hlossenen Dreie
ksf�a
her gibt, an dessen Spit-ze weitere Dreie
ke h�angen. Ein fehlerfreies Dreie
ksnetz ist ein topologis
h korrektesDreie
ksnetz, in dem es keine si
h s
hneidenden Dreie
ke gibt.Eine o�ene Kante ist eine Kante mit nur einem Dreie
k. Ein Lo
h ist ein Zyklus vono�enen Kanten, ni
ht zu verwe
hseln mit einem Henkel, wie er bei Objekten mit Genus � 1



1.5. TERMINOLOGIE UND KONVENTIONEN 7vorkommt, beispielsweise einem Torus. Ein ges
hlossenes Dreie
ksnetz ist ein Dreie
ksnetzohne o�ene Kanten und damit au
h ohne L�o
her.1.5.2 Bedeutung h�au�g verwendeter Zei
henVers
hiedene Gr�ossen und Objekte werden vor allem in Formeln und Abbildungen dur
hbestimmte Zei
hen dargestellt beziehungsweise abgek�urzt. Bei deren Benennung wurde eineeinheitli
he Konvention befolgt. Die Bedeutung der einzelnen Zei
hen kann folgender Tabelleentnommen werden. Bei Verwendung dieser Zei
hen im weiteren Verlauf dieser Arbeit wirdderen Bedeutung meist ni
ht mehr ausdr�u
kli
h erw�ahnt.P Die gegebene Punktewolke. P = fv1; : : : ;vng.n Die Anzahl der Punkte der gegebenen Punktewolke.T Ein aus Punkten, Kanten und Dreie
ken bestehendes Dreie
ksnetz.vj Sowohl ein Punkt der gegebenen Punktewolke P als au
h jedes zu Pgeh�origen Dreie
ksnetzes T.e(vj;vk) Eine Kante eines zu P geh�origen Dreie
ksnetzes T mit Endpunkten vjund vk.4(vj;vk;vl) Ein Dreie
k eines zu P geh�origen Dreie
ksnetzes T mit E
kpunkten vj,vk und vl.Nj;k Die Menge der k n�ahesten Na
hbarn des Punktes vj der gegebenenPunktewolke P .Txxx(: : :) Laufzeitverhalten des (Teil-)Algorithmus xxx. Die Angabe erfolgt in derin der Komplexit�atstheorie �ubli
hen O-Notation.T xxx(: : :) Mittleres Laufzeitverhalten des (Teil-)Algorithmus xxx. Die Angabeerfolgt in der in der Komplexit�atstheorie �ubli
hen O-Notation.Tabelle 1.1: Bedeutung h�au�g verwendeter Zei
hen



Kapitel 2Der entwi
kelte Algorithmus im�Uberbli
k
In diesem Kapitel werden die wi
htigsten Eigens
haften des entwi
kelten Rekonstruktions-algorithmus, Eingabe, Ausgabe und Laufzeitverhalten, bes
hrieben. Ausserdem werden dieFunktionsweisen der einzelnen S
hritte des Algorithmus kurz erl�autert. Dabei werden ledig-li
h grundlegende Ideen und Prinzipien pr�asentiert. Detaillierte Ausf�uhrungen diesbez�ugli
hsind in den Kapiteln 3 bis 8 zu �nden.2.1 Eingabe und Ausgabe des AlgorithmusDer im Rahmen dieser Studienarbeit entwi
kelte Algorithmus zur Ober
�a
henrekonstruktionerzeugt zu jeder Punktewolke P = fv1; : : : vng mit den Eigens
haften� Die Punkte der Punktewolke P sind dreidimensional, das heisst vj 2 P ! vj 2 R3 .� Die Punktewolke P enth�alt mindestens dreizehn Punkte1, das heisst n � 13.ein Dreie
ksnetz T mit folgenden Eigens
haften.� Die E
kpunkte aller Dreie
ke des Dreie
ksnetzes T entstammen der Punktewolke P , dasheisst 4(vj;vk;vl) 2 T ! (vj 2 P ^ vk 2 P ^ vl 2 P ).� Das Dreie
ksnetz T weist keine topologis
hen Fehler auf.� Das Dreie
ksnetz T besitzt keine si
h s
hneidenden Dreie
ke.� Das Dreie
ksnetz T ist ges
hlossen.1Diese Untergrenze ist f�ur die Praxis wohl relativ uninteressant und wurde nur der Vollst�andigkeit halberangegeben. G�angige Punktewolken bestehen aus etwa 1000 bis 100000 Punkten.8



2.2. DIE SECHS SCHRITTE DES ALGORITHMUS 9� Das Dreie
ksnetz T besitzt kaum unn�otige Za
ken und S
harten.� Die Form des Dreie
ksnetzes T entspri
ht in den meisten F�allen relativ gut der Formdes zur Punktewolke P geh�origen Objekts.Die beiden letzten Aussagen �uber das erzeugte Dreie
ksnetz sind unpr�azise und subjektiv.Pr�azise und objektive Aussagen �uber diese Eigens
haften bei von Rekonstruktionsalgorith-men erzeugten Dreie
ksnetzen zu ma
hen ist jedo
h nur dann m�ogli
h, wenn die zul�assigenEingabe-Punktewolken erhebli
hen Eins
hr�ankungen unterworfen werden. Im hier vorliegen-den Fall von (fast) beliebigen Punktewolken sind derartige Aussagen also unm�ogli
h.F�ur nahezu alle Punktewolken P weist das erzeugte Dreie
ksnetz T zus�atzli
h no
h folgendeEigens
haft auf.� Alle Punkte der Punktewolke P sind E
kpunkte von Dreie
ken des Dreie
ksnetzes T,das heisst vj 2 P ! (9 4 (vj;vk;vl) : 4 (vj;vk;vl) 2 T).F�alle, bei denen die erzeugten Dreie
ksnetze diese Eigens
haft ni
ht erf�ullen, wurden w�ahrendder vielen Testl�aufe im Rahmen dieser Studienarbeit nie beoba
htet. Punktewolken, bei denensol
he F�alle auftreten, sind extrem theoretis
he Konstrukte und daher f�ur die Praxis ohnehinweniger interessant. N�ahere Informationen dazu sind in Abs
hnitt 7.2 zu �nden.2.2 Die se
hs S
hritte des AlgorithmusDer in dieser Studienarbeit entwi
kelte Rekonstruktionsalgorithmus besteht im Wesentli
henaus se
hs voneinander unabh�angigen S
hritten, die na
heinander ausgef�uhrt werden. Diesese
hs S
hritte werden im Folgenden kurz bes
hrieben.2.2.1 Erzeugen einer initialen Triangulierung (S
hritt 1)Bei diesem S
hritt geht es darum, zu einer gegebenen Punktewolke P eine erste Triangu-lierung zu erzeugen. Einerseits sollte diese Triangulierung einem fehlerfreien und ges
hlos-senen Dreie
ksnetz bereits relativ nahe kommen, andererseits sollte die Form der erzeugtenTriangulierung m�ogli
hst gut der Form des zu P geh�origen Objekts entspre
hen.2.2.2 Entfernen von s
hle
hten Dreie
ken (S
hritt 2)Das in S
hritt 1 gewonnene Dreie
ksnetz besitzt in vielen F�allen Dreie
ke, die si
h s
hneiden,die die Topologie des Netzes verletzen, oder die die Erweiterung der Triangulierung zu einemges
hlossenen Dreie
ksnetz verhindern. Bei diesem S
hritt geht es darum, m�ogli
hst vielesol
her Dreie
ke zu entde
ken und zu entfernen.



10 KAPITEL 2. DER ENTWICKELTE ALGORITHMUS IM �UBERBLICK2.2.3 Triangulieren einfa
her L�o
her (S
hritt 3)Bei diesem S
hritt wird versu
ht, ledigli
h dur
h Einf�ugen neuer Dreie
ke m�ogli
hst vieleder vorhandenen L�o
her zu s
hliessen. H�au�g existieren jedo
h au
h L�o
her, die nur danntrianguliert werden k�onnen, wenn vorher Dreie
ke aus dem bestehenden Netz entfernt werden.Sol
he L�o
her k�onnen dur
h das in diesem S
hritt verwendete Verfahren ni
ht ges
hlossenwerden.2.2.4 Triangulieren komplexer L�o
her (S
hritt 4)Bei diesem S
hritt geht es darum, alle no
h vorhandenen L�o
her, also diejenigen, die inS
hritt 3 ni
ht trianguliert werden konnten, zu s
hliessen. Dazu werden sowohl st�orende Drei-e
ke aus dem Netz entfernt, als au
h neue Dreie
ke in das Netz eingef�ugt. Dieses Einf�ugenund Entfernen ges
hieht mit Hilfe eines zufallsgesteuerten Optimierungsverfahrens, bekanntunter dem Namen Simulated-Annealing.2.2.5 Einf�ugen isolierter Punkte (S
hritt 5)Bei diesem S
hritt wird versu
ht, alle Punkte der gegebenen Punktewolke, die ni
ht E
kpunkteeines oder mehrerer Dreie
ke sind, in das Dreie
ksnetz zu integrieren. Um einen sol
hen iso-lierten Punkt in das bestehende Dreie
ksnetz einzuf�ugen, wird in diesem ein geeignetes Lo
herzeugt. Dieses Lo
h wird dann so trianguliert, dass der isolierte Punkt im Netz enthalten ist.2.2.6 Gl�atten des erzeugten Dreie
ksnetzes (S
hritt 6)Bei diesem S
hritt geht es darum, das erzeugte Dreie
ksnetz zu gl�atten. Einerseits werdenunn�otige Za
ken und S
harten aus dem Netz entfernt, andererseits werden Kanten deutli
herherausgearbeitet. Das Dreie
ksnetz soll dadur
h ein gef�alligeres Aussehen erhalten. Die Anzahlund die Lage der Punkte der gegebenen Punktewolke bleiben dabei unver�andert.2.3 Laufzeitverhalten des AlgorithmusEine pr�azise Aussage �uber das Laufzeitverhalten des vollst�andigen Rekonstruktionsalgorith-mus in Abh�angigkeit von n, der Anzahl der Punkte der gegebenen Punktewolke, ist wegender zufallsgesteuerten Optimierung in S
hritt 4 unm�ogli
h. Ers
hwerend kommt hinzu, dassdie Laufzeitverhalten der meisten S
hritte von Faktoren beein
usst werden, die ni
ht aus-s
hliessli
h von n abh�angen. Diese Laufzeitverhalten k�onnen teilweise nur so grob abges
h�atztwerden, dass die entspre
henden Aussagen f�ur die Praxis keinen Wert besitzen. DetaillierteBetra
htungen der einzelnen Laufzeitverhalten sind in den Abs
hnitten Laufzeitverhalten derKapitel 3 bis 8 zu �nden.



2.3. LAUFZEITVERHALTEN DES ALGORITHMUS 11Zahlrei
he Experimente mit vers
hiedensten Punktewolken im Rahmen dieser Studienarbeitdeuten darauf hin, dass das Laufzeitverhalten des vollst�andigen Rekonstruktionsalgorithmusf�ur die meisten Punktewolken besser als quadratis
h in n ist. Das mittlere Laufzeitverhal-ten des Algorithmus s
heint f�ur sehr viele Punktewolken in etwa dem Laufzeitverhalten vonS
hritt 1 zu entspre
hen. Diese Beoba
htungen geben Grund zu der Annahme, dassTOber
�a
henrekonstruktion(n) � O(n 53 ) (2.1)gilt.



Kapitel 3Erzeugen einer initialenTriangulierung (S
hritt 1 )
Bei diesem S
hritt geht es darum, zu einer gegebenen Punktewolke P eine erste Triangulie-rung zu erzeugen. Einerseits sollte diese Triangulierung einem fehlerfreien und ges
hlossenenDreie
ksnetz bereits relativ nahe kommen, andererseits sollte die Form der erzeugten Trian-gulierung m�ogli
hst gut der Form des zu P geh�origen Objekts entspre
hen.3.1 Das Verfahren von Gopi, Krishnan und SilvaDas in diesem Abs
hnitt pr�asentierte Verfahren entstammt [GoKr00℄.In einem ges
hlossenen Dreie
ksnetz ist jedem Punkt ein ges
hlossener Dreie
ksf�a
her zuge-ordnet, bestehend aus allen Dreie
ken, die diesen Punkt als E
kpunkt haben. In diesem Ver-fahren wird versu
ht, dur
h Konstruktion von jeweils einem Dreie
ksf�a
her f�ur jeden Punktvj 2 P eine m�ogli
hst gute initiale Triangulierung zu erzeugen. Die zw�olf zu vj n�a
hstgele-genen Punkte in P bilden die Menge der m�ogli
hen E
kpunkte f�ur Dreie
ke des Dreie
ksf�a
hersvon vj. Diese zw�olf Punkte werden dur
h Rotationen in die ges
h�atzte Tangentialebene amPunkt vj projiziert. Eine in dieser Ebene statt�ndende Delaunay-Triangulierung dieser zw�olfprojizierten Punkte und des Punktes vj liefert den gesu
hten Dreie
ksf�a
her von vj.3.1.1 Ermitteln der zw�olf n�ahesten Na
hbarnDe�nition 3.1 Die Menge Nj;k der k n�ahesten Na
hbarn des Punktes vj der gegebenen Punk-tewolke P wird von den k zu vj n�a
hstgelegenen Punkten der Menge P � fvjg gebildet.Es existieren zahlrei
he Algorithmen zur N�ahesten-Na
hbar-Su
he, die si
h anhand ihrerFunktionsweisen und Laufzeitverhalten stark unters
heiden. In dieser Studienarbeit wurdezum Ermitteln der zw�olf n�ahesten Na
hbarn eines jeden Punktes in P ein von J. H. Fried-12



3.1. DAS VERFAHREN VON GOPI, KRISHNAN UND SILVA 13man, F. Baskett und L. J. Shustek entwi
keltes Verfahren verwendet, das einerseits einfa
hzu implementieren ist, andererseits ein relativ gutes Laufzeitverhalten aufweist. Im Folgen-den wird die Funktionsweise dieser Methode grob bes
hrieben. Details k�onnen in [FrBa75℄na
hgelesen werden.Die Punkte der Punktewolke werden einmalig entlang jeder der drei Koordinatena
hsen sor-tiert. Sei nun vj der Punkt, zu dem die Menge der k n�ahesten Na
hbarn ermittelt werdensoll, und die xi-A
hse diejenige Koordinatena
hse, die in der Umgebung des Punktes vj diegeringste Punktdi
hte aufweist. Als m�ogli
he Kandidaten f�ur die Menge der k n�ahesten Na
h-barn des Punktes vj werden nun na
heinander die Punkte mit den kleinsten Abst�anden zuvj entlang der xi-A
hse betra
htet. Die ersten k Punkte werden direkt in die zu Beginn leereMenge Nj;k aufgenommen. Sei dana
h vl der jeweils betra
htete Punkt und vm der Punkt mitdem gr�ossten dreidimensionalen Abstand zu vj in der Menge Nj;k. Ist der dreidimensionaleAbstand von vl zu vj kleiner als der dreidimensionale Abstand von vm zu vj, wird vl in Nj;keingef�ugt und vm aus Nj;k entfernt. Ist der eindimensionale Abstand von vl zu vj entlangder xi-A
hse gr�osser als der dreidimensionale Abstand von vm zu vj, wird das Verfahrenabgebro
hen, da vl und alle no
h zu betra
htenden Punkte mit Si
herheit gr�ossere Abst�andezu vj besitzen als jeder der Punkte der Menge Nj;k. Die Menge Nj;k enth�alt dann also genaudie k n�ahesten Na
hbarn von vj.Wurden die Punkte der Punktewolke bereits entlang der drei Koordinatena
hsen sortiert,betr�agt das mittlere Laufzeitverhalten zum Ermitteln der zw�olf n�ahesten Na
hbarn einesPunktes TZw�olf n�aheste Na
hbarn, ein Punkt(n) = O(n 23 ) : (3.1)Das mittlere Laufzeitverhalten zum Ermitteln der zw�olf n�ahesten Na
hbarn f�ur alle Punkteeins
hliessli
h des Sortierens der Punkte entlang der drei Koordinatena
hsen betr�agt demna
hTZw�olf n�aheste Na
hbarn, alle Punkte(n) = O(n 53 ) : (3.2)3.1.2 S
h�atzen der TangentialebenenDas Verfahren zum S
h�atzen der Tangentialebene des zur gegebenen Punktewolke P geh�origenObjekts an einem Punkt vj 2 P entstammt [HoDe92℄.Als Tangentialebene an einem Punkt vj 2 P wird diejenige Ebene gew�ahlt, die vj enth�alt, unddie den kleinsten Abstand zu den zw�olf n�ahesten Na
hbarn Nj;12 von vj im Sinne kleinsterFehlerquadrate aufweist. In zahlrei
hen Experimenten mit vers
hiedenen Punktewolken hatsi
h gezeigt, dass die zw�olf n�ahesten Na
hbarn eines Punktes beim Ermitteln der Tangential-ebene an diesem Punkt in den meisten F�allen eine re
ht gute Wahl sind. Sowohl mehr alsau
h weniger Punkte zu betra
hten f�uhrt in der Regel zu immer st�arkeren Abwei
hungen vonder tats�a
hli
hen Tangentialebene des zu P geh�origen Objekts an der entspre
henden Stelle.



14 KAPITEL 3. ERZEUGEN EINER INITIALEN TRIANGULIERUNG (SCHRITT 1)Als Normale nj der Tangentialebene am Punkt vj wird der zum kleinsten Eigenwert derMatrix Mj = Xv2Nj;12(v � vj)
 (v � vj) (3.3)geh�orige Eigenvektor gew�ahlt. Zum Bere
hnen der Eigenwerte und Eigenvektoren der symme-tris
hen Matrix Mj wurde in dieser Studienarbeit das Ja
obi-Verfahren verwendet, wel
hesunter anderem in [PrTe97℄ ausf�uhrli
h dargestellt wird. Die Tangentialebene am Punkt vjwird dur
h vj und nj vollst�andig bes
hrieben.Das Laufzeitverhalten zum S
h�atzen einer Tangentialebene ist unabh�angig von der Gr�osseder Punktewolke. Es gilt daherTTangentialebene, ein Punkt(n) = O(1) : (3.4)Das Laufzeitverhalten zum Ermitteln der Tangentialebenen an allen Punkten der gegebenenPunktewolke betr�agt demna
hTTangentialebene, alle Punkte(n) = O(n) : (3.5)3.1.3 Projektion der zw�olf n�ahesten Na
hbarn in die TangentialebenenUm den Dreie
ksf�a
her eines Punktes vj 2 P zu bere
hnen, werden zuerst die zw�olf n�ahestenNa
hbarn von vj dur
h Rotationen in die Tangentialebene Ej von vj projiziert. Die Rotationeines Punktes vk 2 Nj;12 in die Tangentialebene Ej �ndet in der dur
h den Punkt vj unddie beiden Vektoren nj und vk � vj festgelegten Ebene statt. Dabei wird um den Punkt vjrotiert. Die Rotationsri
htung (also im oder gegen den Uhrzeigersinn) ist so zu w�ahlen, dassder Winkel, um den rotiert wird, der kleinere der beiden m�ogli
hen ist, dass also in Ri
htungnj betra
htet die Projektion von vk�vj in die glei
he Ri
htung zeigt wie vk�vj (Abbildung3.1).Seien die beiden Vektoren ej;x und ej;y eine beliebige orthonormale Basis der TangentialebeneEj . Die beiden Komponenten xk und yk des in die Ebene Ej rotierten Punktes vk 2 Nj;12 indieser neuen Basis k�onnen mit den Formeln~xk = hej;x;vk � vji (3.6)~yk = hej;y;vk � vji (3.7)xk = kvk � vjkp ~xk2 + ~yk2 � ~xk (3.8)
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vj ej;y

vk
nj

ej;xProjektion von vk:vj + xk � ej;x + yk � ej;y
Tangentialebene EjAbbildung 3.1: Rotation von vk in die Tangentialebene Ej von vjyk = kvk � vjkp ~xk2 + ~yk2 � ~yk (3.9)bere
hnet werden. Ist sowohl ~xk = 0 als au
h ~yk = 0, das heisst in Ri
htung nj betra
htetliegt vk genau vor oder hinter vj, k�onnen die Formeln 3.8 und 3.9 wegen der Division dur
hnull ni
ht verwendet werden. In einem sol
hen Fall wird xk = 0 und yk = 0 gesetzt.Dur
h die Rotationen der zw�olf n�ahesten Na
hbarn von vj in die Tangentialebene Ej wird dasna
hfolgende Problem der Triangulierung des Punktes vj und seiner zw�olf n�ahesten Na
hbarnvon drei auf zwei Dimensionen reduziert.Das Laufzeitverhalten der Rotationen der zw�olf n�ahesten Na
hbarn eines Punktes in dessenTangentialebene ist unabh�angig von der Gr�osse der Punktewolke. Es gilt daherTRotationen, ein Punkt(n) = O(1) : (3.10)Das Laufzeitverhalten der Rotationen der zw�olf n�ahesten Na
hbarn in die entspre
hendenTangentialebenen f�ur alle Punkte betr�agt demna
hTRotationen, alle Punkte(n) = O(n) : (3.11)3.1.4 Bere
hnen der Dreie
ksf�a
herDer Dreie
ksf�a
her eines Punktes vj 2 P ergibt si
h aus einer Delaunay-Triangulierung desPunktes vj und seiner in dessen Tangentialebene Ej projizierten zw�olf n�ahesten Na
hbarn.Den Dreie
ksf�a
her von vj bilden diejenigen Dreie
ke, die die folgenden beiden Kriterien



16 KAPITEL 3. ERZEUGEN EINER INITIALEN TRIANGULIERUNG (SCHRITT 1)erf�ullen (Abbildung 3.2 zeigt hierf�ur ein Beispiel).� Einer der E
kpunkte des Dreie
ks ist vj.Da nur der F�a
her des Punktes vj von Interesse ist, k�onnen alle Dreie
ke, f�ur die vjni
ht E
kpunkt ist, verna
hl�assigt werden.� Der Winkel des Dreie
ks am E
kpunkt vj ist kleiner oder glei
h 120Æ.Dreie
ke mit gr�osseren Winkeln als 120Æ im Zentrum des F�a
hers sind erfahrungsgem�assh�au�g s
hle
ht (De�nition 4.1; auf s
hle
hte Dreie
ke wird erst in Kapitel 4 genauereingegangen) und werden deshalb erst gar ni
ht ins Dreie
ksnetz eingef�ugt.

vj
Die dunklen Dreie
ke bilden den Dreie
ksf�a
her von vj.Abbildung 3.2: Bere
hnen des Dreie
ksf�a
hers von vj mittels Delaunay-TriangulierungAufgrund dieser beiden Kriterien kommt es hin und wieder vor, dass der Dreie
ksf�a
hereines Punktes ni
ht ges
hlossen ist, oder zu einem Punkt sogar mehrere ni
ht-ges
hlosseneDreie
ksf�a
her existieren.Mehr als zw�olf n�aheste Na
hbarn beim Bere
hnen eines Dreie
ksf�a
hers zu betra
hten, stelltin den meisten F�allen einen unn�otigen Aufwand dar. Die Ergebnisse werden dadur
h zwarkeinesfalls s
hle
hter, in der Regel jedo
h au
h ni
ht besser. Dreie
ke, die diese zus�atzli
hbetra
hteten Punkte als E
kpunkte haben, geh�oren n�amli
h meistens ni
ht dem gesu
htenDreie
ksf�a
her an und werden daher ohnehin verna
hl�assigt.F�ur den hier vorliegenden Spezialfall (nur die Dreie
ke eines F�a
hers sind von Interesse)existiert ein sehr eÆzientes Verfahren zur Delaunay-Triangulierung. Aus Platzgr�unden kann



3.2. LAUFZEITVERHALTEN 17in dieser Studienarbeit ni
ht darauf eingegangen werden. Eine detaillierte Bes
hreibung �ndetsi
h jedo
h in [GoKr00℄.Das Laufzeitverhalten zum Bere
hnen des Dreie
ksf�a
hers eines Punktes ist unabh�angig vonder Gr�osse der Punktewolke. Es gilt daherTDreie
ksf�a
her, ein Punkt(n) = O(1) : (3.12)Das Laufzeitverhalten zum Bere
hnen der Dreie
ksf�a
her aller Punkte betr�agt demna
hTDreie
ksf�a
her, alle Punkte(n) = O(n) : (3.13)3.2 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten beim Erzeugen einer initialen Triangulierung wird von der N�ahesten-Na
hbar-Su
he dominiert. Es liegt daher ein mittleres Laufzeitverhalten vonTErzeugen einer initialen Triangulierung(n) = O(n 53 ) (3.14)vor.



Kapitel 4Entfernen von s
hle
hten Dreie
ken(S
hritt 2 )
De�nition 4.1 Ein s
hle
htes Dreie
k in einem bestehenden Dreie
ksnetz T ist ein Drei-e
k, wel
hes auss
hliesst, dass T dur
h Hinzuf�ugen neuer Dreie
ke zu einem fehlerfreien undges
hlossenen Dreie
ksnetz erweitert wird.Die meisten s
hle
hten Dreie
ke sind Dreie
ke, die S
hnitte mit anderen Dreie
ken aufweisen,oder Dreie
ke, die topologis
he Fehler bewirken. Gelegentli
h treten jedo
h au
h Dreie
ke auf,die selbst keine Fehler verursa
hen, jedo
h das S
hliessen eines vorhandenen Lo
hes verhin-dern. Sol
he Dreie
ke geh�oren ebenfalls zur Menge der s
hle
hten Dreie
ke.Bei diesem S
hritt geht es darum, in einer bestehenden Triangulierung m�ogli
hst viele diesers
hle
hten Dreie
ke zu entde
ken und zu entfernen.Folgende Dreie
ke werden entfernt, da sie entweder stark degeneriert (Fall 1 ) oder mit hoherWahrs
heinli
hkeit (Fall 2 ) oder mit Si
herheit (Fall 3, Fall 4, Fall 5 und Fall 6 ) s
hle
htsind.� Dreie
ke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel (Fall 1 ).� Dreie
kspaare (Dreie
ke mit einer gemeinsamen Kante) mit zu kleinem Zwis
henwinkel(Fall 2 ).� Dreie
ke an Kanten mit mehr als zwei Dreie
ken (Fall 3 ).� Si
h s
hneidende Dreie
ke mit einem gemeinsamen E
kpunkt (Fall 4 ).� Si
h s
hneidende Dreie
ke mit keinem gemeinsamen E
kpunkt (Fall 5 ).� An der Spitze eines ges
hlossenen F�a
hers h�angende Dreie
ke (Fall 6 ).18



4.1. DREIECKE MIT MINDESTENS EINEM SEHR KLEINEN WINKEL (FALL 1) 19Diese se
hs F�alle1 umfassen den Grossteil aller s
hle
hten Dreie
ke, leider jedo
h ni
ht alle.Es ist n�amli
h dur
haus m�ogli
h, dass ein Dreie
k, obwohl es in keine der oben genanntense
hs Klassen f�allt, das S
hliessen eines Lo
hes verhindert. In einem sol
hen Fall ist es wegendiesem Dreie
k ni
ht mehr m�ogli
h neue Dreie
ke kon
iktfrei einzuf�ugen, um ein bestehendesLo
h zu s
hliessen. Sol
he Dreie
ke sind nur sehr s
hwer zu entde
ken. Derartige Problemf�allewerden beim Triangulieren komplexer L�o
her (Kapitel 6) behandelt.Dieser Teil des Algorithmus kommt das erste Mal na
h dem Erzeugen einer initialen Tri-angulierung zum Einsatz. Die im Folgenden genauer bes
hriebenen se
hs F�alle und die da-zugeh�origen Tests �nden jedo
h au
h bei allen weiteren S
hritten des Rekonstruktionsalgo-rithmus Verwendung, dem Triangulieren einfa
her und komplexer L�o
her (Kapitel 5 und 6),dem Einf�ugen isolierter Punkte (Kapitel 7) und dem Gl�atten des erzeugten Dreie
ksnetzes(Kapitel 8).4.1 Dreie
ke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel(Fall 1 )Dreie
ke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel sind na
h obiger De�nition ni
htzwangsl�au�g s
hle
ht. Sie sind jedo
h �ausserst unerw�uns
ht, da sie nahezu zu Stri
hen dege-neriert sind. Als minimal zul�assiger Winkel in einem Dreie
k wurde in der Implementierung10�10rad gew�ahlt.Der Winkel � in einem Dreie
k 4(vj;vk;vl) am E
kpunkt vj beziehungsweise der Winkel �zwis
hen zwei Vektoren vk � vj und vl � vj l�asst si
h eÆzient mit der Formel� = \(vk � vj;vl � vj) = ar
tan k(vk � vj)� (vl � vj)khvk � vj;vl � vji (4.1)bere
hnen2 (Abbildung 4.1).Das Laufzeitverhalten eines sol
hen Tests istTTest 1, ein Dreie
k(n) = O(1) : (4.2)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreie
ke des bestehenden Netzes auf Fall 1 betr�agtdemna
h1Im weiteren wird auf diese se
hs F�alle und die dazugeh�origen Tests und Dreie
ke h�au�g nur no
h mit derentspre
henden Nummer verwiesen (zum Beispiel Fall 2, Test 5 oder Fall-6-Dreie
k), ohne deren Bedeutungerneut zu erl�autern.2Bei der Implementierung dieses Verfahrens wurde die Funktion atan2 der C-Standard-Bibliothek verwen-det, der Z�ahler und Nenner separat �ubergeben werden. Steht eine sol
he Funktion ni
ht zur Verf�ugung istobige Formel wegen der m�ogli
hen Division dur
h null mit Vorsi
ht zu gebrau
hen.



20 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)
� vkvj vlAbbildung 4.1: Bere
hnen eines Winkels in einem Dreie
k

TTest 1, alle Dreie
ke(n) = O(n) : (4.3)4.2 Dreie
kspaare mit zu kleinem Zwis
henwinkel (Fall 2 )De�nition 4.2 Zwei Dreie
ke bilden ein Dreie
kspaar, wenn sie eine gemeinsame Kantebesitzen. Der Zwis
henwinkel zweier Dreie
ke eines Dreie
kspaares ist der Winkel zwis
henden beiden Ebenen, in denen diese Dreie
ke liegen.Dreie
ke eines Dreie
kspaares mit zu kleinem Zwis
henwinkel sind nur dann mit Si
herheits
hle
ht, wenn der Zwis
henwinkel 0Æ betr�agt, da sie si
h dann s
hneiden. Ist der Zwis
hen-winkel klein, ist zumindest eines der beiden Dreie
ke mit grosser Wahrs
heinli
hkeit s
hle
ht.Meistens bes
hreiben derart "aufeinander liegende\ Dreie
ke denselben Teil einer Ober
�a
he,f�ur den vers
hiedene Triangulierungen m�ogli
h sind. Wenn ein sol
hes Paar entde
kt wird,wird das Dreie
k mit dem kleineren Winkel zur gemeinsamen Kante entfernt. Dieses Kriteri-um ist einfa
h zu �uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen die s
h�onere Triangulierung imSinne maximaler kleinster Winkel (Abbildung 4.2; Dreie
k 1 und Dreie
k 2 bes
hreiben den-selben Teil einer Ober
�a
he, eines von beiden ist also unerw�uns
ht; Dreie
k 2 hat den spitzerenWinkel zur gemeinsamen Kante und wird daher entfernt; das Ergebnis ist Triangulierung 1).Der minimal zul�assige Zwis
henwinkel ist vom Benutzer vorzugegeben. Experimente habengezeigt, dass dieser etwa 90Æ betragen sollte.Der Zwis
henwinkel � zweier Dreie
ke 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm) kann mit Hilfe derFormeln n0 = (vj � vl)� (vk � vl) (4.4)n1 = (vk � vm)� (vj � vm) (4.5)� = 180Æ � \(n0;n1) (4.6)



4.2. DREIECKSPAARE MIT ZU KLEINEM ZWISCHENWINKEL (FALL 2) 21
Dreie
k 1 Dreie
k2

Triangulierung 2Triangulierung 1
M�ogli
he Triangulierungen

Abbildung 4.2: "Aufeinander liegende\ Dreie
kebere
hnet werden, wobei n0 die Normale von 4(vj;vk;vl) und n1 die Normale von4(vj;vk;vm) ist (Abbildung 4.3).

vj
vk n1�n0vl vm

Abbildung 4.3: Bere
hnen des Zwis
henwinkels zweier Dreie
keDas Laufzeitverhalten eines sol
hen Tests istTTest 2, ein Dreie
k(n) = O(1) : (4.7)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreie
kspaare des bestehenden Netzes auf Fall 2betr�agt demna
h TTest 2, alle Dreie
ke(n) = O(n) : (4.8)



22 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)4.3 Dreie
ke an Kanten mit mehr als zwei Dreie
ken (Fall 3 )Dreie
ke an Kanten mit mehr als zwei Dreie
ken sind mit Si
herheit s
hle
ht, da die Topologiedes Dreie
ksnetzes in einem sol
hen Fall ni
ht mehr korrekt ist (Abbildung 4.4). Bis aufzwei Dreie
ke werden alle entfernt, diejenigen mit den kleinsten Winkeln zur gemeinsamenKante zuerst. Dieses Kriterium ist einfa
h zu �uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen dies
h�onere Triangulierung im Sinne maximaler kleinster Winkel.
Kante mitmehr als zweiDreie
kenAbbildung 4.4: Dreie
ke an einer Kante mit mehr als zwei Dreie
kenDas Laufzeitverhalten eines sol
hen Tests istTTest 3, ein Dreie
k(n) = O(1) : (4.9)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Kanten des bestehenden Netzes auf Fall 3 betr�agtdemna
h TTest 3, alle Dreie
ke(n) = O(n) : (4.10)4.4 Si
h s
hneidende Dreie
ke mit einem gemeinsamen E
k-punkt (Fall 4 )Na
h De�nition 4.1 sind alle si
h s
hneidenden Dreie
ke s
hle
ht, also au
h sol
he mit einemgemeinsamen E
kpunkt. Wurden alle Fall-1-Dreie
ke, Fall-2-Dreie
ke und Fall-3-Dreie
ke be-reits entfernt, gibt es in aller Regel nur no
h wenige Dreie
ke mit einem gemeinsamen E
k-punkt, die si
h s
hneiden. Das Dreie
k mit dem kleinsten Winkel wird entfernt. Dieses Krite-rium ist einfa
h zu �uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen zufriedenstellende Ergebnisse.Wegen der geringen Anzahl derartiger Dreie
ke ist eine Verfeinerung dieses Kriteriums wenigsinnvoll.



4.4. SICH SCHNEIDENDE DREIECKE MIT EINEM GEMEINSAMEN ... 23Um herauszu�nden, ob si
h zwei Dreie
ke mit einem gemeinsamen E
kpunkt s
hneiden, musszuerst �uberpr�uft werden, ob die beiden Dreie
ke in einer Ebene liegen oder ni
ht. Dazu werdenderen Normalen bere
hnet und vergli
hen. Sind diese Normalen parallel oder antiparallel, soliegen die beiden Dreie
ke, da sie einen gemeinsamen E
kpunkt besitzen, in derselben Ebene.Es ist bei diesem Test vorteilhaft, die Normale n eines Dreie
ks 4(vi;vj;vk) mit den Formelna = vj � vi (4.11)b = vk � vj (4.12)
 = vi � vk (4.13)n = (a� b) + (b� 
) + (
� a)k(a� b) + (b� 
) + (
� a)k (4.14)zu bestimmen, da diese au
h f�ur sehr spitze Dreie
ke numeris
h re
ht stabil sind.4.4.1 Ni
ht in einer Ebene liegende Dreie
keLiegen zwei Dreie
ke 4(vi;vj;vk) und 4(vi;vl;vm) ni
ht in einer Ebene, s
hneiden sie si
hgenau dann, wenn die dem gemeinsamen Punkt vi gegen�uberliegende Kante e(vl;vm) diedur
h das Dreie
k 4(vi;vj;vk) de�nierte "Viertelebene\ s
hneidet (Abbildung 4.5). Daf�urmuss das lineare Glei
hungssystemvi + � � (vj � vi) + � � (vk � vi) = vl + 
 � (vm � vl) (4.15)gel�ost werden. Als eÆzientes, numeris
h stabiles Verfahren bietet si
h daf�ur der Gauss-Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie an, der unter anderem in [Grab00℄ausf�uhrli
h dargestellt wird. Ein S
hnitt liegt genau dann vor, wenn � � 0, � � 0 und0 � 
 � 1.4.4.2 In einer Ebene liegende Dreie
keLiegen zwei Dreie
ke 4(vi;vj;vk) und 4(vi;vl;vm) in einer Ebene, kann das Problem lei
htauf zwei Dimensionen reduziert werden, indem die unwi
htigste der drei Dimensionen ver-na
hl�assigt wird. Festgelegt wird diese dur
h die betragsm�assig gr�osste Komponente der Nor-male der beiden Dreie
ke. Im Zweidimensionalen werden die Winkel � (Winkel zwis
hen denDreie
ksseiten e(vi;vj) und e(vi;vk)), � (Winkel zwis
hen den Dreie
ksseiten e(vi;vj) unde(vi;vl)) und 
 (Winkel zwis
hen den Dreie
ksseiten e(vi;vj) und e(vi;vm)) bere
hnet (Ab-bildung 4.6). Es ist zu bea
hten, das alle Winkel in derselben Ri
htung, also entweder imoder gegen den Uhrzeigersinn gemessen werden. Die Ri
htung ist so zu w�ahlen, dass der Win-



24 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)de�nierte \Viertelebene"
S
hnittpunktvi

vj
vk vl

vmDur
h das Dreie
k 4(vi;vj;vk)

Abbildung 4.5: Ni
ht in einer Ebene liegende Dreie
kekel � kleiner oder glei
h 180Æ ist, also dem Winkel des Dreie
ks 4(vi;vj;vk) am E
kpunktvi entspri
ht. Die beiden Dreie
ke s
hneiden si
h, falls mindestens eine der folgenden dreiBedingungen erf�ullt ist.1. � � �, das heisst die Seite e(vi;vl) des Dreie
ks 4(vi;vl;vm) liegt zwis
hen den beidenSeiten e(vi;vj) und e(vi;vk) des Dreie
ks 4(vi;vj;vk).2. 
 � �, das heisst die Seite e(vi;vm) des Dreie
ks4(vi;vl;vm) liegt zwis
hen den beidenSeiten e(vi;vj) und e(vi;vk) des Dreie
ks 4(vi;vj;vk).3. � > � und 
 > � und j� � 
j � 180Æ, das heisst die beiden Seiten e(vi;vl) unde(vi;vm) des Dreie
ks 4(vi;vl;vm) s
hliessen die beiden Seiten e(vi;vj) und e(vi;vk)des Dreie
ks 4(vi;vj;vk) ein.4.4.3 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten eines sol
hen Tests ist unabh�angig davon, ob die beiden Dreie
ke ineiner Ebene liegen oder ni
ht. Es giltTTest 4, ein Dreie
k(n) = O(1) : (4.16)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreie
ke des bestehenden Netzes auf Fall 4 betr�agtdemna
h TTest 4, alle Dreie
ke(n) = O(n) : (4.17)
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�

� �� 
 
�

 � vj

vkvk
vjvj

vk vl
vm

vmvl
vl
vmBeispiel zu 1. Beispiel zu 1. und 2. Beispiel zu 3.

vi vi vi
Abbildung 4.6: In einer Ebene liegende Dreie
ke4.5 Si
h s
hneidende Dreie
ke mit keinem gemeinsamen E
k-punkt (Fall 5 )Na
h De�nition 4.1 sind alle si
h s
hneidenden Dreie
ke s
hle
ht, also au
h sol
he mit keinemgemeinsamen E
kpunkt (Abbildung 4.7). Wurden bereits alle Fall-1-Dreie
ke, Fall-2-Dreie
ke,Fall-3-Dreie
ke und Fall-4-Dreie
ke entfernt, gibt es in den meisten F�allen gar keine Dreie
kemit keinem gemeinsamen E
kpunkt mehr, die si
h s
hneiden. Tritt ein sol
hes Paar denno
hauf, wird das Dreie
k mit dem kleinsten Winkel entfernt. Dieses Kriterium ist einfa
h zu�uberpr�ufen und liefert in den meisten F�allen zufriedenstellende Ergebnisse. Wegen der �ausserstgeringen Anzahl derartiger Dreie
ke ist eine Verfeinerung dieses Kriteriums wenig sinnvoll.

Abbildung 4.7: Si
h s
hneidende Dreie
ke mit keinem gemeinsamen E
kpunktEÆzient zu �uberpr�ufen, ob si
h zwei Dreie
ke mit keinem gemeinsamen E
kpunkt s
hneiden



26 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)oder ni
ht, ist keine einfa
he Angelegenheit. Der in dieser Studienarbeit verwendete Algorith-mus f�ur diesen Test entstammt [Moel97℄. Aus Platzgr�unden wird in dieser Ausarbeitung ni
htweiter darauf eingegangen.Im Gegensatz zu Fall 1, Fall 2, Fall 3, Fall 4 und Fall 6 kann dieser Test ni
ht lokal dur
h-gef�uhrt werden, das heisst es rei
ht ni
ht, nur in der topologis
hen Na
hbars
haft eines Drei-e
ks na
h Kon
ikten zu su
hen. Das Laufzeitverhalten eines sol
hen Tests ist daherTTest 5, ein Dreie
k(n) = O(n) : (4.18)Sollen alle Dreie
ke eines bestehenden Netzes auf Fall 5 getestet werden, werden die Dreie
kezuerst entspre
hend ihrer minimalen E
kpunkt-Komponente entlang einer A
hse sortiert. Da-dur
h kann die Menge der notwendigen Tests stark reduziert werden. Als Kandidaten f�ur einenKon
ikt kommen n�amli
h nur die Dreie
ke in Frage, deren minimale E
kpunkt-Komponentesowohl gr�osser oder glei
h der minimalen E
kpunkt-Komponente als au
h kleiner oder glei
hder maximalen E
kpunkt-Komponente des zu testenden Dreie
ks ist. Als A
hse sollte diejenigegew�ahlt werden, entlang der die Punktewolke die gr�osste Ausdehnung besitzt. Abh�angig vomDreie
ksnetz liegt demna
h das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreie
ke des bestehendenNetzes auf Fall 5 irgendwo im Berei
hO(n � logn) � TTest 5, alle Dreie
ke(n) � O(n2) : (4.19)4.6 An der Spitze eines ges
hlossenen F�a
hers h�angende Drei-e
ke (Fall 6 )An der Spitze eines ges
hlossenen F�a
hers h�angende Dreie
ke sind mit Si
herheit s
hle
ht, dain sol
hen F�allen die Topologie des Dreie
ksnetzes ni
ht mehr korrekt ist (Abbildung 4.8). Derges
hlossene F�a
her wird behalten, alle anderen Dreie
ke werden entfernt. Dieses Kriteriumliefert in den meisten F�allen eine der Form des zur gegebenen Punktewolke geh�origen Objektsentspre
hende Triangulierung. Im �ausserst seltenen Fall von mehreren ges
hlossenen F�a
hernwird ein beliebiger behalten.Das Laufzeitverhalten eines sol
hen Tests istTTest 6, ein Dreie
k(n) = O(1) : (4.20)Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreie
ke des bestehenden Netzes auf Fall 6 betr�agtdemna
h TTest 6, alle Dreie
ke(n) = O(n) : (4.21)
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Dreie
kS
hle
htesAbbildung 4.8: An der Spitze eines ges
hlossenen F�a
hers h�angendes Dreie
k4.7 Reihenfolge der se
hs F�alleDie Reihenfolge, in der die oben bes
hriebenen se
hs Klassen von s
hle
hten Dreie
ken auseinem bestehenden Dreie
ksnetz entfernt werden, ist im Prinzip frei w�ahlbar. Folgende Punktesollten jedo
h bea
htet werden.� Fall 2 sollte vor Fall 3 behandelt werden. Es kann sonst vorkommen, dass dur
h Test 3an einer Kante mit mehr als zwei Dreie
ken alle bis auf zwei entfernt werden, und derZwis
henwinkel dieser beiden Dreie
ke sehr klein ist. Test 2 entfernt dann ein weiteresdieser beiden Dreie
ke, wodur
h eine o�ene Kante entsteht. Bei umgekehrter, bessererReihenfolge bleiben dagegen fast immer zwei Dreie
ke erhalten.� Fall 5 sollte ni
ht zuerst behandelt werden, da dies der bei weitem zeitaufwendigsteTest ist. Je mehr Dreie
ke vor Test 5 entfernt werden, desto besser.Eine m�ogli
he sinnvolle Reihenfolge wird dur
h die Nummern der se
hs F�alle vorgegeben, alsozuerst Fall 1, dann Fall 2, Fall 3, Fall 4, Fall 5 und zuletzt Fall 6.4.8 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten zum Entde
ken s
hle
hter Dreie
ke wird eindeutig von Fall 5 dominiert,da dieser Test der einzige ist, der ni
ht lokal dur
hgef�uhrt werden kann.Das Laufzeitverhalten zum Testen eines Dreie
ks betr�agt demna
hTTesten eines Dreie
ks(n) = O(n) : (4.22)



28 KAPITEL 4. ENTFERNEN VON SCHLECHTEN DREIECKEN (SCHRITT 2)Abh�angig vom Dreie
ksnetz liegt das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreie
ke des beste-henden Netzes irgendwo im Berei
hO(n � log n) � TEntfernen von s
hle
hten Dreie
ken(n) � O(n2) : (4.23)



Kapitel 5Triangulieren einfa
her L�o
her(S
hritt 3 )
De�nition 5.1 Ein einfa
hes Lo
h ist ein Lo
h, das ledigli
h dur
h Einf�ugen neuer Drei-e
ke ges
hlossen werden kann. Um ein sol
hes Lo
h zu s
hliessen, ist es ni
ht notwendig,irgendwel
he st�orenden Dreie
ke aus dem Netz zu entfernen.Bei diesem S
hritt wird versu
ht, dur
h sukzessives Einf�ugen von neuen Dreie
ken so viele ein-fa
he L�o
her wie m�ogli
h zu s
hliessen. Dazu wird eine sortierte Liste von m�ogli
hen Einf�uge-positionen aufgebaut, deren erstes Element stets die momentan g�unstigste Einf�ugem�ogli
hkeitist. Dana
h wird an der dur
h das erste Listenelement vorgegebenen Stelle ein neues Dreie
keingef�ugt, dieses Listenelement entfernt, und die Liste der Einf�ugem�ogli
hkeiten aktualisiert.Dieser S
hritt wird solange wiederholt, bis keine weiteren sinnvollen Einf�ugem�ogli
hkeitenmehr erkannt werden. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Liste der Einf�ugepositionen leerist.Dieser S
hritt setzt ein fehlerfreies Dreie
ksnetz voraus. Ein dur
h S
hritt 1 und S
hritt 2erzeugtes Dreie
ksnetz erf�ullt diese Voraussetzung.5.1 Aufbauen einer Kantenpaar-ListeDe�nition 5.2 Ein Kantenpaar ist ein Paar von zwei o�enen Kanten, die vers
hiedenenDreie
ken angeh�oren, jedo
h einen gemeinsamen Endpunkt besitzen.Kantenpaare stellen Einf�ugem�ogli
hkeiten f�ur Dreie
ke dar. Das Kantenpaar(e(vj;vk); e(vj;vl)) repr�asentiert die Einf�ugem�ogli
hkeit f�ur das Dreie
k 4(vj;vk;vl).Bevor mit dem Einf�ugen neuer Dreie
ke begonnen wird, wird zuerst eine Kantenpaar-Listeaufgebaut, die alle als sinnvoll erkannten Einf�ugem�ogli
hkeiten enth�alt. In diese Liste werdenalle Kantenpaare (e(vj;vk); e(vj;vl)) aufgenommen, bei denen der gemeinsame Endpunkt29



30 KAPITEL 5. TRIANGULIEREN EINFACHER L �OCHER (SCHRITT 3)vj keine weiteren o�enen Kanten besitzt. Besitzt ein Punkt n�amli
h mehr als zwei o�eneKanten, ist es unter Umst�anden �ausserst s
hwierig zu ents
heiden, wel
he davon sinnvolleKantenpaare, also Einf�ugem�ogli
hkeiten f�ur neue, ni
ht-s
hle
hte Dreie
ke bilden. Vor allemwenn die Kanten des Punktes ni
ht ann�ahernd in einer Ebene liegen, also die Ober
�a
he deszur gegebenen Punktewolke geh�origen Objekts an dieser Stelle stark gekr�ummt ist, existierenlokal betra
htet h�au�g mehrere sinnvolle Triangulierungen (Abbildung 5.1; die Kantenpaarean denen Dreie
ke eingef�ugt wurden, sind dur
h Doppelpfeile gekennzei
hnet; die Formender beiden Triangulierungen unters
heiden si
h gravierend, eine von beiden entspri
ht alsomit Si
herheit ni
ht der Form des zur gegebenen Punktewolke geh�origen Objekts). Um dieseS
hwierigkeiten zu vermeiden wird die Kantenpaar-Liste auf eindeutige F�alle bes
hr�ankt.

Punkt mit se
hso�enen Kanten Triangulierung 1 Triangulierung 2Abbildung 5.1: Vers
hiedene sinnvolle Triangulierungen
5.2 Sortieren der Kantenpaar-ListeF�ur jedes Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)) der Kantenpaar-Liste wird nun der Mittelwert derbeiden Zwis
henwinkel an den Kanten e(vj;vk) und e(vj;vl) bere
hnet (Abbildung 5.2). F�urdiese Bere
hnung wird das dur
h das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)) vorgegebene Dreie
k4(vj;vk;vl) als Teil des Dreie
ksnetzes betra
htet. Die Zwis
henwinkel k�onnen wie in Ab-s
hnitt 4:2 bes
hrieben ermittelt werden.Die Kantenpaar-Liste wird dann na
h den Mittelwerten der Zwis
henwinkel sortiert, wobeigrosse Winkel am Anfang der Liste, kleine Winkel am Ende der Liste eingeordnet werden. Daimmer das jeweils erste Element der Kantenpaar-Liste abgearbeitet wird, gew�ahrleistet dies,dass Dreie
ke zuerst an Stellen geringer Kr�ummung eingef�ugt werden (grosse Zwis
henwinkelbedeuten geringe, kleine Zwis
henwinkel starke Kr�ummung). Eingef�ugte Dreie
ke an Stellenstarker Kr�ummung sind erfahrungsgem�ass h�au�ger s
hle
ht als Dreie
ke an Stellen geringerKr�ummung. Desweiteren werden dadur
h Kanten, an denen relativ h�au�g L�o
her auftreten,
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vk vlMittelwert der beiden Zwis
henwinkel: �+�2

� �vj
Abbildung 5.2: Die beiden Zwis
henwinkel eines Kantenpaares

glatt statt s
hartig trianguliert (Abbildung 5.3).

kleiner als 180Æ.an denen eingef�ugt wurde sindDie Zwis
henwinkel der KantenpaareS
hartige Triangulierung:an denen eingef�ugt wurde sindglei
h 180Æ.Die Zwis
henwinkel der KantenpaareGlatte Triangulierung:
geraden KanteZwei L�o
her an einer

Abbildung 5.3: Glatte und s
hartige Triangulierung einer Kante



32 KAPITEL 5. TRIANGULIEREN EINFACHER L �OCHER (SCHRITT 3)5.3 Einf�ugen neuer Dreie
keSolange die Kantenpaar-Liste ni
ht leer ist, wird immer das jeweils erste Element aus ihrentfernt. An der dur
h dieses Kantenpaar vorgegebenen Stelle wird dann ein neues Dreie
keingef�ugt, falls dieses Dreie
k ni
ht zu einer der se
hs in Kapitel 4 bes
hriebenen Klassen vonunerw�uns
hten beziehungsweise s
hle
hten Dreie
ken geh�ort.Die Kantenpaar-Liste soll einerseits immer genau diejenigen Kantenpaare enthalten, derengemeinsamer Endpunkt keine weiteren o�enen Kanten besitzt, andererseits stets na
h denMittelwerten der Zwis
henwinkel ihrer Kantenpaare sortiert sein. Daher muss die Liste beimEinf�ugen eines neuen Dreie
ks in den meisten F�allen aktualisiert werden. Wird das neue Drei-e
k 4(vj;vk;vl), vorgegeben dur
h das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)), eingef�ugt, k�onneneiner oder mehrere der folgenden F�alle auftreten.a) Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vl)) be�ndet si
h in der Kantenpaar-Liste, ein Lo
hwurde ges
hlossen (Abbildung 5.4):Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vl)) muss aus der Liste entfernt werden.vl vkvj vj
vl vk

Abbildung 5.4: Beispiel zu Fall a)b) Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vm)) be�ndet si
h in der Kantenpaar-Liste, kein Lo
hwurde ges
hlossen (Abbildung 5.5):Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vm)) muss dur
h das Kantenpaar (e(vk;vl); e(vk;vm))ersetzt, und entspre
hend dem neuen mittleren Zwis
henwinkel in der Kantenpaar-Listevers
hoben werden.
) Das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vk;vl)) be�ndet si
h ni
ht in der Kantenpaar-Liste (Ab-bildung 5.6):Falls der Punkt vk genau zwei o�ene Kanten hat muss ein neues, aus diesen Kantenbestehendes Kantenpaar sortiert in die Kantenpaar-Liste eingef�ugt werden.d) Spiegelsymmetris
her Fall zu a).
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vj vk vj
vmvl vkvl vm

Abbildung 5.5: Beispiel zu Fall b)
vk vk

vjvj
vl vl

vj vjvl vl vkvk
Abbildung 5.6: Beispiele zu Fall 
)e) Spiegelsymmetris
her Fall zu b).f) Spiegelsymmetris
her Fall zu 
).Die Bes
hreibungen der spiegelsymmetris
hen F�alle ergeben si
h, wenn in den F�allen a), b)



34 KAPITEL 5. TRIANGULIEREN EINFACHER L �OCHER (SCHRITT 3)und 
) die Punkte vk und vl vertaus
ht werden.Pseudo
ode f�ur das Triangulieren einfa
her L�o
her: In den Zeilen 1 bis 5 wird eineKantenpaar-Liste aufgebaut, die alle eindeutigen Einf�ugem�ogli
hkeiten f�ur Dreie
ke enth�alt.Dana
h wird diese Liste absteigend na
h den mittleren Zwis
henwinkeln ihrer Kantenpaaresortiert (Zeilen 6 und 7). In den Zeilen 8 bis 13 wird der Kantenpaarliste die jeweils besteEinf�ugem�ogli
hkeit entnommen und �uberpr�uft, ob ein Einf�ugen eines neuen Dreie
ks an dieserStelle Kon
ikte hervorrufen w�urde. Ist dies ni
ht der Fall, wird das neue Dreie
k in dasbestehende Netz aufgenommen, und die Kantenpaarliste entspre
hend aktualisiert.1 liste = Leere Liste von Kantenpaaren.2 FOR (Alle Punkte vj 2 P ):3 IF (vj hat genau zwei o�ene Kanten e(vj;vk) und e(vj;vl)):4 IF (e(vj;vk) und e(vj;vl) geh�oren zu vers
hiedenen Dreie
ken):5 F�uge das Kantenpaar (e(vj;vk); e(vj;vl)) in liste ein.6 Bere
hne f�ur alle Kantenpaare in liste den Mittelwert der beiden Zwis
henwinkel.7 Sortiere liste absteigend na
h den Mittelwerten der Zwis
henwinkel.8 WHILE (liste ist ni
ht leer):9 (e(vj;vk); e(vj;vl)) = Erstes Element von liste.10 Entferne das erste Element aus liste.11 IF (4(vj;vk;vl) ist kein Fall-1-Dreie
k, kein Fall-2-Dreie
k, kein Fall-3-Dreie
k,kein Fall-4-Dreie
k, kein Fall-5-Dreie
k und kein Fall-6-Dreie
k):12 F�uge 4(vj;vk;vl) in das Dreie
ksnetz ein.13 Aktualisiere liste.Pseudo
ode f�ur das Triangulieren einfa
her L�o
her
5.4 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten f�ur das Triangulieren einfa
her L�o
her h�angt stark von der Anzahl mder o�enen Kanten zu Beginn dieses S
hrittes ab. Jede o�ene Kante geh�ort h�o
hstens zu zweiKantenpaaren in der Kantenpaar-Liste. Die Kantenpaar-Liste kann zu Beginn also maximal2m Elemente enthalten.Der Aufwand f�ur das Abarbeiten eines Kantenpaares wird von den Tests auf s
hle
hte Dreie
kedominiert (Kapitel 4). Es gilt daher



5.4. LAUFZEITVERHALTEN 35TEin Kantenpaar(n) = O(n) : (5.1)Leider wird die Anzahl m der o�enen Kanten nur dann reduziert, wenn ein Dreie
k an dervon dem Kantenpaar vorgegebenen Stelle eingef�ugt wird, ni
ht jedo
h, wenn das Einf�ugenwegen Kon
ikten unm�ogli
h ist. Die Anzahl der Kantenpaare in der Kantenpaar-Liste wirddur
h das Abarbeiten eines Kantenpaares unter Umst�anden sogar erh�oht (F�alle 
) und f),Abs
hnitt 5.3).Diese �Uberlegungen f�uhren zu einer sehr groben oberen S
hrankeTTriangulieren einfa
her L�o
her(n;m) = O(n �m2) (5.2)f�ur das Laufzeitverhalten zum Triangulieren einfa
her L�o
her. Die Herleitung dieser oberenS
hranke ist ni
ht ganz einfa
h. Aus Platzgr�unden wird in dieser Ausarbeitung ni
ht weiterdarauf eingegangen. Da jedo
h die Anzahl m der o�enen Kanten ni
ht nur von n, der Gr�osseder Punktewolke, abh�angt sondern au
h von der Lage der Punkte, ist die Angabe einer oberenS
hranke TTriangulieren einfa
her L�o
her(n;m) ohnehin nur von geringem Nutzen.In der Praxis hat si
h jedo
h unabh�angig von den Gr�ossen der Punktewolken und den Formender dazugeh�origen Objekte gezeigt, dass das Triangulieren einfa
her L�o
her nur einen sehrgeringen Teil zur Gesamtlaufzeit des Rekonstruktionsalgorithmus beitr�agt.



Kapitel 6Triangulieren komplexer L�o
her(S
hritt 4 )
De�nition 6.1 Ein komplexes Lo
h ist ein Lo
h, das ni
ht auss
hliessli
h dur
h Einf�ugenneuer Dreie
ke trianguliert werden kann. Um ein komplexes Lo
h zu s
hliessen, ist es not-wendig, mindestens ein st�orendes Dreie
k, unter Umst�anden sogar mehrere, aus dem Netz zuentfernen.Bei diesem S
hritt geht es darum, alle no
h verbliebenen L�o
her zu s
hliessen. Wenn dieserS
hritt direkt auf das Triangulieren einfa
her L�o
her folgt (S
hritt 3 ), handelt es si
h beidiesen L�o
hern auss
hliessli
h um komplexe L�o
her. Das S
hliessen der L�o
her ges
hieht mitHilfe eines zufallsgesteuerten Optimierungsverfahrens, bekannt unter dem Namen Simulated-Annealing. Der Hauptunters
hied zu allen bisherigen S
hritten besteht darin, dass das Drei-e
ksnetz zeitweise in s
hle
htere Zust�ande gebra
ht wird, um letztendli
h zu sehr viel besserenTriangulierungen im Sinne von weniger o�enen Kanten zu gelangen.Dieser S
hritt setzt ein fehlerfreies Dreie
ksnetz voraus. Ein dur
h S
hritt 1, S
hritt 2 undS
hritt 3 erzeugtes Dreie
ksnetz erf�ullt diese Voraussetzung.6.1 Simulated-AnnealingSimulated-Annealing ist ein sto
hastis
her Algorithmus zur L�osung diskreter Optimierungs-probleme.Es geht darum, eine globale Minimalstelle einer Bewertungsfunktion f : Z ! R zu �nden. Die-se Funktion bildet eine endli
he, unter Umst�anden jedo
h sehr grosse Menge von Zust�andenoder Kon�gurationen Z = fz1; z2; : : : ; zqg in die Menge der reellen Zahlen ab.Auswerten der Funktion f f�ur alle Elemente von Z l�ost das Optimierungsproblem zwar theo-retis
h, s
heidet jedo
h bei sehr grossen Zustandsmengen aus Zeitgr�unden aus.36



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 37Beim Simulated-Annealing wird zun�a
hst f�ur jeden Zustand zj 2 Z eine kleine Menge von rjNa
hbarzust�anden Zj = fzij (1); zij(2); : : : ; zij(rj)g de�niert, in der Regel bestehend aus �ahnli-
hen Kon�gurationen. Ein beliebiger Zustand zj 2 Z wird als Startzustand gew�ahlt. Nun wirdversu
ht s
hrittweise von der jeweils aktuellen Kon�guration zj zu einer zuf�allig gew�ahltenNa
hbarkon�guration zk 2 Zj �uberzugehen. Wird dieser Zustand von der Bewertungsfunkti-on als besser eingestuft, das heisst f(zk) < f(zj), �ndet der �Ubergang augenbli
kli
h statt,andernfalls ents
heidet ein Zufallsexperiment, ob der �Ubergang dur
hgef�uhrt wird oder ni
ht.Die Wahrs
heinli
hkeit p im aktuellen Zustand zj einen s
hle
hteren Zustand zk zu akzeptie-ren betr�agt p(zj ; zk) = e� 
�(f(zk)�f(zj))T ; (6.1)h�angt also von der Di�erenz f(zk) � f(zj), dem sogenannten Temperaturparameter T undeiner fest gew�ahlten, positiven Konstante 
 ab. Die Temperatur T wird mit steigender An-zahl von S
hritten immer weiter reduziert, bleibt aber stets positiv. Es wird im Laufe derZeit also immer unwahrs
heinli
her von einer besseren zu einer s
hle
hteren Kon�gurationzu kommen. L�auft der Algorithmus lange Zeit mit g�unstig gew�ahlten Parametern, ist dieWahrs
heinli
hkeit sehr gross, ein globales Minimum der Funktion f zu errei
hen.Im Rahmen dieser Ausarbeitung kann ni
ht n�aher auf die zugrunde liegende Theorie und diepraktis
he Anwendung von Simulated-Annealing im Allgemeinen eingegangen werden. Einedetailliertere Darstellung �ndet si
h in [Grae98℄.6.2 Triangulieren komplexer L�o
her dur
h Simulated-AnnealingDer im Folgenden pr�asentierte Algorithmus verwendet zwar im Wesentli
hen, ni
ht jedo
hin allen Details das originale Simulated-Annealing-Verfahren. Dies liegt vor allem daran,dass Simulated-Annealing eine ganze Reihe von Forderungen an die Mengen Zj der Na
h-barzust�ande stellt, die im konkreten Fall der Ober
�a
henrekonstruktion nur mit erhebli
hemAufwand zu �uberpr�ufen und zu erf�ullen sind. Trotzdem liefert der lei
ht ver�anderte Simulated-Annealing-Algorithmus ausgespro
hen gute Ergebnisse. S�amtli
he im Dreie
ksnetz vorhande-nen L�o
her werden dur
h ihn ges
hlossen, wobei die Form des Dreie
ksnetzes in den meistenF�allen re
ht gut der Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts entspri
ht.6.2.1 Zust�ande und Na
hbarzust�andeDie Menge Z der Zust�ande wird von allen Dreie
ksnetzen Tj gebildet f�ur die Folgendes gilt.� Die E
kpunkte aller Dreie
ke von Tj entstammen der gegebenen Punktewolke, das heisst4(vk;vl;vm) 2 Tj ! (vk 2 P ^ vl 2 P ^ vm 2 P ).



38 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)� Tj ist fehlerfrei, es gibt also weder topologis
he Fehler no
h si
h s
hneidende Dreie
ke.Die Menge Zj der Na
hbarzust�ande eines Dreie
ksnetzes Tj bilden diejenigen Dreie
ksnetze,die entweder dur
h Einf�ugen eines Dreie
ks und Entfernen aller dabei st�orenden Dreie
ke oderdur
h Entfernen eines isolierten Dreie
ks aus Tj erzeugt werden k�onnen. Pr�aziser formuliertenth�alt die Zj die folgenden Elemente.� Alle Dreie
ksnetze Tk die aus Tj entstehen, indem an einem Kantenpaar (De�nition 5.2)ein neues Dreie
k eingef�ugt wird und alle dabei st�orenden Dreie
ke (Fall 2, Fall 3, Fall 4,Fall 5 und Fall 6, Kapitel 4) entfernt werden. Das neue Dreie
k darf ni
ht zu spitz sein(Fall 1, Kapitel 4).� Alle Dreie
ksnetze Tk die aus Tj entstehen, indem ein isoliertes Dreie
k, ein Dreie
k mitdrei o�enen Kanten, entfernt wird.6.2.2 BewertungsfunktionenNa
h Beendigung des Simulated-Annealing soll das dann aktuelle Dreie
ksnetz die folgen-den beiden Kriterien erf�ullen, die dur
h zwei vers
hiedene Bewertungsfunktionen bes
hriebenwerden. Dies ist ein weiterer Unters
hied zum originalen Simulated-Annealing-Verfahren, beidem es nur eine einzige Bewertungsfunktion gibt.a) Das Dreie
ksnetz ist ges
hlossen, besitzt also keine L�o
her mehr.Dieses ist das bei weitem wi
htigere der beiden Kriterien. Solange dieses Kriterium ni
hterf�ullt ist, muss mit dem Simulated-Annealing fortgefahren werden. Ist es jedo
h erf�ulltwird sofort abgebro
hen.b) Das Dreie
ksnetz ist na
h M�ogli
hkeit ni
ht in mehrere Teile zerfallen und weist keineunnat�urli
h s
hartige oder za
kige Triangulierung auf.Dur
h dieses Kriterium wird versu
ht, extreme Formver�anderungen des Dreie
ksnetzesdur
h das Simulated-Annealing auszus
hliessen.Kriterium a): Dieses Kriterium ist genau dann erf�ullt, wenn das Dreie
ksnetz keine o�enenKanten mehr besitzt. Je weniger o�ene Kanten existieren, desto weniger beziehungsweisekleinere L�o
her sind im Dreie
ksnetz. Kriterium a) wird dur
h die Bewertungsfunktionfa(T) = Anzahl der o�enen Kanten im Dreie
ksnetz T (6.2)bes
hrieben. Der minimale Funktionswert von fa ist o�ensi
htli
h null. Es ist von grossem Vor-teil, dass dieser minimale Funktionswert bekannt ist. Der Simulated-Annealing-Algorithmuserkennt aufgrund dieser Information sofort, wenn eine globale Minimalstelle von fa, ein Drei-e
ksnetz ohne L�o
her, errei
ht worden ist. Das Simulated-Annealing kann dann augenbli
kli
habgebro
hen werden.



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 39Kriterium b): Um zu verhindern, dass das Dreie
ksnetz in Berei
hen, in denen viele L�o
herexistieren, eine unnat�urli
h s
hartige Form erh�alt oder gar in mehrere Teile zerf�allt, wirdversu
ht, die mittlere Kr�ummung der Ober
�a
he so gering wie m�ogli
h zu halten.Kr�ummung darf bei Dreie
ksnetzen ni
ht im streng mathematis
hen Sinn verstanden werden,da die Kr�ummung an Kanten unendli
h betr�agt, w�ahrend Dreie
ks
�a
hen eine Kr�ummungvon null aufweisen. Eine Methode, die mittlere Kr�ummung eines Dreie
ksnetzes zu bewerten,ist die Winkel zwis
hen den Normalen bena
hbarter Dreie
ke zu bere
hnen und zu summieren,wobei die einzelnen Winkel mit den L�angen der gemeinsamen Kanten gewi
htet werden. DieFormel zur Bere
hnung der mittleren Kr�ummung C eines Dreie
ksnetzes T lautet dannC(T) = Pe2E �e � kekPe2E kek ; (6.3)wobei die E die Menge aller Kanten mit zwei Dreie
ken, �e der Winkel zwis
hen den Normalender beiden Dreie
ke der Kante e und kek die L�ange der Kante e ist (Abbildung 6.1). WeitereInformationen �uber Kr�ummung von Dreie
ksnetzen �nden si
h in [DyHo00℄.
�e

Kante e 2 E mit L�ange kek NormaleNormale
Abbildung 6.1: Bere
hnung der mittleren Kr�ummung eines Dreie
ksnetzesAls Bewertungsfunktion f�ur Kriterium b) w�urde si
h also die Formel f�ur die mittlereKr�ummung des Dreie
ksnetzes (Glei
hung 6.3) anbieten. Verglei
hsweise gute Ergebnisse beideutli
h geringerem Re
henaufwand werden jedo
h erzielt, wenn nur die Kanten betra
htetwerden, an denen si
h die Kr�ummung tats�a
hli
h �andert. Zwar ist eine sol
he Funktion ni
htmehr in der Lage, ein einzelnes Dreie
ksnetz zu bewerten, sie kann jedo
h dazu verwendetwerden, einen Zustands�ubergang zwis
hen zwei Netzen zu bewerten. Da beim Simulated-Annealing ledigli
h Di�erenzen von Bewertungen bena
hbarter Zust�ande ben�otigt werden,kann Kriterium b) dur
h die Bewertungsfunktionfb(Tna
hher)� fb(Tvorher) = Pe2Ena
hher �e � kekPe2Ena
hher kek � Pe2Evorher �e � kekPe2Evorher kek (6.4)



40 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)bes
hrieben werden. Evorher ist die Menge aller Kanten des Dreie
ksnetzes Tvorher vor derZustands�anderung mit zwei Dreie
ken, die eine der folgenden drei Bedingungen erf�ullen.� Die Kante ist na
h der Zustands�anderung ni
ht mehr vorhanden.� Die Kante hat na
h der Zustands�anderung nur no
h ein Dreie
k.� Die Kante hat na
h der Zustands�anderung no
h immer zwei Dreie
ke, ihre Kr�ummunghat si
h jedo
h ver�andert.Analog dazu ist Ena
hher die Menge aller Kanten des Dreie
ksnetzes Tna
hher na
h der Zu-stands�anderung mit zwei Dreie
ken, die eine der folgenden drei Bedingungen erf�ullen.� Die Kante war vor der Zustands�anderung no
h ni
ht vorhanden.� Die Kante hatte vor der Zustands�anderung nur ein Dreie
k.� Die Kante hatte vor der Zustands�anderung ebenfalls zwei Dreie
ke, ihre Kr�ummung hatsi
h jedo
h ver�andert.Ist eine der beiden Mengen Evorher oder Ena
hher leer, tritt in der re
hten Seite von Glei-
hung 6.4 ein unbestimmter Ausdru
k auf. In sol
hen F�allen wird die Di�erenz fb(Tna
hher)�fb(Tvorher) = 0 gesetzt.6.2.3 Ein Simulated-Annealing-S
hrittEin Simulated-Annealing-S
hritt besteht darin, zuf�allig einen m�ogli
hen Zustands�ubergangauszuw�ahlen, und diesen abh�angig von einem Zufallsexperiment auszuf�uhren oder abzulehnen.Sei Tj das aktuelle Dreie
ksnetz. Aus der Menge Zj der Na
hbarzust�ande des Dreie
knetzes Tjwird zuf�allig ein Dreie
ksnetz Tk ausgew�ahlt. Dieses Dreie
ksnetz Tk wird als neuer aktuellerZustand �ubernommen, wenn es von den beiden Bewertungsfunktionen fa und fb akzeptiertwird. fa akzeptiert das Dreie
ksnetz Tk mit einer Wahrs
heinli
hkeit vonpa(Tj;Tk) = e� 
a�(fa(Tk)�fa(Tj))T ; (6.5)fb akzeptiert das Dreie
ksnetz Tk mit einer Wahrs
heinli
hkeit vonpb(Tj;Tk) = e� 
b�(fb(Tk)�fb(Tj))T : (6.6)Wegen pa(Tj;Tk) � 1 beziehungsweise pb(Tj;Tk) � 1 genau dann, wenn fa(Tk)�fa(Tj) � 0 be-ziehungsweise fb(Tk)�fb(Tj) � 0, werden �Uberg�ange zu besseren Zust�anden immer akzeptiert,w�ahrend �Uberg�ange zu s
hle
hteren Zust�anden stets mit einer gewissen Wahrs
heinli
hkeit



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 41abgelehnt werden. Die beiden Konstanten 
a und 
b k�onnen im Berei
h der positiven Zahlenfrei gew�ahlt werden. Dur
h sie kann der Benutzer steuern, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit eins
hle
hterer Zustand akzeptiert wird, und wel
hes Gewi
ht die beiden Bewertungsfunktionenfa (bewertet die Anzahl der o�enen Kanten) und fb (bewertet die Kr�ummung der Ober
�a
he)erhalten. Sinnvolle, dur
h Experimente ermittelte Werte sind 
a = 1:0 und 
b = 3:0.Pseudo
ode eines Simulated-Annealing-S
hrittes: In den Zeilen 2 bis 13 wird zuf�alligein Element Tk aus der Menge der Na
hbarzust�ande Zj des Dreie
ksnetzes Tj ausgew�ahlt. DieAbfrage in Zeile 6 dient dazu, Endloss
hleifen bei leerem Zj zu vermeiden. Eigentli
h m�usstevor dem Abbru
h in den Zeilen 7 und 8 �uberpr�uft werden, ob die Menge Zj tats�a
hli
h leerist, und falls ni
ht, ein R�u
ksprung na
h 2 erfolgen. Der f�ur einen sol
hen Test ben�otigteZeitaufwand ist jedo
h relativ ho
h. Andererseits ist es dur
haus vertretbar, hin und wiedereinen Simulated-Annealing-S
hritt auszulassen. Die Zeilen 14 bis 18 beziehungsweise 19 bis23 beenden den Simulated-Annealing S
hritt, falls der �Ubergang zum Dreie
ksnetz Tk von derBewertungsfunktion fa beziehungsweise fb abgelehnt wird.6.2.4 Das vollst�andige Simulated-Annealing-VerfahrenDas vollst�andige Simulated-Annealing-Verfahren besteht aus einer festen, vom Benutzer vor-zugebenden Anzahl s von Phasen, wobei jede Phase aus einer festen, ebenfalls vom Benutzervorzugebenden Anzahl t von S
hritten besteht.Die vers
hiedenen Phasen unters
heiden si
h ledigli
h dur
h den Wert der Temperatur T .Werden die Phasen absteigend von s � 1 bis 0 dur
hnumeriert, lautet die Formel f�ur dieTemperatur T in Phase k T (k) = (T1)k k = s� 1; : : : ; 0 ; (6.7)wobei T1, die Temperatur in Phase 1, ein vom Benutzer vorzugebender Wert gr�osser einsist. Dur
h die Temperatur T1 kann gesteuert werden, wie stark beziehungsweise s
hwa
h dieWahrs
heinli
hkeit, s
hle
htere Zust�ande zu akzeptieren, im Lauf der Phasen abnimmt.Das Simulated-Annealing-Verfahren wird abgebro
hen, wenn keine o�enen Kanten mehr vor-handen sind oder aber wenn alle Phasen vollst�andig dur
hlaufen wurden. In letzterem Fallsollte das Simulated-Annealing nat�urli
h erneut gestartet werden, eventuell mit einer h�oherenTemperatur T1 oder einer gr�osseren Anzahl s von Phasen oder t von S
hritten.In �ausserst seltenen F�allen treten Kon�gurationen auf, von denen aus es ni
ht mehr m�ogli
hist, �uber einen Pfad von Na
hbarzust�anden ein ges
hlossenes Dreie
ksnetz zu errei
hen. Eshandelt si
h dabei meist um kleine L�o
her, gebildet von drei oder vier o�enen Kanten, beidenen immer wieder dieselben Dreie
ke eingef�ugt und entfernt werden. Die Ursa
hen daf�urk�onnen zum Beispiel numeris
he Probleme bei Test 4 (Abs
hnitt 4.4) oder Test 5 (Ab-s
hnitt 4.5), oder eine ung�unstige Lage der Punkte bei einem zu grossen, minimalen Zwi-



42 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)1 Tj = Aktuelles Dreie
ksnetz.2 W�ahle glei
hverteilt zuf�allig eine o�ene Kante.3 W�ahle glei
hverteilt zuf�allig einen der beiden Endpunkte dieser o�enen Kante.4 W�ahle glei
hverteilt zuf�allig eine andere, an diesem Endpunkt h�angende, o�ene Kante.5 IF (Die beiden gew�ahlten Kanten geh�oren zu zwei vers
hiedenen Dreie
ken, sie bildenalso ein Kantenpaar):6 IF (Das dur
h das Kantenpaar vorgegebene Dreie
k ist zu spitz (Fall 1)):7 Behalte Tj als aktuelles Dreie
ksnetz.8 Beende den Simulated-Annealing -S
hritt.9 Erzeuge Tk aus Tj dur
h Einf�ugen eines Dreie
ks an der dur
h das Kantenpaarvorgegeben Stelle und Entfernen aller st�orenden Dreie
ke (Fall 2, Fall 3,Fall 4, Fall 5 und Fall 6).10 ELSE IF (Die beiden gew�ahlten Kanten geh�oren zu einem isolierten Dreie
k):11 Erzeuge Tk aus Tj dur
h L�os
hen dieses isolierten Dreie
ks.12 ELSE IF (Die beiden gew�ahlten Kanten geh�oren zu einem ni
ht-isolierten Dreie
k):13 GOTO 2.14 IF (fa(Tk) > fa(Tj)):15 Ermittle glei
hverteilt eine Zufallszahl p 2 [0; 1℄.16 IF (p > pa(Tj;Tk) = e� 
a�(fa(Tk)�fa(Tj))T ):17 Behalte Tj als aktuelles Dreie
ksnetz.18 Beende den Simulated-Annealing -S
hritt.19 IF (fb(Tk) > fb(Tj)):20 Ermittle glei
hverteilt eine Zufallszahl p 2 [0; 1℄.21 IF (p > pb(Tj;Tk) = e� 
a�(fb(Tk)�fb(Tj))T ):22 Behalte Tj als aktuelles Dreie
ksnetz.23 Beende den Simulated-Annealing -S
hritt.24 �Ubernehme Tk als aktuelles Dreie
ksnetz.25 Beende den Simulated-Annealing -S
hritt.Pseudo
ode eines Simulated-Annealing-S
hrittess
henwinkel bei Test 2 (Abs
hnitt 4.2) sein. Als einfa
her, jedo
h �ausserst wirkungsvollerTri
k hat si
h in sol
hen F�allen das Vergr�ossern von vorhandenen L�o
hern erwiesen. Dabeiwerden einfa
h diejenigen Dreie
ke entfernt, die im aktuellen Netz mindestens eine o�ene Kan-te besitzen (Abbildung 6.2; die dunklen Dreie
ke werden entfernt). Da es f�ur gr�ossere L�o
her



6.2. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER DURCH ... 43meist eine ganze Reihe von m�ogli
hen Triangulierungen gibt, �ndet der zufallsgesteuerte Pro-zess des Simulated-Annealing auf diese Weise irgendwann eine M�ogli
hkeit das Dreie
ksnetzzu s
hliessen.Dreie
ksnetz vor demVergr�ossern von L�o
hern Dreie
ksnetz na
h demVergr�ossern von L�o
hern
Lo
h Lo
h

Abbildung 6.2: Vergr�ossern von L�o
hernGute Ergebnisse wurden mit folgender Strategie erzielt. Als Parameter werden T1 = 1:25,s = 1 und t = 10 � Anzahl der o�enen Kanten gew�ahlt. Werden die komplexen L�o
her imersten Dur
hlauf ni
ht vollst�andig ges
hlossen, wird die Anzahl der Phasen solange um 1erh�oht, bis keine o�enen Kanten mehr vorhanden sind. Konnte das Dreie
ksnetz, obwohl dieAnzahl s der Phasen bereits auf 10 erh�oht wurde, no
h immer ni
ht ges
hlossen werden,werden die vorhandenen L�o
her, wie weiter oben bes
hrieben, vergr�ossert und s wird auf 6zur�u
kgesetzt. Errei
ht s erneut den Wert 10 (dieser Fall ist im Laufe der vielen Tests imRahmen dieser Arbeit niemals aufgetreten), werden die L�o
her zweimal vergr�ossert, und swird wieder auf 6 zur�u
kgesetzt. Dieses S
hema wird solange fortgesetzt, bis das Dreie
ksnetzkeine L�o
her mehr aufweist.
Pseudo
ode des vollst�andigen Simulated-Annealing-Verfahrens: Die WHILE-S
hleife in Zeile 3 startet das Simulated-Annealing-Verfahren solange immer wieder von vorne,bis das Dreie
ksnetz vollst�andig ges
hlossen wurde. Die �aussere FOR-S
hleife (Zeile 5) bewirktdas Dur
hlaufen der einzelnen Phasen, die innere FOR-S
hleife (Zeile 7) das Ausf�uhren einerentspre
henden Anzahl von Simulated-Annealing-S
hritten. Die Zeilen 14 bis 18 sorgen beiProblemf�allen f�ur das Vergr�ossern der vorhandenen L�o
her.



44 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER L �OCHER (SCHRITT 4)1 
a = 1:0, 
b = 3:0, T1 = 1:25, s = 1.2 h = 0.3 WHILE (Dreie
ksnetz besitzt o�ene Kanten):4 t = 10 � Anzahl der o�enen Kanten.5 FOR (i = s� 1; s� 2; : : : ; 0):6 T = (T1)i.7 FOR (j = 1; 2; : : : ; t):8 IF (Dreie
ksnetz besitzt keine o�enen Kanten mehr)9 BREAK.10 F�uhre einen Simulated-Annealing -S
hritt aus.11 IF (Dreie
ksnetz besitzt keine o�enen Kanten mehr)12 BREAK.13 s = s+ 1.14 IF (s == 11):15 s = 6.16 h = h+ 1.17 FOR (i = 1; 2; : : : ; h):18 Vergr�ossere die vorhandenen L�o
her.Pseudo
ode des vollst�andigen Simulated-Annealing-Verfahrens6.3 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten zum Triangulieren komplexer L�o
her wird von sehr vielen, teilweise un-vorhersehbaren oder s
hwer zu bewertenden Faktoren beein
usst. Zu diesen Faktoren z�ahlendie Anzahl der o�enen Kanten und die Form des Dreie
ksnetzes zu Beginn des Simulated-Annealing, die vom Benutzer gew�ahlten Parameter des Simulated-Annealing, und die zuf�alligg�unstigen oder ung�unstigen Ausg�ange der Zufallsexperimente vor m�ogli
hen �Ubergangen zus
hle
hteren Zust�anden. Eine Aussage �uber das Laufzeitverhalten dieses S
hrittes vom theo-retis
hen Standpunkt aus ist daher nahezu unm�ogli
h.In zahlrei
hen Experimenten hat si
h jedo
h gezeigt, dass der Zeitverbrau
h des Simulated-Annealing bei den meisten Punktewolken den Zeitverbrau
h der anderen S
hritte desvollst�andigen Rekonstruktionsalgorithmus zumindest ni
ht wesentli
h �ubersteigt. Es soll je-do
h ni
ht unerw�ahnt bleiben, dass Punktewolken von realen dreidimensionalen Objektenexistieren, bei denen die Lage der Punkte derart ung�unstig ist, dass das Simulated-Annealing
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hes der Zeit verbrau
ht, die die anderen S
hritte ben�otigen. Experimentelle Ergeb-nisse sind in Kapitel 9 zu �nden.



Kapitel 7Einf�ugen isolierter Punkte(S
hritt 5 )
De�nition 7.1 Ein isolierter Punkt ist ein Punkt der gegebenen Punktewolke, der wederE
kpunkt eines Dreie
ks, no
h Endpunkt einer Kante ist.Beim Triangulieren komplexer L�o
her (Kapitel 6) kommt es hin und wieder vor, dass einSimulated-Annealing-S
hritt alle Dreie
ke eines Punktes und damit au
h alle seine Kantenentfernt. Sol
he Punkte k�onnen dur
h das Simulated-Annealing-Verfahren ni
ht mehr in dasDreie
ksnetz integriert werden. Bei diesem S
hritt geht es darum, diese isolierten Punktewieder in das Netz einzuf�ugen.Dieser S
hritt setzt ein fehlerfreies und ges
hlossenes Dreie
ksnetz voraus. Ein dur
h S
hritt 1,S
hritt 2, S
hritt 3 und S
hritt 4 erzeugtes Dreie
ksnetz erf�ullt diese Voraussetzungen.7.1 Prinzip des Einf�ugens isolierter PunkteDie isolierten Punkte werden in beliebiger Reihenfolge in das Dreie
ksnetz eingef�ugt.Sei vj derjenige isolierte Punkt, der als n�a
hstes eingef�ugt werden soll.In der N�ahe des isolierten Punktes vj wird dur
h Entfernen eines oder mehrerer Dreie
ke einLo
h im bestehenden Dreie
ksnetz erzeugt. Dabei muss darauf gea
htet werden, dass kein wei-terer isolierter Punkt entsteht und das Lo
h nur einen einzigen Rand besitzt (Abbildung 7.1).Nun wird f�ur jede dur
h dieses Lo
h entstandene o�ene Kante ein neues Dreie
k in das Netzeingef�ugt. Die E
kpunkte dieses Dreie
ks sind die beiden Endpunkte der o�enen Kante undder isolierte Punkt vj. Das erzeugte Lo
h wird dadur
h wieder ges
hlossen, und der isoliertePunkt vj in das Dreie
ksnetz integriert (Abbildung 7.2).Unter den vielen m�ogli
hen L�o
hern, die erzeugt werden k�onnen, um den isolierten Punkt vjeinzuf�ugen, ist dasjenige zu w�ahlen, das die folgenden beiden Kriterien erf�ullt.46
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Ri
htig!Die dunklen Dreie
kek�onnen entferntwerden. Fals
h!Dur
h Entfernen derdunklen Dreie
ke w�urdeein isolierter Punktentstehen. Fals
h!Dur
h Entfernen derdunklen Dreie
ke w�urdeein Lo
h mit zweiR�andern entstehen.Abbildung 7.1: Erzeugen eines Lo
hes

Isolierter Punkt Erzeugtes Lo
h Neue Triangulierungvj vj vj
Abbildung 7.2: Einf�ugen eines isolierten Punktes� Beim Einf�ugen der neuen Dreie
ke kommt es ni
ht zu Kon
ikten mit dem bestehendenNetz (Fall 1, Fall 2, Fall 4 und Fall 5, Kapitel 4; die Topologie des Dreie
ksnetzes kanndur
h das Einf�ugen eines isolierten Punktes ni
ht verletzt werden, Fall 3 und Fall 6m�ussen daher ni
ht �uberpr�uft werden).� Der isolierte Punkt vj wird m�ogli
hst glatt in das Dreie
ksnetz eingef�ugt. Mathematis
hausgedr�u
kt bedeutet das, dass die mittlere Kr�ummung C des Dreie
ksnetzes (Glei-
hung 6.3, Kapitel 6) dur
h diese Wahl des Lo
hes minimiert wird.



48 KAPITEL 7. EINF�UGEN ISOLIERTER PUNKTE (SCHRITT 5)Das Lo
h zu �nden, das diese beiden Kriterien erf�ullt, ist wegen der enorm grossen Anzahlm�ogli
her L�o
her extrem zeitaufwendig. Um das eben bes
hriebene Verfahren praktis
h ver-wenden zu k�onnen, muss es erst derart modi�ziert werden, dass sein Laufzeitverhalten dieLaufzeitverhalten der anderen S
hritte des vollst�andigen Rekonstruktionsalgorithmus zumin-dest ni
ht wesentli
h �ubersteigt, und es dabei immer no
h gute Ergebnisse liefert.7.2 Verbesserung des LaufzeitverhaltensUm den Zeitverbrau
h des eben bes
hriebenen Verfahrens drastis
h zu reduzieren, werden dieim Folgenden bes
hriebenen Massnahmen ergri�en.7.2.1 Eins
hr�ankung der Anzahl der zu betra
htenden L�o
herEs werden nur no
h L�o
her betra
htet, die dur
h Entfernen von einem oder von zwei Dreie
kenentstehen (Abbildung 7.3).Einf�ugen in ein Lo
h, entstanden dur
h Entfernen eines Dreie
ks
Einf�ugen in ein Lo
h, entstanden dur
h Entfernen zweier Dreie
ke

Abbildung 7.3: Einf�ugen in ein oder zwei Dreie
ke grosse L�o
herDie dur
h diese Eins
hr�ankung erzielten Ergebnisse sind no
h immer relativ gut, da die mei-sten isolierten Punkte bei Verwendung des in Abs
hnitt 7.1 bes
hriebenen Verfahrens ohne-hin in kleine L�o
her, entstanden dur
h Entfernen weniger Dreie
ke, eingef�ugt werden w�urden.Dar�uber hinaus k�onnen beim Gl�atten des Dreie
ksnetzes (Kapitel 8) die glei
hen Kon�gu-rationen entstehen, die dur
h Einf�ugen eines isolierten Punktes in ein grosses Lo
h erzeugt
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h nur auf L�o
her zu bes
hr�anken, die dur
h Entfernen eines Dreie
ks entstehen, ist ni
htausrei
hend. Es kommt dabei relativ h�au�g zu Problemen mit isolierten Punkten, die genauauf oder in unmittelbarer N�ahe einer Kante liegen. Diese Punkte k�onnen meistens ni
ht in einan diese Kante angrenzendes Lo
h eingef�ugt werden, da mindestens eines der neuen Dreie
keeinen zu spitzen Winkel hat (Fall 1, Kapitel 4) und deshalb ni
ht in das Dreie
ksnetz eingef�ugtwerden darf (Abbildung 7.4). Ni
ht an diese Kante angrenzende L�o
her s
heiden in der Regelebenfalls aus, da es wegen der N�ahe des isolierten Punktes zur Ober
�a
he des Dreie
ksnetzesfast immer zu zu kleinen Zwis
henwinkeln (Fall 2 ) oder zu S
hnitten zwis
hen bestehendenund neuen Dreie
ken (Fall 4 und Fall 5 ) kommt.

Einf�ugen in ein Lo
h, entstandendur
h Entfernen eines Dreie
ks,f�uhrt zu einem Dreie
k mit zwei sehrspitzen Winkeln.Ein isolierter Punkt in der N�aheeiner Kante.
Abbildung 7.4: Probleme bei einem isolierten Punkt in der N�ahe einer KanteEs ist m�ogli
h, Dreie
ksnetze zu konstruieren, bei denen das Einf�ugen von isolierten Punktenin L�o
her, entstanden dur
h Entfernen von einem oder von zwei Dreie
ken, stets zu Kon
iktenmit dem bestehenden Netz f�uhrt. Sol
he Konstrukte sind extrem theoretis
her Natur undwerden in der Praxis wohl so gut wie nie auftreten. Im Lauf der vielen Tests im Rahmen dieserStudienarbeit wurde ein sol
her Fall zumindest nie beoba
htet. Denno
h soll ni
ht unerw�ahntbleiben, dass in einem derartigen Ausnahmefall das Einf�ugen eines isolierten Punktes odermehrerer mit dem hier bes
hriebenen Verfahren ni
ht m�ogli
h ist.7.2.2 Verwendung eines einfa
heren Kr�ummungsmassesAnstatt die mittlere Kr�ummung C des gesamten Dreie
ksnetzes zu betra
hten, wird ein sehrviel einfa
her zu bere
hnendes Mass ~C herangezogen, die Summe der Winkel zwis
hen den



50 KAPITEL 7. EINF�UGEN ISOLIERTER PUNKTE (SCHRITT 5)Normalen bena
hbarter Dreie
ke im neuen Dreie
ksf�a
her. ~C bewertet wie spitz beziehungs-weise glatt der um den isolierten Punkt entstandene Dreie
ksf�a
her ist. Die Formel zur Be-re
hnung von ~C lautet ~C(Dreie
ksf�a
her) = Xe2EDreie
ksf�a
her �e : (7.1)Dabei ist EDreie
ksf�a
her die Menge der inneren Kanten des neuen Dreie
ksf�a
hers und �e derWinkel zwis
hen den Normalen der beiden Dreie
ke der Kante e.Von allen L�o
hern, die dur
h Entfernen von einem oder von zwei Dreie
ken erzeugt wer-den k�onnen, und in die der isolierte Punkt kon
iktfrei eingef�ugt werden kann, wird dasjenigegew�ahlt, bei dem ~C minimal wird. Da es sehr viel s
hneller geht, ~C f�ur einen Dreie
ksf�a
her zubere
hnen als zu �uberpr�ufen, ob es beim Einf�ugen der Dreie
ke dieses F�a
hers zu Kon
iktenmit dem bestehenden Netz kommt, wird zuerst f�ur alle zu betra
htenden L�o
her ~C ermittelt.Ans
hliessend werden die L�o
her in eine Liste eingeordnet und gem�ass ihren ~C-Werten auf-steigend sortiert. Das erste Lo
h in der Liste, bei dem es beim Einf�ugen der neuen Dreie
keni
ht zu Kon
ikten kommt, ist das, in das der isolierte Punkt eingef�ugt wird.In zahlrei
hen Experimenten hat si
h gezeigt, dass si
h die Qualit�at der Ergebnisse bei Ver-wendung von ~C anstatt von C kaum ver�andert.Pseudo
ode f�ur das Einf�ugen isolierter Punkte: Die S
hleife in Zeile 1 f�ugt die iso-lierten Punkte na
heinander in das Dreie
ksnetz ein. In den Zeilen 2 bis 8 wird eine Liste allerm�ogli
hen ein und zwei Dreie
ke grossen L�o
her erzeugt und na
h den jeweiligen ~C-Wertenaufsteigend sortiert. In den Zeilen 9 bis 12 wird dasjenige Lo
h ausgew�ahlt, bei dem keineKon
ikte beim Einf�ugen der neuen Dreie
ke auftreten, und in das der isolierte Punkt am"glattesten\ eingef�ugt werden kann. Treten bei allen L�o
hern Kon
ikte auf, wird eine War-nung ausgegeben, und mit dem n�a
hsten isolierten Punkt fortgefahren (Zeilen 13 und 14).In den Zeilen 15 bis 20 wird das ausgew�ahlte Lo
h erzeugt, und der isolierte Punkt in dieseseingef�ugt.7.3 LaufzeitverhaltenDas Laufzeitverhalten h�angt linear von der Anzahl m der isolierten Punkte ab.Ein ges
hlossenes Dreie
ksnetz mit n Punkten besitzt etwa 2n Dreie
ke und 3n Kanten (Eu-lers
her Polyedersatz). Die Anzahl der m�ogli
hen L�o
her, bestehend aus einem Dreie
k, ent-spri
ht der Anzahl der Dreie
ke des Netzes, betr�agt also ungef�ahr 2n. Die Anzahl der m�ogli-
hen L�o
her, bestehend aus zwei Dreie
ken, entspri
ht der Anzahl der Kanten des Netzes,betr�agt also ungef�ahr 3n. F�ur jeden isolierten Punkt wird daher eine Liste von L�o
hern derGr�ossenordnung n aufgebaut.



7.3. LAUFZEITVERHALTEN 511 FOR (Alle isolierten Punkte viso):2 liste = Leere Liste von L�o
hern.3 FOR (Alle Dreie
ke 4(vj;vk;vl)):4 F�uge das Lo
h, das dur
h Entfernen von 4(vj;vk;vl) entstehen w�urde, in listeein.5 FOR (Alle Dreie
kspaare (4(vj;vk;vl);4(vj;vk;vm))):6 F�uge das Lo
h, das dur
h Entfernen der Dreie
ke 4(vj;vk;vl) und4(vj;vk;vm) entstehen w�urde, in liste ein.7 Bere
hne ~C f�ur alle L�o
her in liste.8 Sortiere liste aufsteigend na
h ~C.9 n = Anzahl der Elemente von liste:10 FOR (lo
h = liste[1℄; liste[2℄; : : : ; liste[n℄):11 IF (Einf�ugen von viso in lo
h f�uhrt ni
ht zu Kon
ikten (Fall 1, Fall 2, Fall 4und Fall 5)):12 GOTO 15.13 PRINT (\Warnung! viso konnte ni
ht eingef�ugt werden!\).14 CONTINUE.15 IF (lo
h besteht aus einem Dreie
k 4(vj;vk;vl)):16 Entferne das Dreie
k 4(vj;vk;vl) aus dem Netz.17 F�uge die Dreie
ke 4(viso;vj;vk), 4(viso;vk;vl) und 4(viso;vl;vj) in dasNetz ein.18 ELSE IF (lo
h besteht aus den Dreie
ken 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm)):19 Entferne die Dreie
ke 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm) aus dem Netz.20 F�uge die Dreie
ke 4(viso;vj;vl), 4(viso;vl;vk), 4(viso;vk;vm) und4(viso;vm;vj) in das Netz ein.Pseudo
ode f�ur das Einf�ugen isolierter PunkteSortieren einer Liste der Gr�ossenordnung n weist ein Laufzeitverhalten vonTSortieren(n) = O(n � logn) (7.2)auf.Der Zeitverbrau
h beim �Uberpr�ufen, ob bei einem bestimmten Lo
h das Einf�ugen der neuen



52 KAPITEL 7. EINF�UGEN ISOLIERTER PUNKTE (SCHRITT 5)Dreie
ke zu Kon
ikten mit dem bestehenden Netz f�uhrt, wird von Test 5 dominiert. DasLaufzeitverhalten f�ur diese Tests betr�agt demna
hTTest 1, Test 2, Test 4, Test 5(n) = O(n) (7.3)(Unterkapitel 4.8).Es hat si
h gezeigt, dass in den allermeisten F�allen in eines der L�o
her am Anfang der Listekon
iktfrei eingef�ugt werden kann. Das liefert ein experimentell ermitteltes mittleres Lauf-zeitverhalten von TEinf�ugen isolierter Punkte(n;m) = O(n � log n �m) : (7.4)Im s
hle
htesten Fall muss beim Testen auf Kon
ikte immer die ganze Liste dur
hlaufenwerden. Dies liefert eine, wohl in den meisten F�allen weit vom tats�a
hli
hen Laufzeitverhaltenentfernte Worst-Case-Abs
h�atzung vonTEinf�ugen isolierter Punkte, Worst Case(n;m) = O(n2 �m) : (7.5)



Kapitel 8Gl�atten des erzeugtenDreie
ksnetzes (S
hritt 6 )
Bei diesem S
hritt geht es darum, das erzeugte Dreie
ksnetz zu gl�atten. Einerseits werdenunn�otige Za
ken und S
harten aus dem Netz entfernt, andererseits werden Kanten deutli
herherausgearbeitet. Das Dreie
ksnetz soll dadur
h ein gef�alligeres Aussehen erhalten. Die Anzahlund die Lage der Punkte der gegebenen Punktewolke bleiben dabei unver�andert.Dieser S
hritt setzt ein fehlerfreies und ges
hlossenes Dreie
ksnetz voraus. Ein dur
h S
hritt 1,S
hritt 2, S
hritt 3, S
hritt 4 und S
hritt 5 erzeugtes Dreie
ksnetz erf�ullt diese Vorausset-zungen.8.1 Das Verfahren von Dyn, Hormann, Kim und LevinDas in diesem Abs
hnitt pr�asentierte Verfahren entstammt [DyHo00℄.Dur
h eine Reihe von Kanten-Vertaus
hoperationen, sogenannten Edge-Swaps, wird versu
ht,die Gesamtkr�ummung des gegebenen Dreie
ksnetzes zu minimieren. Dies f�uhrt in den meistenF�allen zu deutli
h glatteren Dreie
ksnetzen.8.1.1 Kr�ummung bei Dreie
ksnetzenWie bereits in Unterabs
hnitt 6.2.2 erl�autert, darf Kr�ummung bei Dreie
ksnetzen ni
ht imstreng mathematis
hen Sinn verstanden werden, da die Kr�ummung an Kanten unendli
hbetr�agt, w�ahrend Dreie
ks
�a
hen eine Kr�ummung von null aufweisen. Eine Methode, die Ge-samtkr�ummung C eines Dreie
ksnetzes zu bere
hnen, ist die Winkel zwis
hen den Normalenbena
hbarter Dreie
ke zu bestimmen, mit den L�angen der gemeinsamen Kanten zu gewi
htenund zu summieren. Die Formel zur Bere
hnung der Gesamtkr�ummung C eines Dreie
ksnetzesT ist der Formel zur Bere
hnung der mittleren Kr�ummung sehr �ahnli
h (Glei
hung 6.3). Sielautet 53



54 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)C(T) = Xe2E �e � kek ; (8.1)wobei die E die Menge aller Kanten, �e der Winkel zwis
hen den Normalen der beiden Drei-e
ke der Kante e und kek die L�ange der Kante e ist (Abbildung 8.1). Weitere Informationenzu Kr�ummung bei Dreie
ksnetzen sind in [DyHo00℄ zu �nden.
�e

Kante e 2 E mit L�ange kek NormaleNormale
Abbildung 8.1: Bere
hnung der Gesamtkr�ummung eines Dreie
ksnetzes8.1.2 Edge-SwapsEin Edge-Swap ist eine Kanten-Vertaus
hoperation. Die gemeinsame Kante e(vj;vk) zwei-er aneinandergrenzender Dreie
ke 4(vj;vk;vl) und 4(vj;vk;vm) wird entfernt und dur
hdie neue Kante e(vl;vm) ersetzt. Dadur
h �andert si
h nat�urli
h die bestehende Triangulie-rung. Die Dreie
ke 4(vj;vl;vm) und 4(vk;vl;vm) ersetzen die Dreie
ke 4(vj;vk;vl) und4(vj;vk;vm) (Abbildung 8.2).Um topologis
he Fehler zu vermeiden darf ein Edge-Swap ni
ht mit einer der inneren Kanteneines aus drei Dreie
ken bestehenden F�a
hers ausgef�uhrt werden. Dies h�atte n�amli
h zurFolge, dass dana
h sowohl ein Dreie
k als au
h eine Kante doppelt im Netz vorhanden ist(Abbildung 8.3).Edge-Swaps k�onnen ausserdem zu unerw�uns
ht spitzen oder si
h s
hneidenden Dreie
kenf�uhren. Ein Edge-Swap darf nur ausgef�uhrt werden, wenn dur
h ihn keine Fall-1-Dreie
ke,Fall-2-Dreie
ke, Fall-4-Dreie
ke und Fall-5-Dreie
ke entstehen.8.1.3 Minimieren der Kr�ummungDer Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin versu
ht dur
h eine Reihe von Edge-Swaps die Gesamtkr�ummung C des gegebenen Dreie
ksnetzes T zu minimieren.
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vl vlvm vmvj

vkvk
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Abbildung 8.2: Ein Edge-Swap

Kante und das dunkle Dreie
kdoppelt vorhanden.... sind die fett gezei
hneteEdge-Swap statt, ...gezei
hneten Kante einFindet an der fett
Abbildung 8.3: Ein ni
ht erlaubter Edge-SwapZuerst werden f�ur alle m�ogli
hen Edge-Swaps s die jeweiligen �Anderungen der Gesamt-kr�ummung �C(s) = C(Tna
hher) � C(Tvorher) bere
hnet. Die Edge-Swaps werden dann ineine Liste eingeordnet und na
h ihren �C-Werten aufsteigend sortiert. Der erste Edge-Swapin der Liste ist also derjenige, der die Gesamtkr�ummung C des Dreie
ksnetzes am st�arkstenreduziert.Es wird nun solange der jeweils erste Edge-Swap in der Liste ausgef�uhrt, bis keine Edge-Swaps mehr existieren, die die Gesamtkr�ummung C des Dreie
ksnetzes verkleinern. Da dieListe stets sortiert gehalten wird, ist dies genau dann der Fall, wenn der �C-Wert des erstenListenelements gr�osser oder glei
h null ist. Na
h jedem dur
hgef�uhrten Edge-Swap muss dieListe der Edge-Swaps aktualisiert werden. Dies beinhaltet Hinzuf�ugen neuer und Entfernenni
ht mehr m�ogli
her Edge-Swaps, Aktualisieren vers
hiedener �C-Werte und Wiederherstel-



56 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)len der Sortierung. Beim Aktualisieren der �C-Werte rei
ht es aus, ledigli
h die Kanten derbeiden neuen und der daran angrenzenden Dreie
ke zu betra
hten. Nur bei den diesen Kan-ten zugeordneten Edge-Swaps k�onnen si
h die Kr�ummungsdi�erenzen �C ver�andert haben(Abbildung 8.4).

Na
h dem Edge-Swap der fett gezei
hneten Kante k�onnen si
h nur dieKr�ummungsdi�erenzen �C der Edge-Swaps ver�andert haben, dieden ni
ht-gestri
helten Kanten zugeordnet sind.Abbildung 8.4: Ver�anderung von Kr�ummungsdi�erenzen �C na
h einem Edge-SwapDur
h diesen Algorithmus wird mit Si
herheit eine lokale Minimalstelle, ni
ht notwendiger-weise jedo
h eine globale Minimalstelle der Gesamtkr�ummung C des Dreie
ksnetzes T er-rei
ht. Denno
h sind die Ergebnisse dieses Gl�attungsverfahrens ausgespro
hen gut. Die mei-sten unn�otigen Spitzen und S
harten werden dadur
h aus dem Netz entfernt.Pseudo
ode des Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin : In den Zeilen 1bis 5 wird eine Liste aller m�ogli
hen Edge-Swaps aufgebaut und aufsteigend na
h den jeweili-gen �C-Werten sortiert. Die WHILE-S
hleife in den Zeilen 6 bis 11 f�uhrt solange den jeweilsbesten Edge-Swap aus, bis keine Edge-Swaps mehr existieren, die die Gesamtkr�ummung Cdes Dreie
ksnetzes T reduzieren.8.2 Verbesserung des LaufzeitverhaltensDie Tatsa
he, dass die Liste der Edge-Swaps beim Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim undLevin na
h jedem Edge-Swap erneut sortiert werden muss, wirkt si
h �ausserst negativ aufdas Laufzeitverhalten aus. Um das Verfahren deutli
h zu bes
hleunigen wurde es im Rahmendieser Studienarbeit derart ver�andert, dass ni
ht jeweils der beste Edge-Swap ausgef�uhrt wird



8.2. VERBESSERUNG DES LAUFZEITVERHALTENS 571 liste = Leere Liste von Edge-Swaps.2 FOR (Alle m�ogli
hen Edge-Swaps s):3 F�uge s in liste ein.4 Bere
hne �C(s) = C(Tna
hher)� C(Tvorher) f�ur alle Edge-Swaps s in liste.5 Sortiere liste aufsteigend na
h den �C-Werten der Edge-Swaps.6 WHILE (�C(liste[1℄) < 0):7 F�uhre den Edge-Swap liste[1℄ aus.8 Entferne ni
ht mehr m�ogli
he Edge-Swaps aus liste.9 F�uge neue m�ogli
he Edge-Swaps in liste ein.10 Aktualisiere die �C-Werte vers
hiedener Edge-Swaps. Dabei rei
ht es aus, nur dieKanten der beiden neuen und der daran angrenzenden Dreie
ke zubetra
hten.11 Stelle die Sortierung von liste wieder her.Pseudo
ode des Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin
sondern ein beliebiger, der die Gesamtkr�ummung C des Dreie
ksnetzes T reduziert.Bei diesem modi�zierten Algorithmus werden die Kanten des Dreie
ksnetzes in beliebigerReihenfolge einmal dur
hlaufen. Dabei wird f�ur jede Kante die rekursive Funktion SWAPaufgerufen.Die Funktion SWAP �uberpr�uft, ob ein Edge-Swap dieser Kante m�ogli
h ist, und ob dieser dieGesamtkr�ummung C(T) reduziert. Ist das der Fall, wird dieser Edge-Swap ausgef�uhrt. Umsi
herzustellen, dass ein lokales Minimum der Gesamtkr�ummung C(T) errei
ht wird, mussdie Funktion SWAP nun rekursiv f�ur diejenigen Kanten aufgerufen werden, bei denen si
hdie Kr�ummungsdi�erenz der ihnen zugeordneten Edge-Swaps ver�andert haben kann. DieseKanten sind, wie in Unterabs
hnitt 8.1.3 bes
hrieben, die Kanten der beiden neuen und derdaran angrenzenden Dreie
ke (Abbildung 8.4).Die dur
h diesen modi�zierten Algorithmus erzielten Ergebnisse sind no
h immer relativ gut.Die Zeitersparnis im Verglei
h zum urspr�ungli
hen Verfahren ist betr�a
htli
h.Was si
h no
h immer �ausserst ung�unstig auf das Laufzeitverhalten auswirkt, sind die vorjedem Edge-Swap notwendigen Tests auf s
hle
hte Dreie
ke. Test 1, Test 2 und Test 4 sinddabei unproblematis
h, da diese in konstanter Zeit dur
hgef�uhrt werden k�onnen. Test 5 hatjedo
h ein Laufzeitverhalten vonTTest 5, ein Dreie
k(n) = O(n) (8.2)



58 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)(Abs
hnitt 4.5).Eine ni
ht unbedingt elegante aber zumindest relativ eÆziente L�osung ist die Folgende. StattTest 5 beim Gl�atten des Dreie
ksnetzes immer wieder dur
hzuf�uhren, werden alle s
hle
h-ten Fall-5-Dreie
ke (das sind erfahrungsgem�ass wenig bis gar keine) na
h Beendigung desGl�attungsalgorithmus aus dem Netz entfernt. Daf�ur wird sehr viel weniger Zeit ben�otigt, alsdie vielen einzelnen Tests im Laufe des Algorithmus verbrau
hen w�urden. Wurden Dreie
keentfernt, m�ussen wegen der dadur
h entstandenen L�o
her S
hritt 3 (Triangulieren einfa
herL�o
her), S
hritt 4 (Triangulieren komplexer L�o
her) und S
hritt 5 (Einf�ugen isolierter Punk-te) erneut ausgef�uhrt werden. Aufgrund der in aller Regel geringen Anzahl von entstandenenL�o
hern wird das Dreie
ksnetz dur
h diese S
hritte kaum mehr ver�andert. Die vorher erzeugte"Gl�atte\ des Netzes bleibt also weitestgehend erhalten.Pseudo
ode der rekursiven Funktion SWAP : Die Funktion SWAP wird mit einemParameter, einer Kante, aufgerufen. Zuerst wird si
hergestellt, dass der dieser Kante zuge-ordnete Edge-Swap die Gesamtkr�ummung C des Dreie
ksnetzes reduziert (Zeilen 3 bis 5),und dass dur
h ihn keine topologis
hen Fehler (Zeilen 6 und 7) und keine zu spitzen oder si
hs
hneidenden Dreie
ke (Zeilen 8 und 9; Fall 5 wird dabei verna
hl�assigt) erzeugt werden. InZeile 10 wird der Edge-Swap dann ausgef�uhrt. Zuletzt wird f�ur alle Kanten, an denen si
hdie Kr�ummungsdi�erenzen der ihnen zugeordneten Edge-Swaps ver�andert haben k�onnen, dieFunktion SWAP rekursiv aufgerufen (Zeilen 11 bis 13).Pseudo
ode des modi�zierten Gl�attungsalgorithmus: In den Zeilen 1 und 2 wirddie rekursive Funktion SWAP f�ur jede Kante einmal aufgerufen. Be�nden si
h dana
h Fall-5-Dreie
ke im Netz, werden diese entfernt, und S
hritt 3 (Triangulieren einfa
her L�o
her),S
hritt 4 (Triangulieren komplexer L�o
her) und S
hritt 5 (Einf�ugen isolierter Punkte) werdenerneut ausgef�uhrt (Zeilen 3 bis 7).8.3 LaufzeitverhaltenEine pr�azise Aussage �uber das Laufzeitverhalten des modi�zierten Gl�attungsalgorithmus istwegen der unvorhersehbaren Rekursionstiefe und Rekursionsbreite der Funktion SWAP ni
htm�ogli
h.Experimente haben gezeigt, dass bei den ersten Aufrufen von SWAP in der Haupts
hleife(Zeile 1 im Pseudo
ode des modi�zierten Gl�attungsalgorithmus) die Rekursionstiefen unddie Rekursionsbreiten sehr ho
h sind, bei sp�ateren Aufrufen die Rekursionen jedo
h meistensrelativ bald abbre
hen. Das ist dadur
h zu erkl�aren, dass die Edge-Swap-Operationen beieinem ungegl�atteten Dreie
ksnetz (viele Edge-Swaps sind m�ogli
h) wegen der kaskadenartigenRekursion �uber grosse Berei
he des Netzes "hinweglaufen\ k�onnen. Bei sp�ateren Aufrufen vonSWAP ist das Dreie
ksnetz bereits weitestgehend gegl�attet (nur no
h wenige Edge-Swaps sindm�ogli
h). Die Edge-Swap-Operationen k�onnen si
h dann ni
ht mehr "ausbreiten\, da sie von



8.3. LAUFZEITVERHALTEN 591 FUNCTION SWAP (Kante e):2 s = Der e zugeordnete Edge-Swap.3 �C(s) = C(Tna
hher)� C(Tvorher).4 IF (�C(s) � 0):5 RETURN.6 IF (e ist innere Kante eines aus drei Dreie
ken bestehenden F�a
hers):7 RETURN.8 IF (s erzeugt Fall-1-Dreie
ke, Fall-2-Dreie
ke oder Fall-4-Dreie
ke):9 RETURN.10 F�uhre s aus.11 E = Menge der Kanten der beiden neuen und der daran angrenzenden Dreie
keabz�ugli
h der gerade "geswappten\ Kante.12 FOR (Alle ~e 2 E):13 SWAP(~e).Pseudo
ode der rekursiven Funktion SWAP1 FOR (Alle Kanten e):2 SWAP(e).3 IF (Fall-5-Dreie
ke sind im Dreie
ksnetz vorhanden):4 Entferne diese Fall-5-Dreie
ke.5 F�uhre S
hritt 3 (Triangulieren einfa
her L�o
her) aus.6 F�uhre S
hritt 4 (Triangulieren komplexer L�o
her) aus.7 F�uhre S
hritt 5 (Einf�ugen isolierte Punkte) aus.Pseudo
ode des modi�zierten Gl�attungsalgorithmusKanten umgeben sind, die ni
ht mehr "geswappt\ werden d�urfen.W�ahrend der vielen Testl�aufe im Rahmen dieser Arbeit hat si
h gezeigt, dass die Edge-Swap-Operationen deutli
h weniger Zeit verbrau
hen, als der darauf folgende Test 5. Wegen dermeistens relativ geringen Anzahl von Test-5-Dreie
ken, die dabei entfernt werden, beein
ussendie dana
h statt�ndenden S
hritte, Triangulieren einfa
her L�o
her (S
hritt 3 ), Triangulierenkomplexer L�o
her (S
hritt 4 ) und Einf�ugen isolierter Punkte (S
hritt 5 ), den Zeitverbrau
hebenfalls nur unwesentli
h. Es kann also davon ausgegangen werden, dass f�ur die meisten



60 KAPITEL 8. GL�ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)Dreie
ksnetze das Laufzeitverhalten dieses S
hrittes dem Laufzeitverhalten von Test 5 f�urdas gesamte Dreie
ksnetz entspri
ht. Dies f�uhrt zu einem experimentell ermittelten mittlerenLaufzeitverhalten vonO(n � logn) � TGl�atten des erzeugten Dreie
ksnetzes(n) � O(n2) : (8.3)



Kapitel 9Ergebnisse
Der in dieser Studienarbeit entwi
kelte Rekonstruktionsalgorithmus wurde anhand zahlrei
herPunktewolken vers
hiedener Gr�osse getestet. Die Formen der zu diesen Test-Punktewolkengeh�origen Objekte de
ken ein breites Spektrum ab. In diesem Kapitel wird einerseits eineReihe von Messergebnissen pr�asentiert, entstanden im Rahmen einer Vielzahl von Testl�aufen,andererseits wird die Qualit�at der zu vers
hiedenen Test-Punktewolken erzeugten Dreie
ks-netze genauer betra
htet.Abbildung 9.1 zeigt aus vers
hiedenen Test-Punktewolken rekonstruierte Dreie
ksnetze. DemLeser soll dadur
h eine Vorstellung von den Formen der zu diesen Punktewolken geh�origenObjekte gegeben werden. Die Gr�ossen der entspre
henden Test-Punktewolken sind in Abbil-dung 9.1 in runden Klammern angegeben.Da der Rekonstruktionsalgorithmus ni
ht-deterministis
h arbeitet, wurden zu jeder der Test-Punktewolken zehn Dreie
ksnetze generiert. Dadur
h konnten generelle Tendenzen und Pro-bleme lei
hter erkannt, und allgemein g�ultigere Aussagen �uber die Qualit�at der erzeugtenNetze getro�en werden. Beim Erzeugen der Dreie
ksnetze wurden die in den vorausgehendenKapiteln vorges
hlagenen Parameter verwendet.9.1 MessergebnisseBei jedem der jeweils zehn Rekonstruktionsl�aufe wurden die folgenden Gr�ossen ermittelt.� Die von den se
hs S
hritten des Rekonstruktionsalgorithmus ben�otigten Zeiten, tS
hritt 1,tS
hritt 2, tS
hritt 3, tS
hritt 4, tS
hritt 5 und tS
hritt 6 (AMD Duron 600 Mhz, 128 MB Haupt-spei
her).� Die Anzahl der o�enen Kanten na
h S
hritt 2 (deterministis
he Gr�osse, dass heisst beiglei
her Punktewolke bei jeden Rekonstruktionslauf glei
h).� Die Anzahl der o�enen Kanten na
h S
hritt 3 (deterministis
he Gr�osse, dass heisst bei61
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Beethoven (10242) Bunny (66562) Bust (30696) Cat (366)

Cow (2903) Horse (48485) Isis (13020) Spo
k (16386)
Cone (10000) Cube (10000) Cylinder (10000) Sphere (10000)

Tetrahedron (10000) Torus (10000)Abbildung 9.1: Aus vers
hiedenen Test-Punktewolken rekonstruierte Dreie
ksnetzeglei
her Punktewolke bei jeden Rekonstruktionslauf glei
h).� Die Anzahl der isolierten Punkte na
h S
hritt 4.Zu allen Messreihen fx1; x2; : : : ; x10g von ni
ht-konstanten Gr�ossen wurde der Mittelwert



9.2. BEWERTUNG DER ERGEBNISSE 63x = 110 10Xi=1 xi (9.1)und die Standardabwei
hung �x = vuut19 10Xi=1 (xi � x)2 (9.2)bere
hnet1. Diese Messergebnisse k�onnen Tabelle 9.1 und Tabelle 9.2 entnommen werden. Siesind bei konstanten Gr�ossen in der Form Wert, bei ni
ht-konstanten Gr�ossen in der FormMittelwert� Standardabwei
hung angegeben.9.2 Bewertung der ErgebnisseEs f�allt auf, dass bei kleinen Punktewolken in der Regel verh�altnism�assig mehr Zeit zumS
hliessen der L�o
her ben�otigt wird (S
hritt 3 und S
hritt 4 ), als bei grossen Punktewolken.Dies liegt daran, dass die in S
hritt 1 erzeugte initiale Triangulierung an d�unn abgetaste-ten kritis
hen Stellen (starke Kr�ummung, kleiner Dur
hmesser; Abs
hnitt 1.4) von deutli
hs
hle
hterer Qualit�at ist (verh�altnism�assig mehr s
hle
hte Dreie
ke und L�o
her), als an di
htabgetasteten kritis
hen Stellen. Ein gutes Beispiel hierf�ur stellt das Modell Bunny dar. Bei487 Punkten wurde 80% der Zeit zum S
hliessen der L�o
her ben�otigt, bei 7958 Punkten 31%und bei 66562 Punkten nur no
h 4%.Dass die initiale Triangulierung an s
harfen Kanten viele Fehler aufweist, in Berei
hen s
hwa-
her Kr�ummung jedo
h fast fehlerfrei ist, zeigt au
h der direkte Verglei
h der beiden ModelleSphere (keine Kanten) und Tetrahedron (sehr s
harfe Kanten). Bei jeweils 10000 Punktenbetrug die Zeit zum S
hliessen der vorhandenen L�o
her bei der Kugel nur 46 Sekunden, beimTetraeder jedo
h 419 Sekunden.Da das in S
hritt 4 verwendete Simulated-Annealing ein zufallsgesteuertes Verfahren ist,liefern mehrere Rekonstruktionsl�aufe in der Regel vers
hiedene Dreie
ksnetze (Abbildung 9.2).Erfahrungsgem�ass unters
heiden si
h diese Ergebnisse um so st�arker, je d�unner in kritis
henBerei
hen abgetastet wurde. Entspri
ht die Form des erzeugten Dreie
ksnetzes ni
ht gut genugder Form des zur Punktewolke geh�origen Objekts, sollte der Algorithmus erneut gestartetwerden.Es hat si
h gezeigt, dass der entwi
kelte Rekonstruktionsalgorithmus zu fast jeder Punktewol-ke, die keine aussergew�ohnli
h niedrige Punktdi
hte aufweist, in der Regel bereits im erstenDur
hlauf ein Dreie
ksnetz erzeugt, das die Form des zu dieser Punktewolke geh�origen Objekts1Unter der Annahme, dass die xi normalverteilt sind, liegen etwa 68% der xi im Intervall x��x. N�ahereInformationen dazu sind in [Stoe98℄ zu �nden.
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Modell (# Punkte) tS
hritt 1 tS
hritt 2 # o�ene tS
hritt 3 # o�enein se
 in se
 Kanten na
h in se
 Kanten na
hS
hritt 2 S
hritt 3Beethoven (2515) 2� 0 2� 0 1009 5� 0 196Beethoven (10242) 12� 0 19� 1 917 17� 0 99Bunny (487) 0� 0 0� 0 331 0� 1 81Bunny (7958) 10� 0 14� 0 782 11� 0 26Bunny (66562) 233 � 16 376 � 19 136 26� 8 9Bust (8348) 8� 1 10� 0 1535 27� 1 10Bust (30696) 54� 0 72� 0 760 28� 1 0Cat (366) 0� 0 0� 0 88 0� 0 10Cow (2903) 2� 0 2� 0 892 4� 1 255Horse (9264) 9� 0 13� 0 1405 28� 0 76Horse (48485) 103 � 1 165 � 1 728 82� 1 47Isis (13020) 16� 0 21� 0 1862 39� 0 49Spo
k (1779) 1� 1 2� 0 724 3� 0 139Spo
k (16386) 26� 0 55� 1 408 8� 0 24Cone (1000) 1� 1 1� 0 311 1� 0 33Cone (10000) 14� 0 23� 0 2030 47� 0 165Cube (1000) 0� 1 1� 0 318 1� 0 7Cube (10000) 17� 0 93� 1 1908 45� 0 22Cylinder (1000) 0� 1 1� 0 220 0� 0 5Cylinder (10000) 17� 0 24� 0 1778 38� 1 31Sphere (1000) 1� 0 1� 0 131 0� 0 0Sphere (10000) 16� 0 19� 0 1314 28� 1 13Tetrahedron (1000) 1� 1 1� 0 427 1� 0 78Tetrahedron (10000) 13� 0 22� 0 2478 55� 1 231Torus (1000) 0� 1 1� 0 159 0� 1 0Torus (10000) 14� 0 17� 0 1499 31� 0 26Tabelle 9.1: Messergebnisse (1. Teil)
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Modell (# Punkte) tS
hritt 4 # isolierte tS
hritt 5 tS
hritt 6 tGesamtin se
 Punkte na
h in se
 in se
 in se
S
hritt 4Beethoven (2515) 47� 13 13 � 5 3� 1 5� 1 64� 13Beethoven (10242) 136� 22 9� 2 11 � 2 28� 1 222 � 23Bunny (487) 8� 2 4� 2 0� 0 1� 0 10� 2Bunny (7958) 9� 4 0� 0 0� 0 20� 1 64� 4Bunny (66562) 19� 16 0� 0 0� 0 459� 26 1113 � 47Bust (8348) 30� 9 0� 0 0� 0 16� 0 92� 9Bust (30696) 0� 0 0� 0 0� 0 94� 1 249 � 1Cat (366) 1� 1 0� 0 0� 0 0� 1 1� 1Cow (2903) 94� 18 31 � 6 10 � 2 5� 1 117 � 19Horse (9264) 88� 22 7� 3 8� 3 20� 1 166 � 23Horse (48485) 316 � 219 8� 1 51 � 7 204 � 2 922� 217Isis (13020) 81� 49 22� 36 30� 48 34� 3 220 � 95Spo
k (1779) 29� 8 10 � 2 2� 0 3� 0 40� 8Spo
k (16386) 3� 5 7� 3 12 � 6 74� 1 178 � 9Cone (1000) 3� 1 3� 2 0� 1 2� 0 8� 2Cone (10000) 257� 55 12 � 3 13 � 3 36� 1 390 � 54Cube (1000) 2� 1 0� 0 0� 0 2� 0 6� 1Cube (10000) 34� 12 1� 0 1� 1 102 � 1 292 � 11Cylinder (1000) 0� 0 0� 0 0� 0 3� 0 5� 1Cylinder (10000) 13� 19 0� 0 0� 0 32� 0 124 � 18Sphere (1000) 0� 0 0� 0 0� 0 1� 0 3� 0Sphere (10000) 18� 5 1� 0 1� 0 20� 0 102 � 4Tetrahedron (1000) 38� 15 6� 2 1� 0 2� 1 43� 15Tetrahedron (10000) 364� 43 14 � 3 16 � 4 28� 0 498 � 43Torus (1000) 0� 0 0� 0 0� 0 2� 0 3� 1Torus (10000) 16� 26 0� 0 0� 0 30� 0 109 � 26Tabelle 9.2: Messergebnisse (2. Teil)
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Abbildung 9.2: Zwei vers
hiedene Rekonstruktionen des Modells Bunny (487 Punkte)gut approximiert. Dar�uber hinaus werden bei ges
hi
kter Wahl der vorzugebenden Parameterau
h dur
h sehr d�unne Abtastung entstandene Punktewolken meist na
h wenigen Dur
hl�aufenzufriedenstellend trianguliert. Dies ist ein grosser Vorteil gegen�uber vielen bisherigen Rekon-struktionsalgorithmen, da diese deterministis
h arbeiten, und daher Punktewolken immer aufdieselbe, bei d�unner Abtastung meist fals
he Weise triangulieren.



Kapitel 10Weitere Fors
hungsm�ogli
hkeitenDer in dieser Studienarbeit entwi
kelte Algorithmus liefert ausgespro
hen gute Ergebnisse. Esgibt jedo
h no
h immer eine Reihe von Verbesserungsm�ogli
hkeiten und bestehenden Proble-men, die aufgrund der auf drei Monate begrenzten Bearbeitungszeit ni
ht n�aher betra
htetwerden konnten. Im Folgenden wird zu jedem der se
hs S
hritte des Algorithmus ein kurzerAusbli
k auf weitere Fors
hungsm�ogli
hkeiten gegeben.10.1 Erzeugen einer initialen Triangulierung (S
hritt 1 )Je besser die Ergebnisse der initialen Triangulierung sind, desto weniger Zeit wird zur Na
hbe-arbeitung ben�otigt (wenig o�ene Kanten bedeuten einen geringen Zeitverbrau
h von S
hritt 3,S
hritt 4 und S
hritt 5 ), und desto besser ist die Qualit�at der vom vollst�andigen Rekonstruk-tionsalgorithmus erzeugten Dreie
ksnetze. Es existieren zahlrei
he Arbeiten, die si
h mit demProblem der initialen Triangulierung bes
h�aftigen. Das hier verwendete Verfahren zum Er-zeugen einer initialen Triangulierung kann dur
h ein beliebiges anderes ersetzt werden, daan das resultierende Dreie
ksnetz keinerlei Forderungen gestellt werden (topologis
he Fehler,si
h s
hneidende Dreie
ke und L�o
her sind zul�assig). Ob einer dieser bereits bestehenden odereventuell ein ganz neuer Algorithmus zum Erzeugen einer initialen Triangulierung zu besserenEndergebnissen f�uhrt, bleibt zu untersu
hen.10.2 Entfernen von s
hle
hten Dreie
ken (S
hritt 2 )Ein grosses Problem beim Entfernen von s
hle
hten Dreie
ken ist das ung�unstige Laufzeit-verhalten von Test 5. Alle anderen Tests sind f�ur ein bestimmtes Dreie
k lokal und damitin konstanter Zeit dur
hf�uhrbar, w�ahrend Fall 5 ein lineares Laufzeitverhalten aufweist (Ab-s
hnitt 4.5). Ein Verfahren zu entwi
keln, das den Zeitverbrau
h von Test 5 deutli
h verrin-gert, stellt si
her ein lohnendes Ziel dar.Ein weiterer Punkt sind numeris
he Instabilit�aten, die vor allem bei Fall 4 und Fall 5 hin67



68 KAPITEL 10. WEITERE FORSCHUNGSM�OGLICHKEITENund wieder auftreten und zu fals
hen Ergebnissen f�uhren k�onnen. Obwohl bei der Implemen-tierung des entwi
kelten Rekonstruktionsalgorithmus bereits grosse Anstrengungen unternom-men wurden, numeris
he Fehler zu vermeiden, k�onnen sie denno
h ni
ht ganz ausges
hlossenwerden. Eine vom numeris
hen Standpunkt aus tiefergehende Betra
htung und ein eventuelles�Uberarbeiten der entspre
henden Teilalgorithmen w�are si
her hilfrei
h.10.3 Triangulieren einfa
her L�o
her (S
hritt 3 )Der Algorithmus zum Triangulieren einfa
her L�o
her ist ein deterministis
her Algorithmus,der in den meisten F�allen sehr gute Ergebnisse liefert. Das im darauf folgenden S
hritt statt�n-dende Simulated-Annealing ist dagegen ein zufallsgesteuertes Verfahren. Gerade wegen dieserZuf�alligkeit entstehen unter Umst�anden au
h bei "einfa
hen komplexen L�o
hern\ uns
h�oneErgebnisse. Den Algorithmus zum Triangulieren einfa
her L�o
her so zu erweitern, dass au
h"einfa
he komplexe L�o
her\ deterministis
h ges
hlossen werden, ohne dabei jedo
h das Lauf-zeitverhalten dramatis
h zu vers
hle
htern, ist si
her ein lohnendes Fors
hungsziel.10.4 Triangulieren komplexer L�o
her (S
hritt 4 )Um unn�otig za
kige Triangulierungen oder das Abreissen von einzelnen Punkten oder gan-zen Netzteilen mit no
h gr�osserer Wahrs
heinli
hkeit zu vermeiden, k�onnte das Simulated-Annealing dur
h weitere Bewertungsfunktionen erg�anzt werden.Dar�uber hinaus sind die Ergebnisse des Simulated-Annealing stark abh�angig von der Wahl derParameter. Wie die optimalen Parameter zu �nden sind, ist ein sehr s
hwieriges Thema, zudem es kaum Literatur gibt. Tiefergehende theoretis
he Betra
htungen und Experimente mitvielen vers
hiedenen Punktewolken k�onnten f�ur den hier vorliegenden Fall der Ober
�a
hen-rekonstruktion Aufs
hluss bringen.10.5 Einf�ugen isolierter Punkte (S
hritt 5 )Die Ergebnisse dieses S
hrittes sind erfahrungsgem�ass relativ zufriedenstellend, sein Zeitver-brau
h ist eher gering. Eine Verbesserung dieses S
hrittes s
heint also weder notwendig no
hlohnend zu sein.10.6 Gl�atten des erzeugten Dreie
ksnetzes (S
hritt 6 )Ein Problem ist, dass dur
h diesen S
hritt nur ein lokales Minimum der Gesamtkr�ummungdes rekonstruierten Dreie
ksnetzes errei
ht wird. Dieses lokale Minimum entspri
ht im All-gemeinen ni
ht dem globalen und eigentli
h gew�uns
hten Minimum. Dur
h einen erneuten



10.6. GL �ATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6) 69Einsatz von Simulated-Annealing k�onnte die Wahrs
heinli
hkeit, ein globales Minimum oderzumindest ein sehr viel besseres lokales Minimum zu errei
hen, deutli
h gesteigert werden.



Kapitel 11Zusammenfassung
In dieser Studienarbeit wurde ein neuer Algorithmus zur Rekonstruktion von Ober
�a
hen ausPunktewolken entwi
kelt.Dieser neue Algorithmus trianguliert nahezu beliebige dreidimensionale Punktewolken. Dabeiwird garantiert, dass die erzeugten Dreie
ksnetze sowohl fehlerfrei als au
h ges
hlossen sind.Ausserdem entspre
hen die Formen der generierten Dreie
ksnetze in den meisten F�allen denFormen der zu den entspre
henden Punktewolken geh�origen Objekte.Der Algorithmus gliedert si
h in se
hs vers
hiedene, voneinander unabh�angige Teilalgorith-men. Jeder dieser Teilalgorithmen ist in si
h abges
hlossen und kann daher au
h isoliertverwendet werden, entweder zur Ober
�a
henrekonstruktion oder bei verwandten Problemen.In Kapitel 4 (Entfernen s
hle
hter Dreie
ke (S
hritt 2 )), Kapitel 5 (Triangulieren einfa
herL�o
her (S
hritt 3 )), Kapitel 6 (Triangulieren komplexer L�o
her (S
hritt 4 )) und Kapitel 7(Einf�ugen isolierter Punkte (S
hritt 5 )) werden neu entwi
kelte Konzepte und Verfahrenzur Na
hbearbeitung und Reparatur von fehlerhaften und unvollst�andigen Dreie
ksnetzenpr�asentiert. Auf dieses s
hwierige, f�ur die Ober
�a
henrekonstruktion ungemein wi
htige The-ma wurde in bisherigen Arbeiten so gut wie gar ni
ht eingegangen. Es bleibt zu ho�en, dassdiese Arbeit Anstoss zu weiteren Anstrengungen auf diesem Gebiet gibt.
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