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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Aufbau dieser Studienarbeit

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber die vorliegende Ausarbeitung gegeben.

In diesem ersten Kapitel werden einige grundlegende Aspekte der Oberflichenrekonstruktion
erldutert. Es wird die Problemstellung definiert, kurz auf bisherige Arbeiten in diesem Bereich
eingegangen, und auf bei der Oberflichenrekonstruktion hiufig auftretende Schwierigkeiten
hingewiesen. Im Anschluss daran wird die Bedeutung verschiedener umgangssprachlicher For-
mulierungen und abkiirzender Schreibweisen erliutert, die im Rahmen dieser Studienarbeit
hiufig verwendet werden.

Das primére Ziel dieser Forschungsarbeit war es, einen neuen Algorithmus zur Rekonstruktion
von Oberflichen aus Punktewolken zu entwickeln. In Kapitel 2 wird dieser neu entwickelte
Algorithmus in einer Kurzfassung vorgestellt. Dabei werden lediglich grundlegende Ideen,
keinesfalls jedoch Details beschrieben.

Der Rekonstruktionsalgorithmus besteht im Wesentlichen aus sechs voneinander unabhéngi-
gen Schritten, die nacheinander ausgefiithrt werden. Diese sechs Schritte werden in den Kapi-
teln 3 bis 8 ausfiihrlich dargestellt.

Selbstverstédndlich wurde der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmus auch im-
plementiert und intensiv getestet. In Kapitel 9 werden zahlreiche von der Implementierung
gelieferte Ergebnisse prasentiert und diskutiert.

In Kapitel 10 wird ein Ausblick auf weitere Forschungsméglichkeiten, diese Studienarbeit
betreffend, gegeben.

Kapitel 11 schliesslich fasst die wesentlichen Punkte dieser Studienarbeit noch einmal zusam-

men.

Die im Rahmen dieser Forschungsarbeit erzielten Ergebnisse sind derart umfangreich, dass bei
ihrer Darstellung in der vorliegenden Ausarbeitung der iibliche Umfang einer Studienarbeit,
in etwa vierzig Seiten, deutlich iiberschritten wurde. Teilalgorithmen, die aus anderen Quellen
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iibernommen wurden, werden daher, wenn iiberhaupt, nur kurz erlautert. Es wird jedoch stets
auf die Originalarbeiten verwiesen. Verschiedene Beweise, die zum Verstdndnis dieser Arbeit
nicht unbedingt erforderlich sind, wurden aus Platzgriinden ebenfalls weggelassen.

Um die folgenden Ausfithrungen verstehen zu konnen, sollte der Leser gewisse Grundkennt-
nisse in geometrischer Modellierung, Algorithmik und Komplexitétstheorie besitzen.

1.2 Was ist Oberflichenrekonstruktion?

Aus einer ungeordneten Menge von dreidimensionalen Punkten, die einer geschlossenen Ober-
fliche entstammen, ohne Kenntnis dieser Oberfléche ein fehlerfreies und geschlossenes Drei-
ecksnetz zu konstruieren, dessen Form relativ gut der Form dieser Oberfliche entspricht, wird
in dieser Studienarbeit als Oberflichenrekonstruktion bezeichnet.

Oberflachenrekonstruktion kommt hauptsichlich bei beziehungsweise vor der Darstellung real
existierender, dreidimensionaler Objekte mit dem Computer zur Anwendung. Das betreffen-
de Objekt wird dazu zuerst von einem Scanner abgetastet, der eine ungeordnete Menge von
Punkten, im Folgenden h&iufig als Punktewolke bezeichnet, liefert. Da heute gingige Graphik-
karten hauptsichlich darauf ausgelegt sind, viele Dreiecke in kurzer Zeit darzustellen, muss
aus der Punktewolke eine geeignete Triangulierung erzeugt werden. Unter einer geeigneten
Triangulierung wird in diesem Zusammenhang einerseits eine fehlerfreie und geschlossene Tri-
angulierung verstanden, also ein topologisch korrektes Dreiecksnetz ohne Lécher oder sich
schneidende Dreiecke, andererseits eine Triangulierung, deren Form relativ gut der Form des
gescannten Objekts entspricht. Dieser Ubergang von einer gegebenen Punktewolke zu einem
Dreiecksnetz stellt die in dieser Arbeit intensiv betrachtete Oberflichenrekonstruktion dar.

1.3 Bisherige Arbeiten zur Oberflichenrekonstruktion

Es existieren zahlreiche Arbeiten, die sich mit dem Problem der Oberflichenrekonstruktion
beschiftigen. Teilweise sind sich diese Arbeiten sehr dhnlich, teilweise verwenden sie jedoch
auch véllig unterschiedliche Methoden, um aus einer Punktewolke ein Dreiecksnetz zu generie-
ren. Eine eindeutige Klassifizierung der bisher entwickelten Algorithmen ist schwierig, da die
Grenzen zwischen den verschiedenen Verfahren fliessend sind. Die im Folgenden stichpunkt-
artig prasentierte Einteilung in Klassen entstammt [MeMu97b]. Durch sie soll dem Leser eine
grobe Vorstellung vermittelt werden, auf welchen grundsétzlich verschiedenen Wegen an das
Problem der Oberflichenrekonstruktion herangegangen werden kann.

1.3.1 Oberflichenrekonstruktion durch rdumliche Unterteilung

Bei diesen Algorithmen wird zuerst der Teil des Raumes, in dem sich die Punktewolke be-
findet, in viele kleine Zellen unterteilt. Dann wird versucht, diejenigen Zellen zu selektie-
ren, die entweder von der Oberfliche des zur Punktewolke gehorigen Objekts geschnitten
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werden (oberflichenorientierte Verfahren), oder von dieser Oberfliche eingeschlossen werden
(volumenorientierte Verfahren). Aus den selektierten Zellen wird schliesslich ein Dreiecksnetz
erzeugt.

Beispiele fiir ein derartiges Vorgehen sind [Al1Sc96], [BaBe97] und [HoDe92].

1.3.2 Oberflichenrekonstruktion mit Hilfe einer Abstandsfunktion

Bei derartigen Verfahren wird versucht, eine Funktion zu finden, die zu jedem beliebigen
Punkt im Raum eine gute Niherung fiir den kleinsten Abstand zu der Oberfliche des zur
Punktewolke gehorigen Objekts berechnet. Alle Punkte, fiir die eine solche Abstandsfunktion
den Wert null liefert, liegen auf der durch sie beschriebenen Oberfliche. Mit Hilfe dieser
Abstandsfunktion wird dann ein Dreiecksnetz erzeugt.

Beispiele fiir ein derartiges Vorgehen sind [BiTs95] und [HoDe92].

1.3.3 Oberflichenrekonstruktion durch Formverinderung

Bei diesen Methoden wird jeweils mit einem geschlossenen Dreiecksnetz begonnen, das min-
destens so viele Punkte besitzt wie die gegebene Punktewolke. Im Idealfall hat ein solches
Dreiecksnetz bereits eine Form, die der Form des zur Punktewolke gehorigen Objekts dhn-
lich ist. Ist die Form des zur Punktewolke gehorigen Objekts jedoch unbekannt, kann auch
mit einer beliebigen anderen Form, beispielsweise einer Kugel, begonnen werden. Um eine
Formverdnderung zu erzielen, werden nun verschiedene Punkte des Dreiecksnetzes verscho-
ben, ohne jedoch die Topologie des Netzes zu verdndern. Mit dem Verschieben der Punkte
wird solange fortgefahren, bis das Dreiecksnetz gut genug die Oberfliche des zur Punktewolke
gehorigen Objekts approximiert.

Ein Beispiel fiir ein derartiges Vorgehen ist [A1Sc96].

1.3.4 Inkrementelle Oberflichenrekonstruktion

Bei diesen Algorithmen wird mit einer einzigen Kante oder einem einzigen Dreieck begonnen.
Schrittweise werden dann weitere Kanten und Dreiecke in die jeweils aktuelle Dreiecksnetz-
Konfiguration eingefiigt. Dieses Hinzufiigen von Kanten und Dreiecken wird abgebrochen,
wenn keine weiteren Kanten oder Dreiecke mehr eingefiigt werden konnen, die das Dreiecks-
netz zu einer besseren Approximation des zur Punktewolke gehérigen Objekts machen.

Beispiele fiir ein derartiges Vorgehen sind [BeMi99], [GoKr00], [Menc95] und [MeMu97a].
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1.4 Probleme bei der Oberflichenrekonstruktion

Das durch ein Rekonstruktionsverfahren erzeugte Dreiecksnetz soll einerseits fehlerfrei und
geschlossen sein, andererseits eine Form aufweisen, die relativ gut der Form des zur gegebe-
nen Punktewolke gehorigen Objekts entspricht. Dieses Ziel zu erreichen bereitet vor allem
dann Schwierigkeiten, wenn die Punktdichte der Punktewolke in kritischen Bereichen zu ge-
ring ist. Solche kritischen Bereiche sind einerseits Bereiche, in denen das zur Punktewolke
gehorige Objekt eine sehr starke Kriimmung aufweist, andererseits Bereiche, in denen das zur
Punktewolke gehorige Objekt sehr diinn ist.

1.4.1 Probleme in Bereichen starker Kriimmung

Ist die Punktdichte der gegebenen Punktewolke in einem bestimmten Bereich klein im Ver-
gleich zur maximalen Kriimmung des zu dieser Punktewolke gehorigen Objekts in diesem Be-
reich (dieser Fall tritt vor allem an scharfen Kanten und Spitzen auf, da dort die Kriitmmung
unendlich ist), liegen nicht benachbarte Punkte hiufig nidher zusammen als benachbarte
Punkte. Als benachbarte beziehungsweise nicht benachbarte Punkte werden in diesem Zu-
sammenhang Punkte bezeichnet, die auf der gescannten Oberfliche direkt beziehungsweise
nicht direkt nebeneinander liegen. Da nahezu alle Rekonstruktionsalgorithmen bei der Suche
nach einer geeigneten Triangulierung auf irgendeine Art und Weise den Abstand zwischen den
Punkten der gegebenen Punktewolke verwenden, entsprechen die Formen der erzeugten Drei-
ecksnetze in solchen Bereichen starker Kriimmung h&ufig nicht mehr der Form des zu dieser
Punktewolke gehorigen Objekts (Abbildung 1.1; die Abbildung zeigt einen Schnitt durch ein
dreidimensionales Objekt; das Innere ist dabei grau gefirbt). Bei vielen Algorithmen weisen
die rekonstruierten Dreiecksnetze in derartigen Bereichen sogar Locher und Fehler auf.

[ ]
o ®
o
* o ‘ O<I
i [ ]
Gescanntes Objekt Vom Scanner gelieferte Fehlerhaft
Punktewolke (die gepunkteten rekonstruiertes
Absténde sind kleiner als die Dreiecksnetz
gestrichelten)

Abbildung 1.1: Fehlerhafte Rekonstruktion an einer scharfen Kante
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1.4.2 Probleme bei sehr diinnen Objekten

Ist die Punktdichte der gegebenen Punktewolke in einem bestimmten Bereich klein im Ver-
gleich zum Kehrwert des kleinsten Durchmessers des zu dieser Punktewolke gehorigen Objekts
in diesem Bereich (dieser Fall tritt vor allem bei sehr diinnen Objekten auf), liegen nicht be-
nachbarte Punkte hiufig ndher zusammen als benachbarte Punkte. Dies fiihrt, wie bereits in
Unterabschnitt 1.4.1 erldutert, hdufig dazu, dass Rekonstruktionsalgorithmen Dreiecksnetze
erzeugen, die unvollstiindig und fehlerhaft sind, oder deren Formen nicht mehr der Form des
zur gegebenen Punktewolke gehorigen Objekts entsprechen (Abbildung 1.2; die Abbildung
zeigt einen Schnitt durch ein dreidimensionales Objekt; das Innere ist dabei grau gefirbt).

Gescanntes Objekt Vom Scanner gelieferte Fehlerhaft
Punktewolke (die gepunkteten rekonstruiertes
Absténde sind kleiner als die Dreiecksnetz
gestrichelten)

Abbildung 1.2: Fehlerhafte Rekonstruktion an einer sehr diinnen Stelle

1.4.3 Losungsmoglichkeiten

Eine Moglichkeit, den eben angesprochenen Problemen zu begegnen, besteht darin, Abtast-
theoreme einzufiihren, die problematische Punktewolken von vornherein ausschliessen. Solche
Abtasttheoreme geben meistens eine mindestens notwendige Abtastrate in Abhéngigkeit von
der maximalen Kriimmung und dem minimalen Durchmesser des abzutastenden Objekts fiir
jeden Punkt der Oberfliche dieses Objekts vor. Die meisten Arbeiten zur Oberflichenre-
konstruktion verzichten auf Abtasttheoreme, da diese einerseits mathematisch schwierig zu
formulieren und andererseits in der Praxis wenig hilfreich sind, letzteres deshalb, weil Scan-
ner in der Regel mit konstanter Abtastrate arbeiten, und die Kriimmungen und minimalen
Durchmesser der zu scannenden Objekte meistens ohnehin nicht bekannt sind. Ein Beispiel
fiir eine Arbeit, deren Rekonstruktionsverfahren auf einem derartigen Abtasttheorem basiert,
ist [GoKr00].

Eine andere Losungsmoglichkeit sind Algorithmen zur Nachbearbeitung von unvollstindi-
gen oder fehlerhaften, rekonstruierten Dreiecksnetzen. Solche Algorithmen kénnen zwar eine
fehlerfreie und geschlossene Triangulierung garantieren, werden aber sicher niemals fiir jede
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Punktewolke eine Oberfliche liefern, deren Form der Form des zu dieser Punktewolke gehori-
gen Objekts entspricht. Anders ausgedriickt kann fiir jedes Rekonstruktionsverfahren mit
Nachbearbeitungsalgorithmus und jedes Objekt eine zu diesem Objekt gehorige Punktewolke
konstruiert werden, bei der unerwiinschte Ergebnisse produziert werden.

Erstaunlicherweise existiert zur Nachbearbeitung von Dreiecksnetzen kaum Literatur, obwohl
(oder vielleicht gerade weil?) es sich dabei ganz sicher nicht um ein einfaches Problem han-
delt. Die meisten Arbeiten zur Oberflichenrekonstruktion beschrinken sich auf ,gutartige“
Punktewolken, also solche, bei der oben genannte Schwierigkeiten nicht auftreten, ohne je-
doch genau zu spezifizieren, welche Punktewolken ,, gutartig” sind. Einige Arbeiten behandeln
bei der Rekonstruktion auftretende Schwierigkeiten in wenigen Sétzen, was der Komplexitét
des Problems in keiner Weise gerecht wird. Leider wird durch solche Verfahren auch nur der
einfachere Teil der in Dreiecksnetzen moglichen Fehler beseitigt.

Eines der Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, einen neu entwickelten Algorithmus zur Nach-
bearbeitung von unvollstindigen und fehlerhaften Triangulierungen zu présentieren, der in
jedem Fall ein fehlerfreies und geschlossenes Dreiecksnetz liefert, dessen Form in den mei-
sten Fillen auch relativ gut der Form des zur gegebenen Punktewolke gehorigen Objekts
entspricht.

1.5 Terminologie und Konventionen

1.5.1 Bedeutung hiufig verwendeter Formulierungen

Um Missverstidndnissen in den folgenden Kapiteln vorzubeugen, soll hier kurz auf die Bedeu-
tung verschiedener, hiufig verwendeter, umgangssprachlicher Ausdriicke und Formulierungen

eingegangen werden.

Ein Dreiecksnetz oder eine Triangulierung besteht aus Punkten, Kanten und Dreiecken.
Die Punkte sind die Punkte der gegebenen Punktewolke. Kanten kommen nur in Form von
Seiten eines oder mehrerer Dreiecke vor, das heisst eine Kante wird niemals isoliert ohne
Dreiecke existieren.

Zu den Kanten eines Punktes gehoren alle Kanten, fiir die dieser Punkt Endpunkt ist. Die
Dreiecke eines Punktes sind diejenigen Dreiecke, fiir die dieser Punkt Eckpunkt ist. Die
Dreiecke einer Kante sind diejenigen Dreiecke, die diese Kante als eine ihrer drei Seiten
haben.

Ein topologisch korrektes Dreiecksnetz ist ein Dreiecksnetz, in dem jede Kante hochstens
zwei Dreiecke hat, und in dem es keinen geschlossenen Dreiecksficher gibt, an dessen Spit-
ze weitere Dreiecke hingen. Ein fehlerfreies Dreiecksnetz ist ein topologisch korrektes
Dreiecksnetz, in dem es keine sich schneidenden Dreiecke gibt.

Eine offene Kante ist eine Kante mit nur einem Dreieck. Ein Loch ist ein Zyklus von
offenen Kanten, nicht zu verwechseln mit einem Henkel, wie er bei Objekten mit Genus > 1
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vorkommt, beispielsweise einem Torus. Ein geschlossenes Dreiecksnetz ist ein Dreiecksnetz
ohne offene Kanten und damit auch ohne Lécher.

1.5.2 Bedeutung hiufig verwendeter Zeichen

Verschiedene Grossen und Objekte werden vor allem in Formeln und Abbildungen durch
bestimmte Zeichen dargestellt beziehungsweise abgekiirzt. Bei deren Benennung wurde eine
einheitliche Konvention befolgt. Die Bedeutung der einzelnen Zeichen kann folgender Tabelle
entnommen werden. Bei Verwendung dieser Zeichen im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird
deren Bedeutung meist nicht mehr ausdriicklich erwéahnt.

P Die gegebene Punktewolke. P = {vy,...,vp}.

n Die Anzahl der Punkte der gegebenen Punktewolke.

T Ein aus Punkten, Kanten und Dreiecken bestehendes Dreiecksnetz.
v; Sowohl ein Punkt der gegebenen Punktewolke P als auch jedes zu P

gehorigen Dreiecksnetzes 7.

e(vj, vk) Eine Kante eines zu P gehdrigen Dreiecksnetzes T mit Endpunkten v;
und vi.

A(vj, vk, vi) | Ein Dreieck eines zu P gehorigen Dreiecksnetzes T mit Eckpunkten v;,

vk und vj.

Njk Die Menge der k£ néhesten Nachbarn des Punktes v; der gegebenen
Punktewolke P.

Toga(- - ) Laufzeitverhalten des (Teil-)Algorithmus zzz. Die Angabe erfolgt in der
in der Komplexitétstheorie iiblichen O-Notation.

N

srz(e ) Mittleres Laufzeitverhalten des (Teil-) Algorithmus zzz. Die Angabe
erfolgt in der in der Komplexititstheorie iiblichen O-Notation.

Tabelle 1.1: Bedeutung hiufig verwendeter Zeichen



Kapitel 2

Der entwickelte Algorithmus im
Uberblick

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Eigenschaften des entwickelten Rekonstruktions-
algorithmus, Eingabe, Ausgabe und Laufzeitverhalten, beschrieben. Ausserdem werden die
Funktionsweisen der einzelnen Schritte des Algorithmus kurz erliutert. Dabei werden ledig-
lich grundlegende Ideen und Prinzipien prisentiert. Detaillierte Ausfithrungen diesbeziiglich
sind in den Kapiteln 3 bis 8 zu finden.

2.1 Eingabe und Ausgabe des Algorithmus

Der im Rahmen dieser Studienarbeit entwickelte Algorithmus zur Oberflichenrekonstruktion
erzeugt zu jeder Punktewolke P = {vq,...v,} mit den Eigenschaften
e Die Punkte der Punktewolke P sind dreidimensional, das heisst vj € P — vj € R3.

e Die Punktewolke P enthilt mindestens dreizehn Punkte!, das heisst n > 13.
ein Dreiecksnetz T mit folgenden Eigenschaften.

e Die Eckpunkte aller Dreiecke des Dreiecksnetzes T entstammen der Punktewolke P, das
heisst A(vy, vi,vi) €T = (vi€EP A viik € P N vi € P).
e Das Dreiecksnetz T weist keine topologischen Fehler auf.

e Das Dreiecksnetz T besitzt keine sich schneidenden Dreiecke.

e Das Dreiecksnetz T ist geschlossen.

'Diese Untergrenze ist fiir die Praxis wohl relativ uninteressant und wurde nur der Vollstindigkeit halber
angegeben. Gingige Punktewolken bestehen aus etwa 1000 bis 100000 Punkten.
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e Das Dreiecksnetz T besitzt kaum unnétige Zacken und Scharten.

e Die Form des Dreiecksnetzes T entspricht in den meisten Féllen relativ gut der Form
des zur Punktewolke P gehérigen Objekts.

Die beiden letzten Aussagen iiber das erzeugte Dreiecksnetz sind unprizise und subjektiv.
Prézise und objektive Aussagen iiber diese Eigenschaften bei von Rekonstruktionsalgorith-
men erzeugten Dreiecksnetzen zu machen ist jedoch nur dann moglich, wenn die zulissigen
Eingabe-Punktewolken erheblichen Einschrinkungen unterworfen werden. Im hier vorliegen-
den Fall von (fast) beliebigen Punktewolken sind derartige Aussagen also unmoglich.

Fiir nahezu alle Punktewolken P weist das erzeugte Dreiecksnetz T zusétzlich noch folgende
Eigenschaft auf.

e Alle Punkte der Punktewolke P sind Eckpunkte von Dreiecken des Dreiecksnetzes T,
das heisst v € P — (T A (vj, vk, v1) - A (vj, vk, vi) € 7).

Fille, bei denen die erzeugten Dreiecksnetze diese Eigenschaft nicht erfiillen, wurden wihrend
der vielen Testldufe im Rahmen dieser Studienarbeit nie beobachtet. Punktewolken, bei denen
solche Fille auftreten, sind extrem theoretische Konstrukte und daher fiir die Praxis ohnehin
weniger interessant. Ndhere Informationen dazu sind in Abschnitt 7.2 zu finden.

2.2 Die sechs Schritte des Algorithmus

Der in dieser Studienarbeit entwickelte Rekonstruktionsalgorithmus besteht im Wesentlichen
aus sechs voneinander unabhingigen Schritten, die nacheinander ausgefithrt werden. Diese
sechs Schritte werden im Folgenden kurz beschrieben.

2.2.1 Erzeugen einer initialen Triangulierung (Schritt 1)

Bei diesem Schritt geht es darum, zu einer gegebenen Punktewolke P eine erste Triangu-
lierung zu erzeugen. Einerseits sollte diese Triangulierung einem fehlerfreien und geschlos-
senen Dreiecksnetz bereits relativ nahe kommen, andererseits sollte die Form der erzeugten
Triangulierung moglichst gut der Form des zu P gehorigen Objekts entsprechen.

2.2.2 Entfernen von schlechten Dreiecken (Schritt 2)

Das in Schritt 1 gewonnene Dreiecksnetz besitzt in vielen Fillen Dreiecke, die sich schneiden,
die die Topologie des Netzes verletzen, oder die die Erweiterung der Triangulierung zu einem
geschlossenen Dreiecksnetz verhindern. Bei diesem Schritt geht es darum, moglichst viele
solcher Dreiecke zu entdecken und zu entfernen.
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2.2.3 Triangulieren einfacher Lécher (Schritt 3)

Bei diesem Schritt wird versucht, lediglich durch Einfiigen neuer Dreiecke moglichst viele
der vorhandenen Locher zu schliessen. Hiufig existieren jedoch auch Locher, die nur dann
trianguliert werden kénnen, wenn vorher Dreiecke aus dem bestehenden Netz entfernt werden.
Solche Locher kénnen durch das in diesem Schritt verwendete Verfahren nicht geschlossen

werden.

2.2.4 Triangulieren komplexer Locher (Schritt 4)

Bei diesem Schritt geht es darum, alle noch vorhandenen Locher, also diejenigen, die in
Schritt 8 nicht trianguliert werden konnten, zu schliessen. Dazu werden sowohl storende Drei-
ecke aus dem Netz entfernt, als auch neue Dreiecke in das Netz eingefiigt. Dieses Einfiigen
und Entfernen geschieht mit Hilfe eines zufallsgesteuerten Optimierungsverfahrens, bekannt
unter dem Namen Simulated- Annealing.

2.2.5 Einfiigen isolierter Punkte (Schritt 5)

Bei diesem Schritt wird versucht, alle Punkte der gegebenen Punktewolke, die nicht Eckpunkte
eines oder mehrerer Dreiecke sind, in das Dreiecksnetz zu integrieren. Um einen solchen iso-
lierten Punkt in das bestehende Dreiecksnetz einzufiigen, wird in diesem ein geeignetes Loch
erzeugt. Dieses Loch wird dann so trianguliert, dass der isolierte Punkt im Netz enthalten ist.

2.2.6 Glitten des erzeugten Dreiecksnetzes (Schritt 6)

Bei diesem Schritt geht es darum, das erzeugte Dreiecksnetz zu glidtten. Einerseits werden
unnétige Zacken und Scharten aus dem Netz entfernt, andererseits werden Kanten deutlicher
herausgearbeitet. Das Dreiecksnetz soll dadurch ein gefélligeres Aussehen erhalten. Die Anzahl
und die Lage der Punkte der gegebenen Punktewolke bleiben dabei unverindert.

2.3 Laufzeitverhalten des Algorithmus

Eine prézise Aussage iiber das Laufzeitverhalten des vollstindigen Rekonstruktionsalgorith-
mus in Abhéngigkeit von n, der Anzahl der Punkte der gegebenen Punktewolke, ist wegen
der zufallsgesteuerten Optimierung in Schritt 4 unmdglich. Erschwerend kommt hinzu, dass
die Laufzeitverhalten der meisten Schritte von Faktoren beeinflusst werden, die nicht aus-
schliesslich von n abhingen. Diese Laufzeitverhalten konnen teilweise nur so grob abgeschétzt
werden, dass die entsprechenden Aussagen fiir die Praxis keinen Wert besitzen. Detaillierte
Betrachtungen der einzelnen Laufzeitverhalten sind in den Abschnitten Laufzeitverhalten der
Kapitel 3 bis 8 zu finden.
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Zahlreiche Experimente mit verschiedensten Punktewolken im Rahmen dieser Studienarbeit
deuten darauf hin, dass das Laufzeitverhalten des vollstindigen Rekonstruktionsalgorithmus
fir die meisten Punktewolken besser als quadratisch in n ist. Das mittlere Laufzeitverhal-
ten des Algorithmus scheint fiir sehr viele Punktewolken in etwa dem Laufzeitverhalten von
Schritt 1 zu entsprechen. Diese Beobachtungen geben Grund zu der Annahme, dass

wlot

) (2.1)

T Oberflichenrekonstruktion (n) ~ O (n

gilt.



Kapitel 3

Erzeugen einer initialen
Triangulierung (Schritt 1)

Bei diesem Schritt geht es darum, zu einer gegebenen Punktewolke P eine erste Triangulie-
rung zu erzeugen. Einerseits sollte diese Triangulierung einem fehlerfreien und geschlossenen
Dreiecksnetz bereits relativ nahe kommen, andererseits sollte die Form der erzeugten Trian-
gulierung moglichst gut der Form des zu P gehorigen Objekts entsprechen.

3.1 Das Verfahren von Gopi, Krishnan und Silva

Das in diesem Abschnitt préasentierte Verfahren entstammt [GoKr00].

In einem geschlossenen Dreiecksnetz ist jedem Punkt ein geschlossener Dreiecksficher zuge-
ordnet, bestehend aus allen Dreiecken, die diesen Punkt als Eckpunkt haben. In diesem Ver-
fahren wird versucht, durch Konstruktion von jeweils einem Dreiecksficher fiir jeden Punkt
vj € P eine moglichst gute initiale Triangulierung zu erzeugen. Die zwolf zu v; néchstgele-
genen Punkte in P bilden die Menge der méglichen Eckpunkte fiir Dreiecke des Dreiecksfichers
von vj. Diese zwolf Punkte werden durch Rotationen in die geschitzte Tangentialebene am
Punkt v; projiziert. Eine in dieser Ebene stattfindende Delaunay-Triangulierung dieser zwolf
projizierten Punkte und des Punktes v;j liefert den gesuchten Dreiecksféicher von vj.

3.1.1 Ermitteln der zwolf ndhesten Nachbarn

Definition 3.1 Die Menge Nj ;. der k nihesten Nachbarn des Punktes vy der gegebenen Punk-
tewolke P wird von den k zu vj ndchstgelegenen Punkten der Menge P — {v;} gebildet.

Es existieren zahlreiche Algorithmen zur Nidhesten-Nachbar-Suche, die sich anhand ihrer
Funktionsweisen und Laufzeitverhalten stark unterscheiden. In dieser Studienarbeit wurde
zum Ermitteln der zwdlf nihesten Nachbarn eines jeden Punktes in P ein von J. H. Fried-

12
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man, F. Baskett und L. J. Shustek entwickeltes Verfahren verwendet, das einerseits einfach
zu implementieren ist, andererseits ein relativ gutes Laufzeitverhalten aufweist. Im Folgen-
den wird die Funktionsweise dieser Methode grob beschrieben. Details konnen in [FrBa75]
nachgelesen werden.

Die Punkte der Punktewolke werden einmalig entlang jeder der drei Koordinatenachsen sor-
tiert. Sei nun v; der Punkt, zu dem die Menge der k ndhesten Nachbarn ermittelt werden
soll, und die z;-Achse diejenige Koordinatenachse, die in der Umgebung des Punktes v; die
geringste Punktdichte aufweist. Als mogliche Kandidaten fiir die Menge der & nihesten Nach-
barn des Punktes vj werden nun nacheinander die Punkte mit den kleinsten Abstinden zu
v; entlang der z;-Achse betrachtet. Die ersten & Punkte werden direkt in die zu Beginn leere
Menge N; ; aufgenommen. Sei danach vy der jeweils betrachtete Punkt und v, der Punkt mit
dem grossten dreidimensionalen Abstand zu vj in der Menge Nj ;. Ist der dreidimensionale
Abstand von vy zu v;j kleiner als der dreidimensionale Abstand von vy, zu vj, wird vy in Nj
eingefiigt und vy, aus Nj; entfernt. Ist der eindimensionale Abstand von vy zu v; entlang
der z;-Achse grosser als der dreidimensionale Abstand von vy, zu vj, wird das Verfahren
abgebrochen, da v und alle noch zu betrachtenden Punkte mit Sicherheit grossere Abstédnde
zu vj besitzen als jeder der Punkte der Menge N; ;. Die Menge NN enthélt dann also genau
die k£ nidhesten Nachbarn von vj.

Wurden die Punkte der Punktewolke bereits entlang der drei Koordinatenachsen sortiert,
betrigt das mittlere Laufzeitverhalten zum Ermitteln der zwdlf ndhesten Nachbarn eines
Punktes

Wl

) . (3.1)

TZwb'lf ndéheste Nachbarn, ein Punkt(n) = O(TL

Das mittlere Laufzeitverhalten zum Ermitteln der zwolf nihesten Nachbarn fiir alle Punkte
einschliesslich des Sortierens der Punkte entlang der drei Koordinatenachsen betrigt demnach

wlot

) . (3.2)

TZwb'lf ndheste Nachbarn, alle Punkte(n) = O(’I’L

3.1.2 Schéitzen der Tangentialebenen

Das Verfahren zum Schiitzen der Tangentialebene des zur gegebenen Punktewolke P gehorigen
Objekts an einem Punkt v; € P entstammt [HoDe92].

Als Tangentialebene an einem Punkt v; € P wird diejenige Ebene gewihlt, die v; enthélt, und
die den kleinsten Abstand zu den zwolf nihesten Nachbarn Nj 12 von vj im Sinne kleinster
Fehlerquadrate aufweist. In zahlreichen Experimenten mit verschiedenen Punktewolken hat
sich gezeigt, dass die zwolf ndhesten Nachbarn eines Punktes beim Ermitteln der Tangential-
ebene an diesem Punkt in den meisten Féllen eine recht gute Wahl sind. Sowohl mehr als
auch weniger Punkte zu betrachten fiihrt in der Regel zu immer stéirkeren Abweichungen von
der tatséichlichen Tangentialebene des zu P gehorigen Objekts an der entsprechenden Stelle.
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Als Normale nj der Tangentialebene am Punkt v; wird der zum kleinsten Eigenwert der
Matrix

M; = Z (v—vj)®(v—vj) (3.3)

VEN]‘,lg

gehorige Eigenvektor gewdhlt. Zum Berechnen der Eigenwerte und Eigenvektoren der symme-
trischen Matrix M; wurde in dieser Studienarbeit das Jacobi-Verfahren verwendet, welches
unter anderem in [PrTe97] ausfiihrlich dargestellt wird. Die Tangentialebene am Punkt v;
wird durch vj und n; vollstdndig beschrieben.

Das Laufzeitverhalten zum Schéitzen einer Tangentialebene ist unabhingig von der Grdsse
der Punktewolke. Es gilt daher

TTangentialebene, ein Punkt(n) = O(l) . (34)

Das Laufzeitverhalten zum Ermitteln der Tangentialebenen an allen Punkten der gegebenen
Punktewolke betrigt demnach

TTangentialebene, alle Punkte(n) = O(n) . (35)

3.1.3 Projektion der zwolf ndhesten Nachbarn in die Tangentialebenen

Um den Dreiecksfiacher eines Punktes v; € P zu berechnen, werden zuerst die zwolf ndhesten
Nachbarn von v;j durch Rotationen in die Tangentialebene E; von vj projiziert. Die Rotation
eines Punktes vi € Nj 2 in die Tangentialebene E; findet in der durch den Punkt v; und
die beiden Vektoren n; und vy — v; festgelegten Ebene statt. Dabei wird um den Punkt v;
rotiert. Die Rotationsrichtung (also im oder gegen den Uhrzeigersinn) ist so zu wihlen, dass
der Winkel, um den rotiert wird, der kleinere der beiden mdéglichen ist, dass also in Richtung
n; betrachtet die Projektion von vy — v; in die gleiche Richtung zeigt wie vy —v; (Abbildung
3.1).

Seien die beiden Vektoren e; x und e; y eine beliebige orthonormale Basis der Tangentialebene
E;. Die beiden Komponenten z;, und y;. des in die Ebene F; rotierten Punktes vi € Nj 12 in

dieser neuen Basis konnen mit den Formeln

Ty = (€jx,Vk — Vj) (3.6)
e = (€jy,Vk —Vj) (3.7)
T = M - Tk (3.8)

VTR + i
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Projektion von vy:
Vi T Tk Cix T Yk €y

Vi Tangentialebene E

Abbildung 3.1: Rotation von vy in die Tangentialebene E; von v;

VK — V; 5
Ye = ivie = vl Yk (3.9)

VIR + g

berechnet werden. Ist sowohl z;, = 0 als auch y, = 0, das heisst in Richtung n; betrachtet
liegt v genau vor oder hinter v;, kénnen die Formeln 3.8 und 3.9 wegen der Division durch
null nicht verwendet werden. In einem solchen Fall wird x; = 0 und y; = 0 gesetzt.

Durch die Rotationen der zwolf nihesten Nachbarn von v; in die Tangentialebene E; wird das
nachfolgende Problem der Triangulierung des Punktes v; und seiner zwolf ndhesten Nachbarn
von drei auf zwei Dimensionen reduziert.

Das Laufzeitverhalten der Rotationen der zwolf ndhesten Nachbarn eines Punktes in dessen
Tangentialebene ist unabhingig von der Grosse der Punktewolke. Es gilt daher

TRotationen, ein Punkt(n) = O(l) . (310)

Das Laufzeitverhalten der Rotationen der zwolf ndhesten Nachbarn in die entsprechenden
Tangentialebenen fiir alle Punkte betrigt demnach

TRotationen, alle Punkte(n) = O(TL) . (3'11)

3.1.4 Berechnen der Dreiecksfiacher

Der Dreiecksficher eines Punktes v; € P ergibt sich aus einer Delaunay-Triangulierung des
Punktes v; und seiner in dessen Tangentialebene E; projizierten zwolf ndhesten Nachbarn.
Den Dreiecksficher von v; bilden diejenigen Dreiecke, die die folgenden beiden Kriterien
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erfiillen (Abbildung 3.2 zeigt hierfiir ein Beispiel).

e Einer der Eckpunkte des Dreiecks ist v;.
Da nur der Ficher des Punktes v; von Interesse ist, konnen alle Dreiecke, fiir die v;
nicht Eckpunkt ist, vernachléissigt werden.

e Der Winkel des Dreiecks am Eckpunkt vj ist kleiner oder gleich 120°.
Dreiecke mit grosseren Winkeln als 120° im Zentrum des Fichers sind erfahrungsgemiss
hiufig schlecht (Definition 4.1; auf schlechte Dreiecke wird erst in Kapitel 4 genauer
eingegangen) und werden deshalb erst gar nicht ins Dreiecksnetz eingefiigt.

'
b 4%

Die dunklen Dreiecke bilden den Dreiecksfiacher von vj.

"y

Abbildung 3.2: Berechnen des Dreiecksfichers von v; mittels Delaunay-Triangulierung

Aufgrund dieser beiden Kriterien kommt es hin und wieder vor, dass der Dreiecksficher
eines Punktes nicht geschlossen ist, oder zu einem Punkt sogar mehrere nicht-geschlossene
Dreiecksficher existieren.

Mehr als zwolf ndheste Nachbarn beim Berechnen eines Dreiecksfichers zu betrachten, stellt
in den meisten Féllen einen unnétigen Aufwand dar. Die Ergebnisse werden dadurch zwar
keinesfalls schlechter, in der Regel jedoch auch nicht besser. Dreiecke, die diese zusétzlich
betrachteten Punkte als Eckpunkte haben, gehoren ndmlich meistens nicht dem gesuchten
Dreiecksficher an und werden daher ohnehin vernachlissigt.

Fiir den hier vorliegenden Spezialfall (nur die Dreiecke eines Féchers sind von Interesse)
existiert ein sehr effizientes Verfahren zur Delaunay-Triangulierung. Aus Platzgriinden kann
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in dieser Studienarbeit nicht darauf eingegangen werden. Eine detaillierte Beschreibung findet
sich jedoch in [GoKr00].

Das Laufzeitverhalten zum Berechnen des Dreiecksfichers eines Punktes ist unabhingig von
der Grosse der Punktewolke. Es gilt daher

TDreiecksfdcher, ein Punkt(n) = O(l) . (312)
Das Laufzeitverhalten zum Berechnen der Dreiecksfiicher aller Punkte betrigt demnach
TDreiecksfdcher, alle Punkte(n) = O(TL) . (313)

3.2 Laufzeitverhalten

Das Laufzeitverhalten beim Erzeugen einer initialen Triangulierung wird von der Nihesten-
Nachbar-Suche dominiert. Es liegt daher ein mittleres Laufzeitverhalten von

_ 5
TErzeugen einer initialen Triangulierung(n) - O(TL3) (3'14)

vor.



Kapitel 4

Entfernen von schlechten Dreiecken
(Schritt 2)

Definition 4.1 FEin schlechtes Dreieck in einem bestehenden Dreiecksnetz T ist ein Drei-
eck, welches ausschliesst, dass T durch Hinzufiigen neuer Dreiecke zu einem fehlerfreien und
geschlossenen Dreiecksnetz erweitert wird.

Die meisten schlechten Dreiecke sind Dreiecke, die Schnitte mit anderen Dreiecken aufweisen,
oder Dreiecke, die topologische Fehler bewirken. Gelegentlich treten jedoch auch Dreiecke auf,
die selbst keine Fehler verursachen, jedoch das Schliessen eines vorhandenen Loches verhin-
dern. Solche Dreiecke gehoren ebenfalls zur Menge der schlechten Dreiecke.

Bei diesem Schritt geht es darum, in einer bestehenden Triangulierung moglichst viele dieser
schlechten Dreiecke zu entdecken und zu entfernen.

Folgende Dreiecke werden entfernt, da sie entweder stark degeneriert (Fall 1) oder mit hoher
Wahrscheinlichkeit (Fall 2) oder mit Sicherheit (Fall 3, Fall 4, Fall 5 und Fall 6) schlecht
sind.

Dreiecke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel (Fall 1).

Dreieckspaare (Dreiecke mit einer gemeinsamen Kante) mit zu kleinem Zwischenwinkel

(Fall 2).

Dreiecke an Kanten mit mehr als zwei Dreiecken (Fall 3).

Sich schneidende Dreiecke mit einem gemeinsamen Eckpunkt (Fall 4).

Sich schneidende Dreiecke mit keinem gemeinsamen Eckpunkt (Fall 5).

An der Spitze eines geschlossenen Fichers hingende Dreiecke (Fall 6).

18
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Diese sechs Fille' umfassen den Grossteil aller schlechten Dreiecke, leider jedoch nicht alle.
Es ist ndmlich durchaus méglich, dass ein Dreieck, obwohl es in keine der oben genannten
sechs Klassen fillt, das Schliessen eines Loches verhindert. In einem solchen Fall ist es wegen
diesem Dreieck nicht mehr mdéglich neue Dreiecke konfliktfrei einzufiigen, um ein bestehendes
Loch zu schliessen. Solche Dreiecke sind nur sehr schwer zu entdecken. Derartige Problemfille
werden beim Triangulieren komplexer Locher (Kapitel 6) behandelt.

Dieser Teil des Algorithmus kommt das erste Mal nach dem Erzeugen einer initialen Tri-
angulierung zum Einsatz. Die im Folgenden genauer beschriebenen sechs Félle und die da-
zugehdrigen Tests finden jedoch auch bei allen weiteren Schritten des Rekonstruktionsalgo-
rithmus Verwendung, dem Triangulieren einfacher und komplexer Locher (Kapitel 5 und 6),
dem Einfiigen isolierter Punkte (Kapitel 7) und dem Gléitten des erzeugten Dreiecksnetzes
(Kapitel 8).

4.1 Dreiecke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel
(Fall 1)

Dreiecke mit mindestens einem sehr kleinen Winkel sind nach obiger Definition nicht
zwangsldufig schlecht. Sie sind jedoch dusserst unerwiinscht, da sie nahezu zu Strichen dege-
neriert sind. Als minimal zulissiger Winkel in einem Dreieck wurde in der Implementierung
10~'%ad gewihlt.

Der Winkel « in einem Dreieck A(vj, vi,vi) am Eckpunkt v; beziehungsweise der Winkel o
zwischen zwei Vektoren vy — vj und vy — v;j lésst sich effizient mit der Formel

|(vic = vj) X (vi —v;j)]]

a = [L(vg—vV;vi—vV;) = arctan 4.1
V=i i (Vvik — v, vi = vj) (1)
berechnen? (Abbildung 4.1).
Das Laufzeitverhalten eines solchen Tests ist
T'Test 1, ein Dreieck(n) = O(l) . (42)

Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreiecke des bestehenden Netzes auf Fall 1 betrigt
demnach

m weiteren wird auf diese sechs Fille und die dazugehérigen Tests und Dreiecke hiiufig nur noch mit der
entsprechenden Nummer verwiesen (zum Beispiel Fall 2, Test 5 oder Fall-6-Dreieck), ohne deren Bedeutung
erneut zu erldutern.

*Bei der Tmplementierung dieses Verfahrens wurde die Funktion atan2 der C-Standard-Bibliothek verwen-
det, der Zahler und Nenner separat iibergeben werden. Steht eine solche Funktion nicht zur Verfiigung ist
obige Formel wegen der méglichen Division durch null mit Vorsicht zu gebrauchen.
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Vk

V]

Abbildung 4.1: Berechnen eines Winkels in einem Dreieck

T'rest 1, alle Dreiecke(n) = O(n) . (43)

4.2 Dreieckspaare mit zu kleinem Zwischenwinkel (Fall 2)

Definition 4.2 Zwei Dreiecke bilden ein Dreieckspaar, wenn sie eine gemeinsame Kante
besitzen. Der Zwischenwinkel zweier Dreiecke eines Dreieckspaares ist der Winkel zwischen
den beiden Ebenen, in denen diese Dreiecke liegen.

Dreiecke eines Dreieckspaares mit zu kleinem Zwischenwinkel sind nur dann mit Sicherheit
schlecht, wenn der Zwischenwinkel 0° betrégt, da sie sich dann schneiden. Ist der Zwischen-
winkel klein, ist zumindest eines der beiden Dreiecke mit grosser Wahrscheinlichkeit schlecht.
Meistens beschreiben derart ,,aufeinander liegende®“ Dreiecke denselben Teil einer Oberflache,
fiir den verschiedene Triangulierungen moglich sind. Wenn ein solches Paar entdeckt wird,
wird das Dreieck mit dem kleineren Winkel zur gemeinsamen Kante entfernt. Dieses Kriteri-
um ist einfach zu iiberpriifen und liefert in den meisten Féllen die schonere Triangulierung im
Sinne maximaler kleinster Winkel (Abbildung 4.2; Dreieck 1 und Dreieck 2 beschreiben den-
selben Teil einer Oberfliche, eines von beiden ist also unerwiinscht; Dreieck 2 hat den spitzeren
Winkel zur gemeinsamen Kante und wird daher entfernt; das Ergebnis ist Triangulierung 1).
Der minimal zuléssige Zwischenwinkel ist vom Benutzer vorzugegeben. Experimente haben

gezeigt, dass dieser etwa 90° betragen sollte.

Der Zwischenwinkel o zweier Dreiecke A(vj, vk, v1) und A(vj, Vi, vim) kann mit Hilfe der
Formeln

ng = (vj—vi) X (vk —vi) (4.4)
ng = (Vk—Vm) X (Vj—Vm) (4.5)

a = 1800—4(1'10,1'11) (46)
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Moégliche Triangulierungen

- Tea

Dreieck 1 Dreieck?2

Triangulierung 1 Triangulierung 2

Abbildung 4.2: | Aufeinander liegende® Dreiecke

berechnet werden, wobei ng die Normale von A(vj,vk,vi) und n; die Normale von
A(Vj, Vk, Vi) ist (Abbildung 4.3).

Vm

n;
ng

Abbildung 4.3: Berechnen des Zwischenwinkels zweier Dreiecke

Das Laufzeitverhalten eines solchen Tests ist

T'rest 2, ein Dreieck(n) = O(l) . (47)

Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreieckspaare des bestehenden Netzes auf Fall 2
betrigt demnach

T'rest 2, alle Dreiecke(n) = O(n) . (48)
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4.3 Dreiecke an Kanten mit mehr als zwei Dreiecken (Fall 3)

Dreiecke an Kanten mit mehr als zwei Dreiecken sind mit Sicherheit schlecht, da die Topologie
des Dreiecksnetzes in einem solchen Fall nicht mehr korrekt ist (Abbildung 4.4). Bis auf
zwei Dreiecke werden alle entfernt, diejenigen mit den kleinsten Winkeln zur gemeinsamen
Kante zuerst. Dieses Kriterium ist einfach zu iiberpriifen und liefert in den meisten Fallen die
schonere Triangulierung im Sinne maximaler kleinster Winkel.

Kante mit
mehr als zwei
Dreiecken

Abbildung 4.4: Dreiecke an einer Kante mit mehr als zwei Dreiecken

Das Laufzeitverhalten eines solchen Tests ist

T'Test 3, ein Dreieck(n) = O(l) . (49)

Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Kanten des bestehenden Netzes auf Fall 3 betrigt
demnach

T'rest 3, alle Dreiecke(n) = O(n) . (4'10)

4.4 Sich schneidende Dreiecke mit einem gemeinsamen Eck-
punkt (Fall 4)

Nach Definition 4.1 sind alle sich schneidenden Dreiecke schlecht, also auch solche mit einem
gemeinsamen Eckpunkt. Wurden alle Fall-1-Dreiecke, Fall-2-Dreiecke und Fall-3-Dreiecke be-
reits entfernt, gibt es in aller Regel nur noch wenige Dreiecke mit einem gemeinsamen Eck-
punkt, die sich schneiden. Das Dreieck mit dem kleinsten Winkel wird entfernt. Dieses Krite-
rium ist einfach zu iiberpriifen und liefert in den meisten Fillen zufriedenstellende Ergebnisse.
Wegen der geringen Anzahl derartiger Dreiecke ist eine Verfeinerung dieses Kriteriums wenig

sinnvoll.
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Um herauszufinden, ob sich zwei Dreiecke mit einem gemeinsamen Eckpunkt schneiden, muss
zuerst iiberpriift werden, ob die beiden Dreiecke in einer Ebene liegen oder nicht. Dazu werden
deren Normalen berechnet und verglichen. Sind diese Normalen parallel oder antiparallel, so
liegen die beiden Dreiecke, da sie einen gemeinsamen Eckpunkt besitzen, in derselben Ebene.
Es ist bei diesem Test vorteilhaft, die Normale n eines Dreiecks A(vj, vj, vk) mit den Formeln

a = Vj—Vj (4.11)
b = vi—-v; (4.12)
cC = Vj— Vg (4.13)

X
n — ) ) (4.14)
X C cxa
zu bestimmen, da diese auch fiir sehr spitze Dreiecke numerisch recht stabil sind.

4.4.1 Nicht in einer Ebene liegende Dreiecke

Liegen zwei Dreiecke A(vj, vy, vik) und A(vi, v, vip) nicht in einer Ebene, schneiden sie sich
genau dann, wenn die dem gemeinsamen Punkt v; gegeniiberliegende Kante e(vy, vyy,) die
durch das Dreieck A(vj,vj,vi) definierte , Viertelebene“ schneidet (Abbildung 4.5). Dafiir
muss das lineare Gleichungssystem

vita-(vi—=-vi)+0-(vik—Vvi) = vi+7:(Vim—WV1) (4.15)

gelost werden. Als effizientes, numerisch stabiles Verfahren bietet sich dafiir der Gauss-
Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie an, der unter anderem in [Grab00)]
ausfithrlich dargestellt wird. Ein Schnitt liegt genau dann vor, wenn o > 0, § > 0 und
0<y<1

4.4.2 In einer Ebene liegende Dreiecke

Liegen zwei Dreiecke A(vj, vj, vk) und A(vy, vi, Vi) in einer Ebene, kann das Problem leicht
auf zwei Dimensionen reduziert werden, indem die unwichtigste der drei Dimensionen ver-
nachléssigt wird. Festgelegt wird diese durch die betragsmissig grosste Komponente der Nor-
male der beiden Dreiecke. Im Zweidimensionalen werden die Winkel o (Winkel zwischen den
Dreiecksseiten e(vi, v;) und e(vi, vk)), 8 (Winkel zwischen den Dreiecksseiten e(vj, vj) und
e(vi,vi)) und v (Winkel zwischen den Dreiecksseiten e(vi, vj) und e(vi, vim)) berechnet (Ab-
bildung 4.6). Es ist zu beachten, das alle Winkel in derselben Richtung, also entweder im
oder gegen den Uhrzeigersinn gemessen werden. Die Richtung ist so zu wéhlen, dass der Win-
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Durch das Dreieck A(vy, v, vi)
definierte “Viertelebene”

Vi<s——— ' e ﬁ

Schnittpunkt

Vi

Vk\~

Abbildung 4.5: Nicht in einer Ebene liegende Dreiecke

kel o kleiner oder gleich 180° ist, also dem Winkel des Dreiecks A(vj, vy, vi) am Eckpunkt
v; entspricht. Die beiden Dreiecke schneiden sich, falls mindestens eine der folgenden drei
Bedingungen erfiillt ist.

1. B < a, das heisst die Seite e(vy, vi) des Dreiecks A(vi, v}, vim) liegt zwischen den beiden
Seiten e(vj, vj) und e(vi, vi) des Dreiecks A(vy, vj, Vi).

2. v < a, das heisst die Seite e(vj, viy) des Dreiecks A(vy, vy, vim) liegt zwischen den beiden
Seiten e(vji, vj) und e(vi, vi) des Dreiecks A(vy, vj, Vi).

3. > aund v > a und | — ] > 180°, das heisst die beiden Seiten e(v;,v;) und
e(vi, vm) des Dreiecks A(vj, Vi, Vi) schliessen die beiden Seiten e(vy, vj) und e(vj, vi)
des Dreiecks A(vj, vj, vi) ein.

4.4.3 Laufzeitverhalten

Das Laufzeitverhalten eines solchen Tests ist unabhingig davon, ob die beiden Dreiecke in
einer Ebene liegen oder nicht. Es gilt

TTest4, ein Dreieck(n) = O(l) . (4'16)

Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreiecke des bestehenden Netzes auf Fall / betrigt
demnach

TTest4, alle Dreiecke(n) = O(n) . (4.17)
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Vm
\
\
Vi
\
I “
Vi ! \ Vi
1 ! \ 1
1 V]
? |
|
N
5 5 Vi
Beispiel zu 1. Beispiel zu 1. und 2. Beispiel zu 3.

Abbildung 4.6: In einer Ebene liegende Dreiecke

4.5 Sich schneidende Dreiecke mit keinem gemeinsamen Eck-

punkt (Fall 5)

Nach Definition 4.1 sind alle sich schneidenden Dreiecke schlecht, also auch solche mit keinem
gemeinsamen Eckpunkt (Abbildung 4.7). Wurden bereits alle Fall-1-Dreiecke, Fall-2-Dreiecke,
Fall-3-Dreiecke und Fall-4-Dreiecke entfernt, gibt es in den meisten Féllen gar keine Dreiecke

mit keinem gemeinsamen Eckpunkt mehr, die sich schneiden. Tritt ein solches Paar dennoch

auf, wird das Dreieck mit dem kleinsten Winkel entfernt. Dieses Kriterium ist einfach zu

iiberpriifen und liefert in den meisten Féllen zufriedenstellende Ergebnisse. Wegen der dusserst

geringen Anzahl derartiger Dreiecke ist eine Verfeinerung dieses Kriteriums wenig sinnvoll.

Abbildung 4.7: Sich schneidende Dreiecke mit keinem gemeinsamen Eckpunkt

Effizient zu iiberpriifen, ob sich zwei Dreiecke mit keinem gemeinsamen Eckpunkt schneiden
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oder nicht, ist keine einfache Angelegenheit. Der in dieser Studienarbeit verwendete Algorith-
mus fiir diesen Test entstammt [Moel97]. Aus Platzgriinden wird in dieser Ausarbeitung nicht
weiter darauf eingegangen.

Im Gegensatz zu Fall 1, Fall 2, Fall 3, Fall 4 und Fall 6 kann dieser Test nicht lokal durch-
gefithrt werden, das heisst es reicht nicht, nur in der topologischen Nachbarschaft eines Drei-
ecks nach Konflikten zu suchen. Das Laufzeitverhalten eines solchen Tests ist daher

T'rest 5, ein Dreieck(n) = O(TL) . (4'18)

Sollen alle Dreiecke eines bestehenden Netzes auf Fall 5 getestet werden, werden die Dreiecke
zuerst entsprechend ihrer minimalen Eckpunkt-Komponente entlang einer Achse sortiert. Da-
durch kann die Menge der notwendigen Tests stark reduziert werden. Als Kandidaten fiir einen
Konflikt kommen nimlich nur die Dreiecke in Frage, deren minimale Eckpunkt-Komponente
sowohl grosser oder gleich der minimalen Eckpunkt-Komponente als auch kleiner oder gleich
der maximalen Eckpunkt-Komponente des zu testenden Dreiecks ist. Als Achse sollte diejenige
gewahlt werden, entlang der die Punktewolke die grésste Ausdehnung besitzt. Abhingig vom
Dreiecksnetz liegt demnach das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreiecke des bestehenden
Netzes auf Fall 5 irgendwo im Bereich

O(n-logn) < Treg 5, alle Dreiecke(n) < O(nQ) . (4.19)

4.6 An der Spitze eines geschlossenen Fichers hingende Drei-
ecke (Fall 6)

An der Spitze eines geschlossenen Féchers hiangende Dreiecke sind mit Sicherheit schlecht, da
in solchen Fillen die Topologie des Dreiecksnetzes nicht mehr korrekt ist (Abbildung 4.8). Der
geschlossene Ficher wird behalten, alle anderen Dreiecke werden entfernt. Dieses Kriterium
liefert in den meisten Féllen eine der Form des zur gegebenen Punktewolke gehorigen Objekts
entsprechende Triangulierung. Im &usserst seltenen Fall von mehreren geschlossenen Fachern
wird ein beliebiger behalten.

Das Laufzeitverhalten eines solchen Tests ist

T'rest 6, ein Dreieck(n) = O(l) . (4'20)

Das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreiecke des bestehenden Netzes auf Full 6 betrigt
demnach

T'rest 6, alle Dreiecke(n) = O(n) . (4.21)
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Schlechtes
Dreieck

Abbildung 4.8: An der Spitze eines geschlossenen Féchers hiingendes Dreieck

4.7 Reihenfolge der sechs Fille

Die Reihenfolge, in der die oben beschriebenen sechs Klassen von schlechten Dreiecken aus
einem bestehenden Dreiecksnetz entfernt werden, ist im Prinzip frei wihlbar. Folgende Punkte
sollten jedoch beachtet werden.

e Fall 2 sollte vor Fall 3 behandelt werden. Es kann sonst vorkommen, dass durch Test &
an einer Kante mit mehr als zwei Dreiecken alle bis auf zwei entfernt werden, und der
Zwischenwinkel dieser beiden Dreiecke sehr klein ist. Test 2 entfernt dann ein weiteres
dieser beiden Dreiecke, wodurch eine offene Kante entsteht. Bei umgekehrter, besserer
Reihenfolge bleiben dagegen fast immer zwei Dreiecke erhalten.

e Fall 5 sollte nicht zuerst behandelt werden, da dies der bei weitem zeitaufwendigste
Test ist. Je mehr Dreiecke vor Test 5 entfernt werden, desto besser.

Eine mégliche sinnvolle Reihenfolge wird durch die Nummern der sechs Fille vorgegeben, also
zuerst Fall 1, dann Foll 2, Fall 3, Fall 4, Fall 5 und zuletzt Fall 6.

4.8 Laufzeitverhalten

Das Laufzeitverhalten zum Entdecken schlechter Dreiecke wird eindeutig von Fall 5 dominiert,
da dieser Test der einzige ist, der nicht lokal durchgefiihrt werden kann.

Das Laufzeitverhalten zum Testen eines Dreiecks betrigt demnach

TTesten eines Dreiecks(n) = O(n) . (422)
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Abhéngig vom Dreiecksnetz liegt das Laufzeitverhalten zum Testen aller Dreiecke des beste-
henden Netzes irgendwo im Bereich

O(’I’L : 10g n) < TEntfernen von schlechten Dreiecken(n) < O(n2) . (423)



Kapitel 5

Triangulieren einfacher Loécher
(Schritt 3)

Definition 5.1 FEin einfaches Loch ist ein Loch, das lediglich durch Einfiigen neuer Drei-
ecke geschlossen werden kann. Um ein solches Loch zu schliessen, ist es nicht notwendig,
irgendwelche storenden Dreiecke aus dem Netz zu entfernen.

Bei diesem Schritt wird versucht, durch sukzessives Einfiigen von neuen Dreiecken so viele ein-
fache Locher wie méglich zu schliessen. Dazu wird eine sortierte Liste von moéglichen Einfiige-
positionen aufgebaut, deren erstes Element stets die momentan giinstigste Einfiigemoglichkeit
ist. Danach wird an der durch das erste Listenelement vorgegebenen Stelle ein neues Dreieck
eingefiigt, dieses Listenelement entfernt, und die Liste der Einfiigemoglichkeiten aktualisiert.
Dieser Schritt wird solange wiederholt, bis keine weiteren sinnvollen Einfiigemoglichkeiten
mehr erkannt werden. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Liste der Einfiigepositionen leer
ist.

Dieser Schritt setzt ein fehlerfreies Dreiecksnetz voraus. Ein durch Schritt I und Schritt 2
erzeugtes Dreiecksnetz erfiillt diese Voraussetzung.

5.1 Aufbauen einer Kantenpaar-Liste

Definition 5.2 Fin Kantenpaar ist ein Paar von zwei offenen Kanten, die verschiedenen
Dreiecken angehéren, jedoch einen gemeinsamen Endpunkt besitzen.

Kantenpaare stellen Finfiigemoglichkeiten  fiir  Dreiecke dar. Das Kantenpaar
(e(vj, Vi), e(vj, v1)) représentiert die Einfiigemoglichkeit fiir das Dreieck A(vj, v, vi).

Bevor mit dem Einfiigen neuer Dreiecke begonnen wird, wird zuerst eine Kantenpaar-Liste
aufgebaut, die alle als sinnvoll erkannten Einfiigemoglichkeiten enthilt. In diese Liste werden
alle Kantenpaare (e(vj, vk),e(vj,vi1)) aufgenommen, bei denen der gemeinsame Endpunkt

29
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v; keine weiteren offenen Kanten besitzt. Besitzt ein Punkt ndmlich mehr als zwei offene
Kanten, ist es unter Umstinden &usserst schwierig zu entscheiden, welche davon sinnvolle
Kantenpaare, also Einfiigemoglichkeiten fiir neue, nicht-schlechte Dreiecke bilden. Vor allem
wenn die Kanten des Punktes nicht anndhernd in einer Ebene liegen, also die Oberfliche des
zur gegebenen Punktewolke gehorigen Objekts an dieser Stelle stark gekriimmt ist, existieren
lokal betrachtet hiufig mehrere sinnvolle Triangulierungen (Abbildung 5.1; die Kantenpaare
an denen Dreiecke eingefiigt wurden, sind durch Doppelpfeile gekennzeichnet; die Formen
der beiden Triangulierungen unterscheiden sich gravierend, eine von beiden entspricht also
mit Sicherheit nicht der Form des zur gegebenen Punktewolke gehorigen Objekts). Um diese
Schwierigkeiten zu vermeiden wird die Kantenpaar-Liste auf eindeutige Félle beschriinkt.

I\

w

Punkt mit sechs Triangulierung 1 Triangulierung 2
offenen Kanten

Abbildung 5.1: Verschiedene sinnvolle Triangulierungen

5.2 Sortieren der Kantenpaar-Liste

Fiir jedes Kantenpaar (e(vj, vk),e(vj, vi)) der Kantenpaar-Liste wird nun der Mittelwert der
beiden Zwischenwinkel an den Kanten e(vj, vk) und e(vj, vi) berechnet (Abbildung 5.2). Fiir
diese Berechnung wird das durch das Kantenpaar (e(vj, vik),e(vj, vi)) vorgegebene Dreieck
A(vj, vk, vy) als Teil des Dreiecksnetzes betrachtet. Die Zwischenwinkel kénnen wie in Ab-
schnitt 4.2 beschrieben ermittelt werden.

Die Kantenpaar-Liste wird dann nach den Mittelwerten der Zwischenwinkel sortiert, wobei
grosse Winkel am Anfang der Liste, kleine Winkel am Ende der Liste eingeordnet werden. Da
immer das jeweils erste Element der Kantenpaar-Liste abgearbeitet wird, gewéhrleistet dies,
dass Dreiecke zuerst an Stellen geringer Kriimmung eingefiigt werden (grosse Zwischenwinkel
bedeuten geringe, kleine Zwischenwinkel starke Kriimmung). Eingefiigte Dreiecke an Stellen
starker Kriimmung sind erfahrungsgemiss hiufiger schlecht als Dreiecke an Stellen geringer
Kriimmung. Desweiteren werden dadurch Kanten, an denen relativ hiufig Locher auftreten,
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Mittelwert der beiden Zwischenwinkel: O‘Tw

Abbildung 5.2: Die beiden Zwischenwinkel eines Kantenpaares

glatt statt schartig trianguliert (Abbildung 5.3).

31

Zwei Locher an einer
geraden Kante

Glatte Triangulierung:

Die Zwischenwinkel der Kantenpaare
an denen eingefiigt wurde sind
gleich 180°.

Schartige Triangulierung:

Die Zwischenwinkel der Kantenpaare
an denen eingefiigt wurde sind
kleiner als 180°.

Abbildung 5.3: Glatte und schartige Triangulierung einer Kante
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5.3 Einfiigen neuer Dreiecke

Solange die Kantenpaar-Liste nicht leer ist, wird immer das jeweils erste Element aus ihr
entfernt. An der durch dieses Kantenpaar vorgegebenen Stelle wird dann ein neues Dreieck
eingefiigt, falls dieses Dreieck nicht zu einer der sechs in Kapitel 4 beschriebenen Klassen von
unerwiinschten beziehungsweise schlechten Dreiecken gehort.

Die Kantenpaar-Liste soll einerseits immer genau diejenigen Kantenpaare enthalten, deren
gemeinsamer Endpunkt keine weiteren offenen Kanten besitzt, andererseits stets nach den
Mittelwerten der Zwischenwinkel ihrer Kantenpaare sortiert sein. Daher muss die Liste beim
Einfiigen eines neuen Dreiecks in den meisten Féllen aktualisiert werden. Wird das neue Drei-
eck A(vj, vk, vi), vorgegeben durch das Kantenpaar (e(vj, vi),e(vj, vi)), eingefiigt, kénnen
einer oder mehrere der folgenden Fille auftreten.

a) Das Kantenpaar (e(vj, vk),e(vk,vi)) befindet sich in der Kantenpaar-Liste, ein Loch
wurde geschlossen (Abbildung 5.4):
Das Kantenpaar (e(vj, Vi), e(Vk, vi)) muss aus der Liste entfernt werden.

Vi Vk Vi Vk

Abbildung 5.4: Beispiel zu Fall a)

b) Das Kantenpaar (e(vj, vk), e(Vk, Vvm)) befindet sich in der Kantenpaar-Liste, kein Loch
wurde geschlossen (Abbildung 5.5):
Das Kantenpaar (e(vj, Vi), €(Vk, Vm)) muss durch das Kantenpaar (e(vy, vi), e(Vk, Vm))
ersetzt, und entsprechend dem neuen mittleren Zwischenwinkel in der Kantenpaar-Liste
verschoben werden.

c) Das Kantenpaar (e(vj, vk), e(vk, vi)) befindet sich nicht in der Kantenpaar-Liste (Ab-
bildung 5.6):
Falls der Punkt vy genau zwei offene Kanten hat muss ein neues, aus diesen Kanten
bestehendes Kantenpaar sortiert in die Kantenpaar-Liste eingefiigt werden.

d) Spiegelsymmetrischer Fall zu a).
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Vm

Vm‘

N

Vk

Abbildung 5.5: Beispiel zu Fall b)

Vi Vk

Vk

Vi

—

—

Vv<
Vi
Vk
&
Vi

Abbildung 5.6: Beispiele zu Fall ¢)

e) Spiegelsymmetrischer Fall zu b).

f) Spiegelsymmetrischer Fall zu c).
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Die Beschreibungen der spiegelsymmetrischen Fille ergeben sich, wenn in den Féllen a), b)



34 KAPITEL 5. TRIANGULIEREN EINFACHER LOCHER (SCHRITT 3)

und ¢) die Punkte vy und vy vertauscht werden.

Pseudocode fiir das Triangulieren einfacher Locher: In den Zeilen 1 bis 5 wird eine
Kantenpaar-Liste aufgebaut, die alle eindeutigen Einfiigemdoglichkeiten fiir Dreiecke enthélt.
Danach wird diese Liste absteigend nach den mittleren Zwischenwinkeln ihrer Kantenpaare
sortiert (Zeilen 6 und 7). In den Zeilen 8 bis 13 wird der Kantenpaarliste die jeweils beste
Einfiigemoglichkeit entnommen und iiberpriift, ob ein Einfiigen eines neuen Dreiecks an dieser
Stelle Konflikte hervorrufen wiirde. Ist dies nicht der Fall, wird das neue Dreieck in das
bestehende Netz aufgenommen, und die Kantenpaarliste entsprechend aktualisiert.

1 | liste = Leere Liste von Kantenpaaren.

2 | FOR (Alle Punkte v; € P):

3 IF (v; hat genau zwei offene Kanten e(vj, vi) und e(vj, vi)):

4 IF (e(vj,vk) und e(vj,v1) gehdren zu verschiedenen Dreiecken):

5 Fiige das Kantenpaar (e(vj, vk),e(vj, v1)) in liste ein.

6 | Berechne fiir alle Kantenpaare in liste den Mittelwert der beiden Zwischenwinkel.

7 | Sortiere liste absteigend nach den Mittelwerten der Zwischenwinkel.

8 | WHILE (liste ist nicht leer):

9 (e(vj,Vk),e(vj,v1)) = Erstes Element von liste.

10 Entferne das erste Element aus liste.

11 IF (A(vj, vk, V1) ist kein Fall-1-Dreieck, kein Fall-2-Dreieck, kein Fall-3-Dreieck,
kein Fall-4-Dreieck, kein Fall-5-Dreieck und kein Fall-6-Dreieck):

12 Fiige A(vj, vk, v1) in das Dreiecksnetz ein.

13 Aktualisiere liste.

Pseudocode fiir das Triangulieren einfacher Licher

5.4 Laufzeitverhalten

Das Laufzeitverhalten fiir das Triangulieren einfacher Locher héngt stark von der Anzahl m
der offenen Kanten zu Beginn dieses Schrittes ab. Jede offene Kante gehort hochstens zu zwei
Kantenpaaren in der Kantenpaar-Liste. Die Kantenpaar-Liste kann zu Beginn also maximal
2m Elemente enthalten.

Der Aufwand fiir das Abarbeiten eines Kantenpaares wird von den Tests auf schlechte Dreiecke
dominiert (Kapitel 4). Es gilt daher
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TEin Kantenpaar(n) = O(TL) . (5].)

Leider wird die Anzahl m der offenen Kanten nur dann reduziert, wenn ein Dreieck an der
von dem Kantenpaar vorgegebenen Stelle eingefiigt wird, nicht jedoch, wenn das Einfiigen
wegen Konflikten unmoglich ist. Die Anzahl der Kantenpaare in der Kantenpaar-Liste wird
durch das Abarbeiten eines Kantenpaares unter Umsténden sogar erhoht (Félle ¢) und f),
Abschnitt 5.3).

Diese Uberlegungen fithren zu einer sehr groben oberen Schranke

TT'riangulieren einfacher Lb'cher(na m) = O(n ' m2) (52)

fiir das Laufzeitverhalten zum Triangulieren einfacher Locher. Die Herleitung dieser oberen
Schranke ist nicht ganz einfach. Aus Platzgriinden wird in dieser Ausarbeitung nicht weiter
darauf eingegangen. Da jedoch die Anzahl m der offenen Kanten nicht nur von n, der Grosse
der Punktewolke, abhingt sondern auch von der Lage der Punkte, ist die Angabe einer oberen

Schranke T'ryigngulieren einfacher Licher(T, M) ohnehin nur von geringem Nutzen.

In der Praxis hat sich jedoch unabhéngig von den Grossen der Punktewolken und den Formen
der dazugehorigen Objekte gezeigt, dass das Triangulieren einfacher Lécher nur einen sehr
geringen Teil zur Gesamtlaufzeit des Rekonstruktionsalgorithmus beitrégt.



Kapitel 6

Triangulieren komplexer Locher

(Schritt 4)

Definition 6.1 FEin komplexes Loch ist ein Loch, das nicht ausschliesslich durch Einfiigen
neuer Dreiecke trianguliert werden kann. Um ein komplexes Loch zu schliessen, ist es not-
wendig, mindestens ein storendes Dreieck, unter Umstdinden sogar mehrere, aus dem Netz zu

entfernen.

Bei diesem Schritt geht es darum, alle noch verbliebenen Locher zu schliessen. Wenn dieser
Schritt direkt auf das Triangulieren einfacher Locher folgt (Schritt 3), handelt es sich bei
diesen Lochern ausschliesslich um komplexe Locher. Das Schliessen der Locher geschieht mit
Hilfe eines zufallsgesteuerten Optimierungsverfahrens, bekannt unter dem Namen Simulated-
Annealing. Der Hauptunterschied zu allen bisherigen Schritten besteht darin, dass das Drei-
ecksnetz zeitweise in schlechtere Zustinde gebracht wird, um letztendlich zu sehr viel besseren

Triangulierungen im Sinne von weniger offenen Kanten zu gelangen.

Dieser Schritt setzt ein fehlerfreies Dreiecksnetz voraus. Ein durch Schritt 1, Schritt 2 und
Schritt 3 erzeugtes Dreiecksnetz erfiillt diese Voraussetzung.

6.1 Swmulated-Annealing

Simulated- Annealing ist ein stochastischer Algorithmus zur Losung diskreter Optimierungs-
probleme.

Es geht darum, eine globale Minimalstelle einer Bewertungsfunktion f : Z — R zu finden. Die-
se Funktion bildet eine endliche, unter Umsténden jedoch sehr grosse Menge von Zustinden
oder Konfigurationen Z = {z;, 22,..., 2z,} in die Menge der reellen Zahlen ab.

Auswerten der Funktion f fiir alle Elemente von Z 16st das Optimierungsproblem zwar theo-
retisch, scheidet jedoch bei sehr grossen Zustandsmengen aus Zeitgriinden aus.

36
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Beim Simulated-Annealing wird zunéchst fiir jeden Zustand z; € Z eine kleine Menge von r;
Nachbarzustinden Z; = {2;.(1), i, (2), - - -, #i;(r;)} definiert, in der Regel bestehend aus &hnli-
chen Konfigurationen. Ein beliebiger Zustand z; € Z wird als Startzustand gewéhlt. Nun wird
versucht schrittweise von der jeweils aktuellen Konfiguration z; zu einer zuféllig gewéihlten
Nachbarkonfiguration z;, € Z; iiberzugehen. Wird dieser Zustand von der Bewertungsfunkti-
on als besser eingestuft, das heisst f(zx) < f(#;), findet der Ubergang augenblicklich statt,
andernfalls entscheidet ein Zufallsexperiment, ob der Ubergang durchgefiihrt wird oder nicht.
Die Wahrscheinlichkeit p im aktuellen Zustand z; einen schlechteren Zustand zj zu akzeptie-
ren betriagt

e (f(zp)=F(2)))
p(zjazk) = € T ) (61)

héngt also von der Differenz f(2;) — f(2;), dem sogenannten Temperaturparameter 7' und
einer fest gewéhlten, positiven Konstante ¢ ab. Die Temperatur T' wird mit steigender An-
zahl von Schritten immer weiter reduziert, bleibt aber stets positiv. Es wird im Laufe der
Zeit also immer unwahrscheinlicher von einer besseren zu einer schlechteren Konfiguration
zu kommen. Liuft der Algorithmus lange Zeit mit giinstig gewihlten Parametern, ist die
Wahrscheinlichkeit sehr gross, ein globales Minimum der Funktion f zu erreichen.

Im Rahmen dieser Ausarbeitung kann nicht ndher auf die zugrunde liegende Theorie und die
praktische Anwendung von Simulated-Annealing im Allgemeinen eingegangen werden. Eine
detailliertere Darstellung findet sich in [Grae98|.

6.2 Triangulieren komplexer Lo6cher durch Simulated-
Annealing

Der im Folgenden prisentierte Algorithmus verwendet zwar im Wesentlichen, nicht jedoch
in allen Details das originale Simulated-Annealing-Verfahren. Dies liegt vor allem daran,
dass Simulated-Annealing eine ganze Reihe von Forderungen an die Mengen Z; der Nach-
barzustinde stellt, die im konkreten Fall der Oberflichenrekonstruktion nur mit erheblichem
Aufwand zu iiberpriifen und zu erfiillen sind. Trotzdem liefert der leicht verdnderte Simulated-
Annealing-Algorithmus ausgesprochen gute Ergebnisse. Sdmtliche im Dreiecksnetz vorhande-
nen Locher werden durch ihn geschlossen, wobei die Form des Dreiecksnetzes in den meisten
Fillen recht gut der Form des zur Punktewolke gehorigen Objekts entspricht.

6.2.1 Zustidnde und Nachbarzustinde
Die Menge Z der Zustinde wird von allen Dreiecksnetzen T gebildet fiir die Folgendes gilt.

e Die Eckpunkte aller Dreiecke von T; entstammen der gegebenen Punktewolke, das heisst
A(Vi,V,Vim) €Tj; = (Vk € P AN vi€ P A vy € P).
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e 7, ist fehlerfrei, es gibt also weder topologische Fehler noch sich schneidende Dreiecke.

Die Menge Z; der Nachbarzusténde eines Dreiecksnetzes T bilden diejenigen Dreiecksnetze,
die entweder durch Einfiigen eines Dreiecks und Entfernen aller dabei stérenden Dreiecke oder
durch Entfernen eines isolierten Dreiecks aus T erzeugt werden kénnen. Préziser formuliert
enthélt die Z; die folgenden Elemente.

e Alle Dreiecksnetze T}, die aus T entstehen, indem an einem Kantenpaar (Definition 5.2)
ein neues Dreieck eingefiigt wird und alle dabei stérenden Dreiecke (Fall 2, Fall 3, Fall /,
Fall 5 und Fall 6, Kapitel 4) entfernt werden. Das neue Dreieck darf nicht zu spitz sein
(Fall 1, Kapitel 4).

e Alle Dreiecksnetze T}, die aus T entstehen, indem ein isoliertes Dreieck, ein Dreieck mit
drei offenen Kanten, entfernt wird.

6.2.2 Bewertungsfunktionen

Nach Beendigung des Simulated-Annealing soll das dann aktuelle Dreiecksnetz die folgen-
den beiden Kriterien erfiillen, die durch zwei verschiedene Bewertungsfunktionen beschrieben
werden. Dies ist ein weiterer Unterschied zum originalen Simulated-Annealing-Verfahren, bei
dem es nur eine einzige Bewertungsfunktion gibt.

a) Das Dreiecksnetz ist geschlossen, besitzt also keine Locher mehr.
Dieses ist das bei weitem wichtigere der beiden Kriterien. Solange dieses Kriterium nicht
erfiillt ist, muss mit dem Simulated-Annealing fortgefahren werden. Ist es jedoch erfiillt
wird sofort abgebrochen.

b) Das Dreiecksnetz ist nach Moglichkeit nicht in mehrere Teile zerfallen und weist keine
unnatiirlich schartige oder zackige Triangulierung auf.
Durch dieses Kriterium wird versucht, extreme Formverédnderungen des Dreiecksnetzes
durch das Simulated-Annealing auszuschliessen.

Kriterium a): Dieses Kriterium ist genau dann erfiillt, wenn das Dreiecksnetz keine offenen
Kanten mehr besitzt. Je weniger offene Kanten existieren, desto weniger beziehungsweise
kleinere Locher sind im Dreiecksnetz. Kriterium a) wird durch die Bewertungsfunktion

fo(T) = Anzahl der offenen Kanten im Dreiecksnetz T (6.2)

beschrieben. Der minimale Funktionswert von f, ist offensichtlich null. Es ist von grossem Vor-
teil, dass dieser minimale Funktionswert bekannt ist. Der Simulated-Annealing-Algorithmus
erkennt aufgrund dieser Information sofort, wenn eine globale Minimalstelle von f,, ein Drei-
ecksnetz ohne Locher, erreicht worden ist. Das Simulated-Annealing kann dann augenblicklich
abgebrochen werden.
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Kriterium b): Um zu verhindern, dass das Dreiecksnetz in Bereichen, in denen viele Licher
existieren, eine unnatiirlich schartige Form erhilt oder gar in mehrere Teile zerfallt, wird
versucht, die mittlere Kriimmung der Oberfliche so gering wie méglich zu halten.

Kriimmung darf bei Dreiecksnetzen nicht im streng mathematischen Sinn verstanden werden,
da die Kriimmung an Kanten unendlich betrigt, wihrend Dreiecksflichen eine Kriimmung
von null aufweisen. Eine Methode, die mittlere Kriimmung eines Dreiecksnetzes zu bewerten,
ist die Winkel zwischen den Normalen benachbarter Dreiecke zu berechnen und zu summieren,
wobei die einzelnen Winkel mit den Léngen der gemeinsamen Kanten gewichtet werden. Die
Formel zur Berechnung der mittleren Kriimmung C eines Dreiecksnetzes T lautet dann

_ Qe - |le

o) = Decr e |le] 7 (6.3)
Yeer lell

wobei die F die Menge aller Kanten mit zwei Dreiecken, o, der Winkel zwischen den Normalen

der beiden Dreiecke der Kante e und ||e|| die Linge der Kante e ist (Abbildung 6.1). Weitere

Informationen iiber Kriimmung von Dreiecksnetzen finden sich in [DyHo00].

Kante e € E mit Lénge ||e]|

Normale
Normale

Abbildung 6.1: Berechnung der mittleren Kriimmung eines Dreiecksnetzes

Als Bewertungsfunktion fiir Kriterium b) wiirde sich also die Formel fiir die mittlere
Kriitmmung des Dreiecksnetzes (Gleichung 6.3) anbieten. Vergleichsweise gute Ergebnisse bei
deutlich geringerem Rechenaufwand werden jedoch erzielt, wenn nur die Kanten betrachtet
werden, an denen sich die Kriimmung tatséchlich &ndert. Zwar ist eine solche Funktion nicht
mehr in der Lage, ein einzelnes Dreiecksnetz zu bewerten, sie kann jedoch dazu verwendet
werden, einen Zustandsiibergang zwischen zwei Netzen zu bewerten. Da beim Simulated-
Annealing lediglich Differenzen von Bewertungen benachbarter Zustinde bené6tigt werden,
kann Kriterium b) durch die Bewertungsfunktion

D ek ac- el Y, e llell
fb(Tnachher) - fb (Tvorher) = €€ ¥ nachher - €€ D vorher (64)
ZeeEnachher |€|| ZeeEvorher |€||
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beschrieben werden. Eopper ist die Menge aller Kanten des Dreiecksnetzes Tyopper vor der
Zustandsinderung mit zwei Dreiecken, die eine der folgenden drei Bedingungen erfiillen.

e Die Kante ist nach der Zustandsinderung nicht mehr vorhanden.
e Die Kante hat nach der Zustandsénderung nur noch ein Dreieck.

e Die Kante hat nach der Zustandsinderung noch immer zwei Dreiecke, ihre Kriimmung
hat sich jedoch verdndert.

Analog dazu ist E,cpner die Menge aller Kanten des Dreiecksnetzes Tpgchner nach der Zu-
standsdnderung mit zwei Dreiecken, die eine der folgenden drei Bedingungen erfiillen.

e Die Kante war vor der Zustandsdnderung noch nicht vorhanden.
¢ Die Kante hatte vor der Zustandsédnderung nur ein Dreieck.

¢ Die Kante hatte vor der Zustandséinderung ebenfalls zwei Dreiecke, ihre Kriimmung hat
sich jedoch verdndert.

Ist eine der beiden Mengen F,opper 0der Fyucnner leer, tritt in der rechten Seite von Glei-
chung 6.4 ein unbestimmter Ausdruck auf. In solchen Fillen wird die Differenz fy(Tnachner) —

fb (‘Tvorher) = () gesetzt.

6.2.3 Ein Simulated- Annealing-Schritt

Ein Simulated- Annealing-Schritt besteht darin, zufillig einen méglichen Zustandsiibergang
auszuwéihlen, und diesen abhingig von einem Zufallsexperiment auszufithren oder abzulehnen.

Sei T; das aktuelle Dreiecksnetz. Aus der Menge Z; der Nachbarzustinde des Dreiecknetzes T
wird zuféllig ein Dreiecksnetz T ausgewéhlt. Dieses Dreiecksnetz T wird als neuer aktueller
Zustand iibernommen, wenn es von den beiden Bewertungsfunktionen f, und f;, akzeptiert
wird. f, akzeptiert das Dreiecksnetz T; mit einer Wahrscheinlichkeit von

_Ca'(fa(jk)*fa(g'j))
T

(T35, Tg) = e 1 | (6.5)

fv akzeptiert das Dreiecksnetz T} mit einer Wahrscheinlichkeit von

cp (fp (Tp)—Fp(T5))
— bk b

(T Tk) = e (6.6)
Wegen p, (7, Tk) > 1 beziehungsweise p,(T;, Tg) > 1 genau dann, wenn fo(Tx)— fo(T;) < 0 be-
ziehungsweise f,(T%) — f5(T;) < 0, werden Ubergéinge zu besseren Zustéinden immer akzeptiert,
wihrend Ubergiinge zu schlechteren Zustinden stets mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
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abgelehnt werden. Die beiden Konstanten ¢, und ¢ kénnen im Bereich der positiven Zahlen
frei gewdhlt werden. Durch sie kann der Benutzer steuern, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
schlechterer Zustand akzeptiert wird, und welches Gewicht die beiden Bewertungsfunktionen
fa (bewertet die Anzahl der offenen Kanten) und f, (bewertet die Kritmmung der Oberfliche)
erhalten. Sinnvolle, durch Experimente ermittelte Werte sind ¢, = 1.0 und ¢, = 3.0.

Pseudocode eines Simulated-Annealing-Schrittes: In den Zeilen 2 bis 13 wird zufillig
ein Element T}, aus der Menge der Nachbarzustéinde Z; des Dreiecksnetzes T; ausgewéhlt. Die
Abfrage in Zeile 6 dient dazu, Endlosschleifen bei leerem Z; zu vermeiden. Eigentlich miisste
vor dem Abbruch in den Zeilen 7 und 8 iiberpriift werden, ob die Menge Z; tatséchlich leer
ist, und falls nicht, ein Riicksprung nach 2 erfolgen. Der fiir einen solchen Test bendétigte
Zeitaufwand ist jedoch relativ hoch. Andererseits ist es durchaus vertretbar, hin und wieder
einen Simulated-Annealing-Schritt auszulassen. Die Zeilen 14 bis 18 beziehungsweise 19 bis
23 beenden den Simulated- Annealing Schritt, falls der Ubergang zum Dreiecksnetz T}, von der
Bewertungsfunktion f, beziehungsweise f;, abgelehnt wird.

6.2.4 Das vollstindige Simulated- Annealing-Verfahren

Das vollstindige Simulated-Annealing-Verfahren besteht aus einer festen, vom Benutzer vor-
zugebenden Anzahl s von Phasen, wobei jede Phase aus einer festen, ebenfalls vom Benutzer
vorzugebenden Anzahl ¢ von Schritten besteht.

Die verschiedenen Phasen unterscheiden sich lediglich durch den Wert der Temperatur 7.
Werden die Phasen absteigend von s — 1 bis 0 durchnumeriert, lautet die Formel fiir die
Temperatur 7" in Phase k

Tk) = (M) k=s—-1,...,0 , (6.7)

wobei 77, die Temperatur in Phase 1, ein vom Benutzer vorzugebender Wert grosser eins
ist. Durch die Temperatur 77 kann gesteuert werden, wie stark beziehungsweise schwach die
Wahrscheinlichkeit, schlechtere Zustinde zu akzeptieren, im Lauf der Phasen abnimmt.

Das Simulated- Annealing-Verfahren wird abgebrochen, wenn keine offenen Kanten mehr vor-
handen sind oder aber wenn alle Phasen vollstindig durchlaufen wurden. In letzterem Fall
sollte das Simulated-Annealing natiirlich erneut gestartet werden, eventuell mit einer héheren
Temperatur T oder einer grosseren Anzahl s von Phasen oder £ von Schritten.

In Ausserst seltenen Fillen treten Konfigurationen auf, von denen aus es nicht mehr méglich
ist, iiber einen Pfad von Nachbarzustinden ein geschlossenes Dreiecksnetz zu erreichen. Es
handelt sich dabei meist um kleine Locher, gebildet von drei oder vier offenen Kanten, bei
denen immer wieder dieselben Dreiecke eingefiigt und entfernt werden. Die Ursachen dafiir
konnen zum Beispiel numerische Probleme bei Test 4 (Abschnitt 4.4) oder Test 5 (Ab-
schnitt 4.5), oder eine ungiinstige Lage der Punkte bei einem zu grossen, minimalen Zwi-
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1 | T; = Aktuelles Dreiecksnetz.

2 | Wahle gleichverteilt zufallig eine offene Kante.

3 | Wahle gleichverteilt zufallig einen der beiden Endpunkte dieser offenen Kante.

4 | Wahle gleichverteilt zufallig eine andere, an diesem Endpunkt hangende, offene Kante.

5 | IF (Die beiden gewahlten Kanten gehdren zu zwei verschiedenen Dreiecken, sie bilden
also ein Kantenpaar):

6 IF (Das durch das Kantenpaar vorgegebene Dreieck ist zu spitz (Fall 1)):

7 Behalte T als aktuelles Dreiecksnetz.

8 Beende den Simulated-Annealing-Schritt.

9 Erzeuge T}, aus T durch Einfiigen eines Dreiecks an der durch das Kantenpaar

vorgegeben Stelle und Entfernen aller stérenden Dreiecke (Fall 2, Fall 3,
Fall 4, Fall 5 und Fall 6).

10 | ELSE IF (Die beiden gewahlten Kanten gehdren zu einem isolierten Dreieck):
11 Erzeuge T, aus T; durch Léschen dieses isolierten Dreiecks.

12 | ELSE IF (Die beiden gewahlten Kanten gehdren zu einem nicht-isolierten Dreieck):
13 GOTO 2.

14 | 1F (fa(Tk) > fa(T))):

15 Ermittle gleichverteilt eine Zufallszahl p € [0, 1].
Ca'(fa(jk)*fa(g'j))

16 IF (p > pa(Tj,Tk) =e T :

17 Behalte T als aktuelles Dreiecksnetz.

18 Beende den Simulated-Annealing-Schritt.

19 | IF (f5(T) > f5(T5)):

20 Ermittle gleichverteilt eine Zufallszahl p € [0, 1].
ca-(fp(Tp)—fp(T4))

21 IF (p > po(T5,Tk) =€ T :

22 Behalte T als aktuelles Dreiecksnetz.

23 Beende den Simulated-Annealing-Schritt.

24 | Ubernehme T als aktuelles Dreiecksnetz.
25 | Beende den Simulated-Annealing-Schritt.

Pseudocode eines Simulated- Annealing-Schrittes

schenwinkel bei Test 2 (Abschnitt 4.2) sein. Als einfacher, jedoch dusserst wirkungsvoller
Trick hat sich in solchen Féllen das Vergrossern von vorhandenen Lochern erwiesen. Dabei
werden einfach diejenigen Dreiecke entfernt, die im aktuellen Netz mindestens eine offene Kan-
te besitzen (Abbildung 6.2; die dunklen Dreiecke werden entfernt). Da es fiir grossere Locher
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meist eine ganze Reihe von méglichen Triangulierungen gibt, findet der zufallsgesteuerte Pro-
zess des Simulated-Annealing auf diese Weise irgendwann eine Moglichkeit das Dreiecksnetz

zu schliessen.

Dreiecksnetz vor dem Dreiecksnetz nach dem
Vergrossern von Lochern Vergrossern von Lochern

D
|

Abbildung 6.2: Vergrossern von Lochern

Gute Ergebnisse wurden mit folgender Strategie erzielt. Als Parameter werden 77 = 1.25,
s =1 und t = 10 - Anzahl der offenen Kanten gewihlt. Werden die komplexen Locher im
ersten Durchlauf nicht vollstindig geschlossen, wird die Anzahl der Phasen solange um 1
erhoht, bis keine offenen Kanten mehr vorhanden sind. Konnte das Dreiecksnetz, obwohl die
Anzahl s der Phasen bereits auf 10 erhoht wurde, noch immer nicht geschlossen werden,
werden die vorhandenen Lécher, wie weiter oben beschrieben, vergrossert und s wird auf 6
zuriickgesetzt. Erreicht s erneut den Wert 10 (dieser Fall ist im Laufe der vielen Tests im
Rahmen dieser Arbeit niemals aufgetreten), werden die Locher zweimal vergrossert, und s
wird wieder auf 6 zuriickgesetzt. Dieses Schema wird solange fortgesetzt, bis das Dreiecksnetz
keine Locher mehr aufweist.

Pseudocode des vollstindigen Simulated-Annealing-Verfahrens: Die WHILE-
Schleife in Zeile 3 startet das Simulated- Annealing-Verfahren solange immer wieder von vorne,
bis das Dreiecksnetz vollstéindig geschlossen wurde. Die dussere FOR-Schleife (Zeile 5) bewirkt
das Durchlaufen der einzelnen Phasen, die innere FOR-Schleife (Zeile 7) das Ausfiihren einer
entsprechenden Anzahl von Simulated- Annealing-Schritten. Die Zeilen 14 bis 18 sorgen bei
Problemfillen fiir das Vergréssern der vorhandenen Locher.



44 KAPITEL 6. TRIANGULIEREN KOMPLEXER LOCHER (SCHRITT 4)

1|ec,=10¢=30 T =125 s=1.
h =0.
3 | WHILE (Dreiecksnetz besitzt offene Kanten):
4 t = 10 - Anzahl der offenen Kanten.
5 FOR(i=s—-1,5s—2,...,0):
6 T = (Ty)".
7 FOR (j =1,2,...,¢t):
8 IF (Dreiecksnetz besitzt keine offenen Kanten mehr)
9 BREAK.
10 Fithre einen Simulated-Annealing-Schritt aus.
11 IF (Dreiecksnetz besitzt keine offenen Kanten mehr)
12 BREAK.
13 s=s+1.
14 IF (s ==11):
15 s = 6.
16 h=h+1.
17 FOR (i =1,2,...,h):
18 Vergrossere die vorhandenen Locher.

Pseudocode des vollstéandigen Simulated-Annealing-Verfahrens

6.3 Laufzeitverhalten

Das Laufzeitverhalten zum Triangulieren komplexer Locher wird von sehr vielen, teilweise un-
vorhersehbaren oder schwer zu bewertenden Faktoren beeinflusst. Zu diesen Faktoren zihlen
die Anzahl der offenen Kanten und die Form des Dreiecksnetzes zu Beginn des Simulated-
Annealing, die vom Benutzer gewahlten Parameter des Simulated- Annealing, und die zufillig
giinstigen oder ungiinstigen Ausginge der Zufallsexperimente vor méglichen Ubergangen zu
schlechteren Zustinden. Eine Aussage iiber das Laufzeitverhalten dieses Schrittes vom theo-
retischen Standpunkt aus ist daher nahezu unmdoglich.

In zahlreichen Experimenten hat sich jedoch gezeigt, dass der Zeitverbrauch des Simulated-
Annealing bei den meisten Punktewolken den Zeitverbrauch der anderen Schritte des
vollstandigen Rekonstruktionsalgorithmus zumindest nicht wesentlich iibersteigt. Es soll je-
doch nicht unerwihnt bleiben, dass Punktewolken von realen dreidimensionalen Objekten
existieren, bei denen die Lage der Punkte derart ungiinstig ist, dass das Simulated- Annealing
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ein Vielfaches der Zeit verbraucht, die die anderen Schritte bendtigen. Experimentelle Ergeb-
nisse sind in Kapitel 9 zu finden.



Kapitel 7

Einfiigen isolierter Punkte
(Schritt 5)

Definition 7.1 FEin isolierter Punkt ist ein Punkt der gegebemen Punktewolke, der weder
FEckpunkt eines Dreiecks, noch Endpunkt einer Kante ist.

Beim Triangulieren komplexer Locher (Kapitel 6) kommt es hin und wieder vor, dass ein
Simulated- Annealing-Schritt alle Dreiecke eines Punktes und damit auch alle seine Kanten
entfernt. Solche Punkte kénnen durch das Simulated- Annealing-Verfahren nicht mehr in das
Dreiecksnetz integriert werden. Bei diesem Schritt geht es darum, diese isolierten Punkte
wieder in das Netz einzufiigen.

Dieser Schritt setzt ein fehlerfreies und geschlossenes Dreiecksnetz voraus. Ein durch Schritt 1,
Schritt 2, Schritt 3 und Schritt 4 erzeugtes Dreiecksnetz erfiillt diese Voraussetzungen.

7.1 Prinzip des Einfiigens isolierter Punkte

Die isolierten Punkte werden in beliebiger Reihenfolge in das Dreiecksnetz eingefiigt.
Sei vj derjenige isolierte Punkt, der als néchstes eingefiigt werden soll.

In der Néhe des isolierten Punktes vj wird durch Entfernen eines oder mehrerer Dreiecke ein
Loch im bestehenden Dreiecksnetz erzeugt. Dabei muss darauf geachtet werden, dass kein wei-
terer isolierter Punkt entsteht und das Loch nur einen einzigen Rand besitzt (Abbildung 7.1).

Nun wird fiir jede durch dieses Loch entstandene offene Kante ein neues Dreieck in das Netz
eingefiigt. Die Eckpunkte dieses Dreiecks sind die beiden Endpunkte der offenen Kante und
der isolierte Punkt v;. Das erzeugte Loch wird dadurch wieder geschlossen, und der isolierte
Punkt vj in das Dreiecksnetz integriert (Abbildung 7.2).

Unter den vielen méglichen Léchern, die erzeugt werden kénnen, um den isolierten Punkt v;
einzufiigen, ist dasjenige zu wéhlen, das die folgenden beiden Kriterien erfiillt.

46
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4 ¥ i

Richtig! Falsch! Falsch!
Die dunklen Dreiecke Durch Entfernen der Durch Entfernen der
konnen entfernt dunklen Dreiecke wiirde dunklen Dreiecke wiirde
werden. ein isolierter Punkt ein Loch mit zwei
entstehen. Réandern entstehen.

Abbildung 7.1: Erzeugen eines Loches

YNGR v

Isolierter Punkt Erzeugtes Loch Neue Triangulierung

Abbildung 7.2: Einfiigen eines isolierten Punktes

e Beim Einfiigen der neuen Dreiecke kommt es nicht zu Konflikten mit dem bestehenden
Netz (Fall 1, Fall 2, Fall /4 und Fall 5, Kapitel 4; die Topologie des Dreiecksnetzes kann
durch das Einfiigen eines isolierten Punktes nicht verletzt werden, Fall 3 und Fall 6
miissen daher nicht {iberpriift werden).

e Der isolierte Punkt v; wird mdoglichst glatt in das Dreiecksnetz eingefiigt. Mathematisch
ausgedriickt bedeutet das, dass die mittlere Kritmmung C des Dreiecksnetzes (Glei-
chung 6.3, Kapitel 6) durch diese Wahl des Loches minimiert wird.
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Das Loch zu finden, das diese beiden Kriterien erfiillt, ist wegen der enorm grossen Anzahl
moglicher Locher extrem zeitaufwendig. Um das eben beschriebene Verfahren praktisch ver-
wenden zu kénnen, muss es erst derart modifiziert werden, dass sein Laufzeitverhalten die
Laufzeitverhalten der anderen Schritte des vollstdndigen Rekonstruktionsalgorithmus zumin-
dest nicht wesentlich iibersteigt, und es dabei immer noch gute Ergebnisse liefert.

7.2 Verbesserung des Laufzeitverhaltens

Um den Zeitverbrauch des eben beschriebenen Verfahrens drastisch zu reduzieren, werden die
im Folgenden beschriebenen Massnahmen ergriffen.

7.2.1 Einschrinkung der Anzahl der zu betrachtenden L&cher

Es werden nur noch Locher betrachtet, die durch Entfernen von einem oder von zwei Dreiecken
entstehen (Abbildung 7.3).

Einfiigen in ein Loch, entstanden durch Entfernen eines Dreiecks

NN/ Y

Einfiigen in ein Loch, entstanden durch Entfernen zweier Dreiecke

Abbildung 7.3: Einfiigen in ein oder zwei Dreiecke grosse Locher

Die durch diese Einschrinkung erzielten Ergebnisse sind noch immer relativ gut, da die mei-
sten isolierten Punkte bei Verwendung des in Abschnitt 7.1 beschriebenen Verfahrens ohne-
hin in kleine Locher, entstanden durch Entfernen weniger Dreiecke, eingefiigt werden wiirden.
Dariiber hinaus kénnen beim Glitten des Dreiecksnetzes (Kapitel 8) die gleichen Konfigu-
rationen entstehen, die durch Einfiigen eines isolierten Punktes in ein grosses Loch erzeugt
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werden wiirden.

Sich nur auf Locher zu beschrinken, die durch Entfernen eines Dreiecks entstehen, ist nicht
ausreichend. Es kommt dabei relativ hiufig zu Problemen mit isolierten Punkten, die genau
auf oder in unmittelbarer Nihe einer Kante liegen. Diese Punkte kénnen meistens nicht in ein
an diese Kante angrenzendes Loch eingefiigt werden, da mindestens eines der neuen Dreiecke
einen zu spitzen Winkel hat (Fall 1, Kapitel 4) und deshalb nicht in das Dreiecksnetz eingefiigt
werden darf (Abbildung 7.4). Nicht an diese Kante angrenzende Locher scheiden in der Regel
ebenfalls aus, da es wegen der Ndhe des isolierten Punktes zur Oberfliche des Dreiecksnetzes
fast immer zu zu kleinen Zwischenwinkeln (Fall 2) oder zu Schnitten zwischen bestehenden
und neuen Dreiecken (Fall 4 und Fall 5) kommt.

Ein isolierter Punkt in der Nédhe Einfiigen in ein Loch, entstanden
einer Kante. durch Entfernen eines Dreiecks,
fiihrt zu einem Dreieck mit zwei sehr
spitzen Winkeln.

Abbildung 7.4: Probleme bei einem isolierten Punkt in der Néhe einer Kante

Es ist moglich, Dreiecksnetze zu konstruieren, bei denen das Einfiigen von isolierten Punkten
in Locher, entstanden durch Entfernen von einem oder von zwei Dreiecken, stets zu Konflikten
mit dem bestehenden Netz fithrt. Solche Konstrukte sind extrem theoretischer Natur und
werden in der Praxis wohl so gut wie nie auftreten. Im Lauf der vielen Tests im Rahmen dieser
Studienarbeit wurde ein solcher Fall zumindest nie beobachtet. Dennoch soll nicht unerwahnt
bleiben, dass in einem derartigen Ausnahmefall das Einfiigen eines isolierten Punktes oder
mehrerer mit dem hier beschriebenen Verfahren nicht méglich ist.

7.2.2 Verwendung eines einfacheren Kriimmungsmasses

Anstatt die mittlere Kriimmung C des gesamten Dreiecksnetzes zu betrachten, wird ein sehr
viel einfacher zu berechnendes Mass C herangezogen, die Summe der Winkel zwischen den
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Normalen benachbarter Dreiecke im neuen Dreiecksficher. C' bewertet wie spitz beziehungs-
weise glatt der um den isolierten Punkt entstandene Dreiecksficher ist. Die Formel zur Be-
rechnung von C' lautet

C(Dreiecksficher) = Z e . (7.1)

eEEDreiecksfdcher

Dabei ist Epreiecksficher die Menge der inneren Kanten des neuen Dreiecksfichers und o, der
Winkel zwischen den Normalen der beiden Dreiecke der Kante e.

Von allen Loéchern, die durch Entfernen von einem oder von zwei Dreiecken erzeugt wer-
den konnen, und in die der isolierte Punkt konfliktfrei eingefiigt werden kann, wird dasjenige
gewihlt, bei dem C' minimal wird. Da es sehr viel schneller geht, C fiir einen Dreiecksficher zu
berechnen als zu iiberpriifen, ob es beim Einfiigen der Dreiecke dieses Féchers zu Konflikten
mit dem bestehenden Netz kommt, wird zuerst fiir alle zu betrachtenden Locher C' ermittels.
Anschliessend werden die Locher in eine Liste eingeordnet und gemiss ihren C-Werten auf-
steigend sortiert. Das erste Loch in der Liste, bei dem es beim Einfiigen der neuen Dreiecke
nicht zu Konflikten kommt, ist das, in das der isolierte Punkt eingefiigt wird.

In zahlreichen Experimenten hat sich gezeigt, dass sich die Qualitéit der Ergebnisse bei Ver-
wendung von C anstatt von C kaum verindert.

Pseudocode fiir das Einfiigen isolierter Punkte: Die Schleife in Zeile 1 fiigt die iso-
lierten Punkte nacheinander in das Dreiecksnetz ein. In den Zeilen 2 bis 8 wird eine Liste aller
moglichen ein und zwei Dreiecke grossen Locher erzeugt und nach den jeweiligen C-Werten
aufsteigend sortiert. In den Zeilen 9 bis 12 wird dasjenige Loch ausgewihlt, bei dem keine
Konflikte beim Einfiigen der neuen Dreiecke auftreten, und in das der isolierte Punkt am
»glattesten® eingefiigt werden kann. Treten bei allen Lochern Konflikte auf, wird eine War-
nung ausgegeben, und mit dem néchsten isolierten Punkt fortgefahren (Zeilen 13 und 14).
In den Zeilen 15 bis 20 wird das ausgewéhlte Loch erzeugt, und der isolierte Punkt in dieses
eingefiigt.

7.3 Laufzeitverhalten

Das Laufzeitverhalten hingt linear von der Anzahl m der isolierten Punkte ab.

Ein geschlossenes Dreiecksnetz mit n Punkten besitzt etwa 2n Dreiecke und 3n Kanten (Eu-
lerscher Polyedersatz). Die Anzahl der méglichen Locher, bestehend aus einem Dreieck, ent-
spricht der Anzahl der Dreiecke des Netzes, betréigt also ungefihr 2n. Die Anzahl der mogli-
chen Locher, bestehend aus zwei Dreiecken, entspricht der Anzahl der Kanten des Netzes,
betrigt also ungefihr 3n. Fiir jeden isolierten Punkt wird daher eine Liste von Léchern der
Grossenordnung n aufgebaut.
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1 | FOR (Alle isolierten Punkte vigo):
2 liste = Leere Liste von Léchern.
3 FOR (Alle Dreiecke A(vj, vk, vi)):
4 Fiige das Loch, das durch Entfernen von A(Vj,vk,vl) entstehen wiirde, in /liste
ein.
5 FOR (Alle Dreieckspaare (A(vj, Vi, Vi), A(Vj, Vi, Vim))):
6 Fiige das Loch, das durch Entfernen der Dreiecke A(vj, vk, V1) und
A(Vj, Vk, V) entstehen wiirde, in liste ein.
7 Berechne C fiir alle Locher in iste.
8 Sortiere liste aufsteigend nach C.
9 n = Anzahl der Elemente von liste.
10 FOR (loch = liste[1], liste[2], ..., liste[n]):
11 IF (Einfigen von vige in loch fiihrt nicht zu Konflikten (Fall 1, Fall 2, Fall 4
und Fall 5)):
12 GOTO 15.
13 PRINT (“Warnung! viso konnte nicht eingefiigt werden!®).
14 CONTINUE.
15 IF (loch besteht aus einem Dreieck A(vj, Vi, v1)):
16 Entferne das Dreieck A(vj, vk, vi) aus dem Netz.
17 Fiige die Dreiecke A(Viso, Vi, Vi), A(Viso, Vi, V1) und A(Vigo, V1, Vj) in das
Netz ein.
18 ELSE IF (loch besteht aus den Dreiecken A(vj, vi, vi) und A(vj, Vi, Vim)):
19 Entferne die Dreiecke A(vj, Vi, vi) und A(vj, Vi, Vin) aus dem Netz.
20 Fiige die Dreiecke A(Viso, Vi, V1), A(Visos VI, Vi), 2A\(Visos Vi, Vi) und
A(Viso, Vm, Vj) in das Netz ein.

Pseudocode fiir das Einfiigen isolierter Punkte

Sortieren einer Liste der Grossenordnung n weist ein Laufzeitverhalten von

TSortieren(n) = O(TL : log n) (72)

auf.

Der Zeitverbrauch beim Uberpriifen, ob bei einem bestimmten Loch das Einfiigen der neuen
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Dreiecke zu Konflikten mit dem bestehenden Netz fiithrt, wird von Test 5 dominiert. Das
Laufzeitverhalten fiir diese Tests betrigt demnach

T'rest 1, Test 2, Test 4, Test 5(77/) = O(n) (73)

(Unterkapitel 4.8).

Es hat sich gezeigt, dass in den allermeisten Féllen in eines der Locher am Anfang der Liste
konfliktfrei eingefiigt werden kann. Das liefert ein experimentell ermitteltes mittleres Lauf-

zeitverhalten von

TEinfﬁgen isolierter Punkte(na m) = O(n ' log n- m) : (74)

Im schlechtesten Fall muss beim Testen auf Konflikte immer die ganze Liste durchlaufen
werden. Dies liefert eine, wohl in den meisten Fillen weit vom tatséchlichen Laufzeitverhalten
entfernte Worst-Case-Abschitzung von

TEinﬁ'igen isolierter Punkte, Worst Case(na m) = O(TL2 : m) . (75)



Kapitel 8

Glatten des erzeugten
Dreiecksnetzes (Schritt 6)

Bei diesem Schritt geht es darum, das erzeugte Dreiecksnetz zu glitten. Einerseits werden
unnétige Zacken und Scharten aus dem Netz entfernt, andererseits werden Kanten deutlicher
herausgearbeitet. Das Dreiecksnetz soll dadurch ein gefilligeres Aussehen erhalten. Die Anzahl
und die Lage der Punkte der gegebenen Punktewolke bleiben dabei unveridndert.

Dieser Schritt setzt ein fehlerfreies und geschlossenes Dreiecksnetz voraus. Ein durch Schritt 1,
Schritt 2, Schritt 3, Schritt 4 und Schritt 5 erzeugtes Dreiecksnetz erfiillt diese Vorausset-

zungen.

8.1 Das Verfahren von Dyn, Hormann, Kim und Levin

Das in diesem Abschnitt prisentierte Verfahren entstammt [DyHo00].

Durch eine Reihe von Kanten-Vertauschoperationen, sogenannten Edge-Swaps, wird versucht,
die Gesamtkriimmung des gegebenen Dreiecksnetzes zu minimieren. Dies fiihrt in den meisten

Féllen zu deutlich glatteren Dreiecksnetzen.

8.1.1 Kriimmung bei Dreiecksnetzen

Wie bereits in Unterabschnitt 6.2.2 erlautert, darf Kriimmung bei Dreiecksnetzen nicht im
streng mathematischen Sinn verstanden werden, da die Kriimmung an Kanten unendlich
betrigt, wihrend Dreiecksflichen eine Kriimmung von null aufweisen. Eine Methode, die Ge-
samtkriitmmung C' eines Dreiecksnetzes zu berechnen, ist die Winkel zwischen den Normalen
benachbarter Dreiecke zu bestimmen, mit den Léngen der gemeinsamen Kanten zu gewichten
und zu summieren. Die Formel zur Berechnung der Gesamtkriimmung C' eines Dreiecksnetzes
T ist der Formel zur Berechnung der mittleren Kritmmung sehr &hnlich (Gleichung 6.3). Sie
lautet
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CT) = D aclel (8.1)

ecE

wobei die E die Menge aller Kanten, «, der Winkel zwischen den Normalen der beiden Drei-
ecke der Kante e und ||e|| die Linge der Kante e ist (Abbildung 8.1). Weitere Informationen
zu Kriitmmung bei Dreiecksnetzen sind in [DyHo00] zu finden.

Kante e € E mit Lénge ||e]|

Normale
Normale

Abbildung 8.1: Berechnung der Gesamtkriimmung eines Dreiecksnetzes

8.1.2 Edge-Swaps

Ein Edge-Swap ist eine Kanten-Vertauschoperation. Die gemeinsame Kante e(vj, vk) zwei-
er aneinandergrenzender Dreiecke A(vj, vk, vi) und A(vj, vk, Vi) wird entfernt und durch
die neue Kante e(vy, vy,) ersetzt. Dadurch dndert sich natiirlich die bestehende Triangulie-
rung. Die Dreiecke A(vj, Vi, Vim) und A(vy, Vi, Vi) ersetzen die Dreiecke A(vj, vk, vy) und
A(Vj, Vi, Vm) (Abbildung 8.2).

Um topologische Fehler zu vermeiden darf ein Edge-Swap nicht mit einer der inneren Kanten
eines aus drei Dreiecken bestehenden Féchers ausgefithrt werden. Dies hétte nidmlich zur
Folge, dass danach sowohl ein Dreieck als auch eine Kante doppelt im Netz vorhanden ist
(Abbildung 8.3).

Edge-Swaps kénnen ausserdem zu unerwiinscht spitzen oder sich schneidenden Dreiecken
fiihren. Ein Edge-Swap darf nur ausgefithrt werden, wenn durch ihn keine Fall-1-Dreiecke,
Fall-2-Dreiecke, Fall-4-Dreiecke und Fall-5-Dreiecke entstehen.

8.1.3 Minimieren der Kriimmung

Der Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin versucht durch eine Reihe von Edge-
Swaps die Gesamtkriimmung C des gegebenen Dreiecksnetzes T zu minimieren.
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Vi1 Vi1

Vk Vk

Abbildung 8.2: Ein Edge-Swap

—
Findet an der fett ... sind die fett gezeichnete
gezeichneten Kante ein Kante und das dunkle Dreieck
Edge-Swap statt, ... doppelt vorhanden.

Abbildung 8.3: Ein nicht erlaubter Edge-Swap

Zuerst werden fiir alle moglichen Edge-Swaps s die jeweiligen Anderungen der Gesamt-
kriimmung AC(s) = C(Tnachher) — C(Tyorher) berechnet. Die Edge-Swaps werden dann in
eine Liste eingeordnet und nach ihren AC-Werten aufsteigend sortiert. Der erste Edge-Swap
in der Liste ist also derjenige, der die Gesamtkriimmung C' des Dreiecksnetzes am stéirksten
reduziert.

Es wird nun solange der jeweils erste Edge-Swap in der Liste ausgefiihrt, bis keine Edge-
Swaps mehr existieren, die die Gesamtkriimmung C' des Dreiecksnetzes verkleinern. Da die
Liste stets sortiert gehalten wird, ist dies genau dann der Fall, wenn der AC-Wert des ersten
Listenelements grosser oder gleich null ist. Nach jedem durchgefiithrten Edge-Swap muss die
Liste der Edge-Swaps aktualisiert werden. Dies beinhaltet Hinzufiigen neuer und Entfernen
nicht mehr moglicher Edge-Swaps, Aktualisieren verschiedener AC-Werte und Wiederherstel-
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len der Sortierung. Beim Aktualisieren der AC-Werte reicht es aus, lediglich die Kanten der
beiden neuen und der daran angrenzenden Dreiecke zu betrachten. Nur bei den diesen Kan-

ten zugeordneten Edge-Swaps konnen sich die Kriimmungsdifferenzen AC' verdndert haben
(Abbildung 8.4).

Nach dem Edge-Swap der fett gezeichneten Kante kénnen sich nur die
Kriimmungsdifferenzen AC' der Edge-Swaps verdndert haben, die
den nicht-gestrichelten Kanten zugeordnet sind.

Abbildung 8.4: Verdnderung von Kriimmungsdifferenzen AC nach einem Edge-Swap

Durch diesen Algorithmus wird mit Sicherheit eine lokale Minimalstelle, nicht notwendiger-
weise jedoch eine globale Minimalstelle der Gesamtkriimmung C des Dreiecksnetzes T er-
reicht. Dennoch sind die Ergebnisse dieses Glattungsverfahrens ausgesprochen gut. Die mei-
sten unnoétigen Spitzen und Scharten werden dadurch aus dem Netz entfernt.

Pseudocode des Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin: In den Zeilen 1
bis 5 wird eine Liste aller moglichen Edge-Swaps aufgebaut und aufsteigend nach den jeweili-
gen AC-Werten sortiert. Die WHILE-Schleife in den Zeilen 6 bis 11 fithrt solange den jeweils
besten Edge-Swap aus, bis keine Edge-Swaps mehr existieren, die die Gesamtkriimmung C
des Dreiecksnetzes T reduzieren.

8.2 Verbesserung des Laufzeitverhaltens

Die Tatsache, dass die Liste der Edge-Swaps beim Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und
Levin nach jedem Edge-Swap erneut sortiert werden muss, wirkt sich dusserst negativ auf
das Laufzeitverhalten aus. Um das Verfahren deutlich zu beschleunigen wurde es im Rahmen
dieser Studienarbeit derart verindert, dass nicht jeweils der beste Edge-Swap ausgefiihrt wird
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[

liste = Leere Liste von Edge-Swaps.

FOR (Alle moglichen Edge-Swaps s):
Fuge s in liste ein.

Berechne AC(s) = C(T nachher) — C(Tvorner) flr alle Edge-Swaps s in liste.
Sortiere liste aufsteigend nach den AC-Werten der Edge-Swaps.

[Sa T S w N

WHILE (AC(liste[1]) < 0):
Fiihre den Edge-Swap liste[1] aus.

Entferne nicht mehr mogliche Edge-Swaps aus liste.

O 0 ~N O

Flige neue mogliche Edge-Swaps in liste ein.

10 Aktualisiere die AC-Werte verschiedener Edge-Swaps. Dabei reicht es aus, nur die
Kanten der beiden neuen und der daran angrenzenden Dreiecke zu
betrachten.

11 Stelle die Sortierung von liste wieder her.

Pseudocode des Algorithmus von Dyn, Hormann, Kim und Levin

sondern ein beliebiger, der die Gesamtkriimmung C des Dreiecksnetzes T reduziert.

Bei diesem modifizierten Algorithmus werden die Kanten des Dreiecksnetzes in beliebiger
Reihenfolge einmal durchlaufen. Dabei wird fiir jede Kante die rekursive Funktion SWAP
aufgerufen.

Die Funktion SWAP {iiberpriift, ob ein Edge-Swap dieser Kante moglich ist, und ob dieser die
Gesamtkriimmung C(7T) reduziert. Ist das der Fall, wird dieser Edge-Swap ausgefiihrt. Um
sicherzustellen, dass ein lokales Minimum der Gesamtkriimmung C(7) erreicht wird, muss
die Funktion SWAP nun rekursiv fiir diejenigen Kanten aufgerufen werden, bei denen sich
die Kriimmungsdifferenz der ihnen zugeordneten Edge-Swaps verdndert haben kann. Diese
Kanten sind, wie in Unterabschnitt 8.1.3 beschrieben, die Kanten der beiden neuen und der
daran angrenzenden Dreiecke (Abbildung 8.4).

Die durch diesen modifizierten Algorithmus erzielten Ergebnisse sind noch immer relativ gut.
Die Zeitersparnis im Vergleich zum urspriinglichen Verfahren ist betrichtlich.

Was sich noch immer &usserst ungiinstig auf das Laufzeitverhalten auswirkt, sind die vor
jedem Edge-Swap notwendigen Tests auf schlechte Dreiecke. Test 1, Test 2 und Test 4 sind
dabei unproblematisch, da diese in konstanter Zeit durchgefiihrt werden kénnen. Test 5 hat
jedoch ein Laufzeitverhalten von

T'rest 5, ein Dreieck(n) = O(n) (82)
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(Abschnitt 4.5).

Eine nicht unbedingt elegante aber zumindest relativ effiziente Lésung ist die Folgende. Statt
Test 5 beim Glitten des Dreiecksnetzes immer wieder durchzufithren, werden alle schlech-
ten Fall-5-Dreiecke (das sind erfahrungsgemiss wenig bis gar keine) nach Beendigung des
Glattungsalgorithmus aus dem Netz entfernt. Dafiir wird sehr viel weniger Zeit benétigt, als
die vielen einzelnen Tests im Laufe des Algorithmus verbrauchen wiirden. Wurden Dreiecke
entfernt, miissen wegen der dadurch entstandenen Locher Schritt 8 (Triangulieren einfacher
Locher), Schritt 4 (Triangulieren komplexer Locher) und Schritt 5 (Einfiigen isolierter Punk-
te) erneut ausgefithrt werden. Aufgrund der in aller Regel geringen Anzahl von entstandenen
Lochern wird das Dreiecksnetz durch diese Schritte kaum mehr verdndert. Die vorher erzeugte
,Glatte” des Netzes bleibt also weitestgehend erhalten.

Pseudocode der rekursiven Funktion SWAP: Die Funktion SWAP wird mit einem
Parameter, einer Kante, aufgerufen. Zuerst wird sichergestellt, dass der dieser Kante zuge-
ordnete Edge-Swap die Gesamtkriimmung C' des Dreiecksnetzes reduziert (Zeilen 3 bis 5),
und dass durch ihn keine topologischen Fehler (Zeilen 6 und 7) und keine zu spitzen oder sich
schneidenden Dreiecke (Zeilen 8 und 9; Fall 5 wird dabei vernachlissigt) erzeugt werden. In
Zeile 10 wird der Edge-Swap dann ausgefiihrt. Zuletzt wird fiir alle Kanten, an denen sich

die Kriimmungsdifferenzen der ihnen zugeordneten Edge-Swaps verdndert haben kénnen, die
Funktion SWAP rekursiv aufgerufen (Zeilen 11 bis 13).

Pseudocode des modifizierten Gliattungsalgorithmus: In den Zeilen 1 und 2 wird
die rekursive Funktion SWAP fiir jede Kante einmal aufgerufen. Befinden sich danach Fall-
5-Dreiecke im Netz, werden diese entfernt, und Schritt 8 (Triangulieren einfacher Locher),
Schritt 4 (Triangulieren komplexer Locher) und Schritt 5 (Einfiigen isolierter Punkte) werden
erneut ausgefiihrt (Zeilen 3 bis 7).

8.3 Laufzeitverhalten

Eine prézise Aussage iiber das Laufzeitverhalten des modifizierten Glattungsalgorithmus ist
wegen der unvorhersehbaren Rekursionstiefe und Rekursionsbreite der Funktion SWA P nicht
moglich.

Experimente haben gezeigt, dass bei den ersten Aufrufen von SWAP in der Hauptschleife
(Zeile 1 im Pseudocode des modifizierten Glattungsalgorithmus) die Rekursionstiefen und
die Rekursionsbreiten sehr hoch sind, bei spiteren Aufrufen die Rekursionen jedoch meistens
relativ bald abbrechen. Das ist dadurch zu erkliren, dass die Edge-Swap-Operationen bei
einem ungeglitteten Dreiecksnetz (viele Edge-Swaps sind moglich) wegen der kaskadenartigen
Rekursion iiber grosse Bereiche des Netzes ,, hinweglaufen® kénnen. Bei spiteren Aufrufen von
SWAP ist das Dreiecksnetz bereits weitestgehend geglittet (nur noch wenige Edge-Swaps sind
moglich). Die Edge-Swap-Operationen konnen sich dann nicht mehr jausbreiten®, da sie von
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1 | FUNCTION SWAP (Kante e):
2 s = Der e zugeordnete Edge-Swap.
3 AC(S) = C(‘Inachher) - C(Tvorher)-
4 IF (AC(s) > 0):
5 RETURN.
6 IF (e ist innere Kante eines aus drei Dreiecken bestehenden Fachers):
7 RETURN.
8 IF (s erzeugt Fall-1-Dreiecke, Fall-2-Dreiecke oder Fall-4-Dreiecke):
9 RETURN.
10 Fihre s aus.
11 E = Menge der Kanten der beiden neuen und der daran angrenzenden Dreiecke
abzuglich der gerade , geswappten” Kante.
12 FOR (Alle ¢ € E):
13 SWAP(é).

Pseudocode der rekursiven Funktion SWAP

FOR (Alle Kanten e):
SWAP(e).

N =

IF (Fall-5-Dreiecke sind im Dreiecksnetz vorhanden):
Entferne diese Fall-5-Dreiecke.
Fihre Schritt 3 (Triangulieren einfacher Locher) aus.
Fihre Schritt 4 (Triangulieren komplexer Locher) aus.
Fihre Schritt 5 (Einfigen isolierte Punkte) aus.

~N O O A~ W

Pseudocode des modifizierten Gliattungsalgorithmus

Kanten umgeben sind, die nicht mehr ,geswappt“ werden diirfen.

Wihrend der vielen Testldufe im Rahmen dieser Arbeit hat sich gezeigt, dass die Edge-Swap-
Operationen deutlich weniger Zeit verbrauchen, als der darauf folgende Test 5. Wegen der
meistens relativ geringen Anzahl von Test-5-Dreiecken, die dabei entfernt werden, beeinflussen
die danach stattfindenden Schritte, Triangulieren einfacher Locher (Schritt 8), Triangulieren
komplexer Locher (Schritt 4) und Einfiigen isolierter Punkte (Schritt 5), den Zeitverbrauch
ebenfalls nur unwesentlich. Es kann also davon ausgegangen werden, dass fiir die meisten



60 KAPITEL 8. GLATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6)

Dreiecksnetze das Laufzeitverhalten dieses Schrittes dem Laufzeitverhalten von Test 5 fir
das gesamte Dreiecksnetz entspricht. Dies fithrt zu einem experimentell ermittelten mittleren
Laufzeitverhalten von

O(n - log n) < TGlc'itten des erzeugten Dreiecksnetzes(n) < O(TLZ) . (83)



Kapitel 9
Ergebnisse

Der in dieser Studienarbeit entwickelte Rekonstruktionsalgorithmus wurde anhand zahlreicher
Punktewolken verschiedener Grosse getestet. Die Formen der zu diesen Test-Punktewolken
gehorigen Objekte decken ein breites Spektrum ab. In diesem Kapitel wird einerseits eine
Reihe von Messergebnissen présentiert, entstanden im Rahmen einer Vielzahl von Testliufen,
andererseits wird die Qualitdt der zu verschiedenen Test-Punktewolken erzeugten Dreiecks-
netze genauer betrachtet.

Abbildung 9.1 zeigt aus verschiedenen Test-Punktewolken rekonstruierte Dreiecksnetze. Dem
Leser soll dadurch eine Vorstellung von den Formen der zu diesen Punktewolken gehdrigen
Objekte gegeben werden. Die Grossen der entsprechenden Test-Punktewolken sind in Abbil-

dung 9.1 in runden Klammern angegeben.

Da der Rekonstruktionsalgorithmus nicht-deterministisch arbeitet, wurden zu jeder der Test-
Punktewolken zehn Dreiecksnetze generiert. Dadurch konnten generelle Tendenzen und Pro-
bleme leichter erkannt, und allgemein giiltigere Aussagen iiber die Qualitit der erzeugten
Netze getroffen werden. Beim Erzeugen der Dreiecksnetze wurden die in den vorausgehenden
Kapiteln vorgeschlagenen Parameter verwendet.

9.1 Messergebnisse

Bei jedem der jeweils zehn Rekonstruktionsliufe wurden die folgenden Gréssen ermittelt.

e Die von den sechs Schritten des Rekonstruktionsalgorithmus benotigten Zeiten, tgepriss 1,
tSchritt 25 tSchritt 3y tSchritt 45 tSchritt 5 UNd tsenrise 6 (AMD Duron 600 Mhz, 128 MB Haupt-
speicher).

e Die Anzahl der offenen Kanten nach Schritt 2 (deterministische Grosse, dass heisst bei
gleicher Punktewolke bei jeden Rekonstruktionslauf gleich).

e Die Anzahl der offenen Kanten nach Schritt 3 (deterministische Grosse, dass heisst bei
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Bunny (66562)

Bust (30696)

Cat (366)

Cow (2903)

Horse (48485)

Isis (13020)

Spock (16386)

Cone (10000)

Cube (10000)

Cylinder (10000)

Tetrahedron (10000)

Torus (10000)

Sphere (10000)

Abbildung 9.1: Aus verschiedenen Test-Punktewolken rekonstruierte Dreiecksnetze

gleicher Punktewolke bei jeden Rekonstruktionslauf gleich).

e Die Anzahl der isolierten Punkte nach Schritt 4.

Zu allen Messreihen {z1,z2,..

.,Z10} von nicht-konstanten Grossen wurde der Mittelwert
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TREL
T =4 le (9.1)
=1
und die Standardabweichung
1 2o
— L =)\2
Az = |3 ; (z; — T) (9.2)

berechnet!. Diese Messergebnisse kénnen Tabelle 9.1 und Tabelle 9.2 entnommen werden. Sie
sind bei konstanten Grossen in der Form Wert, bei nicht-konstanten Groéssen in der Form
Mittelwert + Standardabweichung angegeben.

9.2 Bewertung der Ergebnisse

Es fillt auf, dass bei kleinen Punktewolken in der Regel verhiltnismissig mehr Zeit zum
Schliessen der Locher bendtigt wird (Schritt 3 und Schritt 4), als bei grossen Punktewolken.
Dies liegt daran, dass die in Schritt I erzeugte initiale Triangulierung an diinn abgetaste-
ten kritischen Stellen (starke Kriimmung, kleiner Durchmesser; Abschnitt 1.4) von deutlich
schlechterer Qualitét ist (verhéltnisméssig mehr schlechte Dreiecke und Locher), als an dicht
abgetasteten kritischen Stellen. Ein gutes Beispiel hierfiir stellt das Modell Bunny dar. Bei
487 Punkten wurde 80% der Zeit zum Schliessen der Locher benotigt, bei 7958 Punkten 31%
und bei 66562 Punkten nur noch 4%.

Dass die initiale Triangulierung an scharfen Kanten viele Fehler aufweist, in Bereichen schwa-
cher Kriimmung jedoch fast fehlerfrei ist, zeigt auch der direkte Vergleich der beiden Modelle
Sphere (keine Kanten) und Tetrahedron (sehr scharfe Kanten). Bei jeweils 10000 Punkten
betrug die Zeit zum Schliessen der vorhandenen Locher bei der Kugel nur 46 Sekunden, beim
Tetraeder jedoch 419 Sekunden.

Da das in Schritt 4 verwendete Simulated-Annealing ein zufallsgesteuertes Verfahren ist,
liefern mehrere Rekonstruktionsldufe in der Regel verschiedene Dreiecksnetze (Abbildung 9.2).
Erfahrungsgemiss unterscheiden sich diese Ergebnisse um so stérker, je diinner in kritischen
Bereichen abgetastet wurde. Entspricht die Form des erzeugten Dreiecksnetzes nicht gut genug
der Form des zur Punktewolke gehorigen Objekts, sollte der Algorithmus erneut gestartet
werden.

Es hat sich gezeigt, dass der entwickelte Rekonstruktionsalgorithmus zu fast jeder Punktewol-
ke, die keine aussergewohnlich niedrige Punktdichte aufweist, in der Regel bereits im ersten
Durchlauf ein Dreiecksnetz erzeugt, das die Form des zu dieser Punktewolke gehtrigen Objekts

'Unter der Annahme, dass die z; normalverteilt sind, liegen etwa 68% der z; im Intervall T & Az. Nihere
Informationen dazu sind in [Stoe98] zu finden.
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Modell (# Punkte) tSehritt 1 tSchritt 2 # offene tSchritt 3 # offene
in sec in sec Kanten nach | in sec | Kanten nach
Schritt 2 Schritt 3

Beethoven (2515) 2+0 2+0 1009 5+0 196
Beethoven (10242) 124+0 19+1 917 174+0 99
Bunny (487) 0+0 0+0 331 0+1 81
Bunny (7958) 10+0 14+0 782 114+0 26
Bunny (66562) 233 +16 | 376 =19 136 26 + 8 9
Bust (8348) 8+t1 10+0 1535 27+ 1 10
Bust (30696) 54 +0 7210 760 28+1 0
Cat (366) 0+0 0+0 88 0+0 10
Cow (2903) 2+0 2+0 892 4+1 255
Horse (9264) 9+0 13+0 1405 28+ 0 76
Horse (48485) 103 +1 165 +1 728 82+1 47
Isis (13020) 16 =0 21 +0 1862 39+0 49
Spock (1779) 1+1 2+0 724 3+0 139
Spock (16386) 26 +0 5+ 1 408 8+0 24
Cone (1000) 1+1 14+0 311 14+0 33
Cone (10000) 14+0 23 +0 2030 47+0 165
Cube (1000) 0+1 14+0 318 14+0 7
Cube (10000) 17+0 93 +1 1908 45+0 22
Cylinder (1000) 0+1 14+0 220 0+0 5
Cylinder (10000) 17+0 24 +0 1778 38+1 31
Sphere (1000) 14+0 1+0 131 0+0 0
Sphere (10000) 16 =0 194+0 1314 28+1 13
Tetrahedron (1000) 1+1 1+0 427 1+0 78
Tetrahedron (10000) | 13+0 22+0 2478 95 1 231
Torus (1000) 0+1 1+0 159 0+1 0
Torus (10000) 14+0 17+0 1499 31+0 26

Tabelle 9.1: Messergebnisse (1. Teil)
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Modell (# Punkte) | tsenrite 4 | # isolierte | tsenrits 5 | tSchritt 6 | tGesamt
in sec Punkte nach | in sec in sec in sec
Schritt 4
Beethoven (2515) 47 +13 13+5 3+1 5+1 64 + 13
Beethoven (10242) 136 + 22 9+2 11+2 281 222 + 23
Bunny(487) 8+2 4+2 0£0 1+0 10+ 2
Bunny (7958) 9+4 0+0 0+0 20+ 1 64 +4
Bunny (66562) 19 &+ 16 0£0 0£0 459 +26 | 1113 47
Bust (8348) 309 00 00 16 =0 92+9
Bust (30696) 00 00 00 94 +1 249 + 1
Cat (366) 1+1 0+0 0+£0 | 0+1 141
Cow (2903) 94 + 18 31+6 102 5+1 117+ 19
Horse (9264) 88 £+ 22 7+3 8+3 201 166 &+ 23
Horse (48485) 316 + 219 8+1 51+ 7 204 +2 | 922 £ 217
Isis (13020) 81 +49 22 + 36 30 + 48 34+3 220 =95
Spock (1779) 20 + 8 10 + 2 240 | 3+0 | 40+8
Spock (16386) 3£5 7+3 12+ 6 74+ 1 178 £ 9
Cone (1000) 3+1 3Et2 0+1 2+0 8+ 2
Cone (10000) 257 £ 55 12+ 3 13+3 36 £1 390 + 54
Cube (1000) 241 0+0 0+£0 | 2+0 6+1
Cube (10000) 34 + 12 1+0 1+1 102 +1 292 + 11
Cylinder (1000) 0+0 0+0 0+£0 | 3+0 5+1
Cylinder (10000) 13 +19 00 00 32+0 124 + 18
Sphere (1000) 040 040 040 | 140 340
Sphere (10000) 18 £5 1+0 1+0 20+0 102 +4
Tetrahedron (1000) 38+ 15 6+ 2 1+£0 2+1 43 +£15
Tetrahedron (10000) | 364 + 43 14+3 16 +4 28+ 0 498 + 43
Torus (1000) 00 00 00 2+0 3+1
Torus (10000) 16 &= 26 00 00 300 109 + 26

Tabelle 9.2: Messergebnisse (2. Teil)
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Abbildung 9.2: Zwei verschiedene Rekonstruktionen des Modells Bunny (487 Punkte)

gut approximiert. Dariiber hinaus werden bei geschickter Wahl der vorzugebenden Parameter
auch durch sehr diinne Abtastung entstandene Punktewolken meist nach wenigen Durchliufen
zufriedenstellend trianguliert. Dies ist ein grosser Vorteil gegeniiber vielen bisherigen Rekon-
struktionsalgorithmen, da diese deterministisch arbeiten, und daher Punktewolken immer auf
dieselbe, bei diinner Abtastung meist falsche Weise triangulieren.



Kapitel 10

Weitere Forschungsmoglichkeiten

Der in dieser Studienarbeit entwickelte Algorithmus liefert ausgesprochen gute Ergebnisse. Es
gibt jedoch noch immer eine Reihe von Verbesserungsmoglichkeiten und bestehenden Proble-
men, die aufgrund der auf drei Monate begrenzten Bearbeitungszeit nicht nidher betrachtet
werden konnten. Im Folgenden wird zu jedem der sechs Schritte des Algorithmus ein kurzer
Ausblick auf weitere Forschungsméglichkeiten gegeben.

10.1 Erzeugen einer initialen Triangulierung (Schritt 1)

Je besser die Ergebnisse der initialen Triangulierung sind, desto weniger Zeit wird zur Nachbe-
arbeitung benotigt (wenig offene Kanten bedeuten einen geringen Zeitverbrauch von Schritt 3,
Sechritt 4 und Schritt 5), und desto besser ist die Qualitit der vom vollstindigen Rekonstruk-
tionsalgorithmus erzeugten Dreiecksnetze. Es existieren zahlreiche Arbeiten, die sich mit dem
Problem der initialen Triangulierung beschéiftigen. Das hier verwendete Verfahren zum Er-
zeugen einer initialen Triangulierung kann durch ein beliebiges anderes ersetzt werden, da
an das resultierende Dreiecksnetz keinerlei Forderungen gestellt werden (topologische Fehler,
sich schneidende Dreiecke und Locher sind zuléssig). Ob einer dieser bereits bestehenden oder
eventuell ein ganz neuer Algorithmus zum Erzeugen einer initialen Triangulierung zu besseren
Endergebnissen fiihrt, bleibt zu untersuchen.

10.2 Entfernen von schlechten Dreiecken (Schritt 2)

Ein grosses Problem beim Entfernen von schlechten Dreiecken ist das ungiinstige Laufzeit-
verhalten von Test 5. Alle anderen Tests sind fiir ein bestimmtes Dreieck lokal und damit
in konstanter Zeit durchfithrbar, wihrend Fall 5 ein lineares Laufzeitverhalten aufweist (Ab-
schnitt 4.5). Ein Verfahren zu entwickeln, das den Zeitverbrauch von Test 5 deutlich verrin-
gert, stellt sicher ein lohnendes Ziel dar.

Ein weiterer Punkt sind numerische Instabilititen, die vor allem bei Fall / und Fall 5 hin
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und wieder auftreten und zu falschen Ergebnissen fithren kénnen. Obwohl bei der Implemen-
tierung des entwickelten Rekonstruktionsalgorithmus bereits grosse Anstrengungen unternom-
men wurden, numerische Fehler zu vermeiden, konnen sie dennoch nicht ganz ausgeschlossen
werden. Eine vom numerischen Standpunkt aus tiefergehende Betrachtung und ein eventuelles
Uberarbeiten der entsprechenden Teilalgorithmen wire sicher hilfreich.

10.3 Triangulieren einfacher Locher (Schritt 3)

Der Algorithmus zum Triangulieren einfacher Locher ist ein deterministischer Algorithmus,
der in den meisten Fillen sehr gute Ergebnisse liefert. Das im darauf folgenden Schritt stattfin-
dende Simulated-Annealing ist dagegen ein zufallsgesteuertes Verfahren. Gerade wegen dieser
Zufilligkeit entstehen unter Umstinden auch bei ,einfachen komplexen Lochern“ unschéne
Ergebnisse. Den Algorithmus zum Triangulieren einfacher Locher so zu erweitern, dass auch
yeinfache komplexe Licher” deterministisch geschlossen werden, ohne dabei jedoch das Lauf-
zeitverhalten dramatisch zu verschlechtern, ist sicher ein lohnendes Forschungsziel.

10.4 Triangulieren komplexer Locher (Schritt 4)

Um unnoétig zackige Triangulierungen oder das Abreissen von einzelnen Punkten oder gan-
zen Netzteilen mit noch grosserer Wahrscheinlichkeit zu vermeiden, konnte das Simulated-
Annealing durch weitere Bewertungsfunktionen erginzt werden.

Dariiber hinaus sind die Ergebnisse des Simulated- Annealing stark abhéngig von der Wahl der
Parameter. Wie die optimalen Parameter zu finden sind, ist ein sehr schwieriges Thema, zu
dem es kaum Literatur gibt. Tiefergehende theoretische Betrachtungen und Experimente mit
vielen verschiedenen Punktewolken konnten fiir den hier vorliegenden Fall der Oberflichen-
rekonstruktion Aufschluss bringen.

10.5 Einfiigen isolierter Punkte (Schritt 5)

Die Ergebnisse dieses Schrittes sind erfahrungsgemiss relativ zufriedenstellend, sein Zeitver-
brauch ist eher gering. Eine Verbesserung dieses Schrittes scheint also weder notwendig noch
lohnend zu sein.

10.6 Glédtten des erzeugten Dreiecksnetzes (Schritt 6)

Ein Problem ist, dass durch diesen Schritt nur ein lokales Minimum der Gesamtkriimmung
des rekonstruierten Dreiecksnetzes erreicht wird. Dieses lokale Minimum entspricht im All-
gemeinen nicht dem globalen und eigentlich gewiinschten Minimum. Durch einen erneuten



10.6. GLATTEN DES ERZEUGTEN DREIECKSNETZES (SCHRITT 6) 69

Einsatz von Simulated-Annealing konnte die Wahrscheinlichkeit, ein globales Minimum oder
zumindest ein sehr viel besseres lokales Minimum zu erreichen, deutlich gesteigert werden.
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Zusammenfassung

In dieser Studienarbeit wurde ein neuer Algorithmus zur Rekonstruktion von Oberflichen aus
Punktewolken entwickelt.

Dieser neue Algorithmus trianguliert nahezu beliebige dreidimensionale Punktewolken. Dabei
wird garantiert, dass die erzeugten Dreiecksnetze sowohl fehlerfrei als auch geschlossen sind.
Ausserdem entsprechen die Formen der generierten Dreiecksnetze in den meisten Fillen den
Formen der zu den entsprechenden Punktewolken gehorigen Objekte.

Der Algorithmus gliedert sich in sechs verschiedene, voneinander unabhéingige Teilalgorith-
men. Jeder dieser Teilalgorithmen ist in sich abgeschlossen und kann daher auch isoliert
verwendet werden, entweder zur Oberflichenrekonstruktion oder bei verwandten Problemen.

In Kapitel 4 (Entfernen schlechter Dreiecke (Schritt 2)), Kapitel 5 (Triangulieren einfacher
Locher (Schritt 3)), Kapitel 6 (Triangulieren komplexer Locher (Schritt 4)) und Kapitel 7
(Einfiigen isolierter Punkte (Schritt 5)) werden neu entwickelte Konzepte und Verfahren
zur Nachbearbeitung und Reparatur von fehlerhaften und unvollstindigen Dreiecksnetzen
présentiert. Auf dieses schwierige, fiir die Oberflichenrekonstruktion ungemein wichtige The-
ma wurde in bisherigen Arbeiten so gut wie gar nicht eingegangen. Es bleibt zu hoffen, dass
diese Arbeit Anstoss zu weiteren Anstrengungen auf diesem Gebiet gibt.
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