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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Reverse Engineering

Im Gegensatz zum normalen Engineering, bei dem aus einem vorhandenen Computermodell
ein real existierender Gegenstand gefertigt wird, versucht man beim Reverse-Engineering
aus einem bereits existierenden Gegenstand ein Computermodell zu erzeugen.

Reverse-Engineering ist ein Prozess, der in vielen Bereichen der Industrie, der Technik und
der Medizin Anwendung findet. Einige Beispiele dafiir werden im Folgenden genannt:

e Ein bereits existierendes Bauteil, von dem kein Computermodell existiert, soll mit Hilfe
eines CAD-Systems verbessert werden.

e In vielen Bereichen der Industrie, zum Beispiel der Automobilindustrie, bevorzugen
Designer reale, mafistabsgetreue Modelle aus beispielsweise Knetmasse gegeniiber vir-
tuellen, dreidimensionalen CAD-Modellen. Diese miissen dann in eine fiir den Computer
verstindliche Beschreibung umgewandelt werden.

e In der Medizin ist es hiufig notwendig, Prothesen an die Form der entsprechenden
Korperteile der Patienten anzupassen. Computermodelle dieser Korperteile und der Ein-
satz von CAD-Software erleichtern diese Aufgabe gewaltig.

e Will man Abnutzungserscheinungen an einem gebrauchten Bauteil ermitteln, ist es
hiufig vorteilhaft, ein Computermodell dieses abgenutzten Bauteils zu erzeugen. Dieses
Modell kann dann effizient und prézise mit dem Originalmodell verglichen werden.

Der Prozess des Reverse-Engineering lisst sich in in drei wesentliche Schritte aufteilen. Diese
Gliederung ist an die Ubersichtsarbeit [VaMa97] zum Thema Reverse-Engineering angelehnt.

Datengewinnung: Der Gegenstand, von dem ein Computermodell erzeugt werden soll, wird
mit einem Scanner abgetastet und vermessen. In der Regel erhélt man dadurch eine Viel-
zahl von Punkten auf der Oberfliche dieses Gegenstandes. Es gibt zahlreiche, teilweise
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grundlegend verschiedene Messtechniken, auf die in dieser Arbeit nicht weiter eingegan-
gen wird. Informationen zu diesem Thema sind in [VaMa97] zu finden.

Segmentierung und Approximation: Die gewonnenen Punkte werden in sinnvolle Teil-
mengen zerlegt. Diese Teilmengen werden dann jeweils durch eine glatte (in der Regel
C?-stetige) Fliche approximiert. In den meisten Fillen wird die gewonnene Punkte-
menge zuerst trianguliert. Dies erleichtert die nachfolgende Segmentierung in sinnvolle
Teilmengen und die fiir die Approximation notwendige Parametrisierung der einzelnen
Segmente. Zum Thema Triangulierung von Punktemengen sei auf [Wagn01] verwiesen.
Auf Segmentierung und Approximation wird kurz in Kapitel 2 eingegengen. Detaillierte
Informationen zur Approximation sind in [Horm01] zu finden.

Erzeugung des CAD-Modells: Die im letzten Schritt erzeugten Approximationen der ein-
zelnen Segmente werden nun zu einer Gesamtfliche zusammengefiigt. In der Regel beste-
hen Liicken oder iiberstehende Rinder in den Bereichen, in denen die approximierenden
Flachen, in der Literatur hidufig als Primé&rflichen bezeichnet, zusammenstoflen. Um
exakte (C'-stetige) Ubergiinge zu erzielen, miissen diese Primiirflichen geeignet erwei-
tert beziehungsweise getrimmt werden. Méchte man scharfe Kanten vollstdndig vermei-
den miissen sogenannte Sekundérflichen oder Blending-Flichen erzeugt werden,
die weiche (mindestens C'-stetige, besser noch C%-stetige) Ubergiinge zwischen den in
der Regel getrimmten Primérflichen bilden. Dieser letzte Schritt, die Erzeugung
eines CAD-Modells aus einer Reihe von approximierenden Oberflichen, ist
das Thema dieser Diplomarbeit.

Abbildung 1.1 zeigt den Prozess des Reverse-Engineering an dem einfachen Beispiel eines
Tetraeders.

1.2 Zielsetzung dieser Arbeit

Die Zielsetzung dieser Arbeit bestand darin, Methoden zu entwickeln, die aus einem gegebenen
Dreiecksnetz eine glatte C2-stetige Oberfliche erzeugen. Einige wenige C-stetige Uberginge,
die im Dreiecksnetz vorhandenen scharfen Kanten entsprechen, miissen auf Wunsch des Be-
nutzers in die Gesamtfliche integriert werden kénnen.

Um die erzeugte Oberfliche mit Standard-CAD-Software weiterverarbeiten zu kénnen, muss
diese in B-Spline-Form darstellbar sein (die Standardbeschreibung von Freiformflichen
in kommerziellen CAD-Systemen sind TP-Bezier-Flachen oder TP-B-Spline-Flichen; siehe
[Grei00]). Bei allen verwendeten Teilflichen muss es sich also um eventuell von Polynomkur-
ven getrimmte bivariate Polynome handeln.

Diese Arbeit stellt die logische Fortsetzung von [HormO1] dar und wurde auch als solche
geplant. Dazu passend werden im Folgenden die beiden abschlieflenden Sétze von [Horm01]
zitiert:
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Von einem Scanner gelieferte
Punkte (liegen auf der Oberfliche
eines Tetraeders) Die triangulierte Punktemenge Das segmentierte Dreiecksnetz

Die durch glatte Flachen
approximierten Segmente

Das fertige CAD-Modell (CO-stetige Das fertige CAD-Modell (C2-stetige
Ubergiinge wurden durch geeignete  Uberginge wurden durch geeignete
Trimming-Kurven erzeugt) Trimming-Kurven und Blending-
Fldchen erzeugt)

Abbildung 1.1: Reverse-Engineering eines Tetraeders

wEspecially in the context of smooth surface fitting, segmentation of the given data leads to
the further question of how to join the single surface patches that approximate the individual
subsets of data to give an overall reconstruction surface. While a non-differentiable joint along
a crest line might be realized by trimming two neighbouring surface patches along the common
intersection curve, blending with a higher order of continuity remains an open and unsolved

problem*.
Das Hauptaugenmerk richtet sich daher auf die Realisierung von C?-stetigen beziehungsweise
C?-stetigen Ubergingen zwischen Primirflichen, die ein gegebenes Dreiecksnetz approximie-

ren.
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1.3 Aufbau dieser Arbeit

Dieses einfithrende Kapitel enthélt eine Zusammenstellung bereits existierender Literatur zu
dem in dieser Arbeit behandelten Thema, gefolgt von einem kurzen Abschnitt iiber die ver-
wendete Notation. Am Ende dieser Einleitung werden verschiedene géingige Darstellungen
von Polynomflichen und deren Zusammenhinge betrachtet.

Da es sich bei der automatischen Segmentierung von Dreiecksnetzen um ein schwieriges,
noch nicht befriedigend geléstes Problem der Computergraphik handelt, wurde fiir diesen
Teilschritt ein interaktives Tool entwickelt. Zur Parametrisierung und Approximation der
einzelnen Segmente mit C2-stetigen Polynomflichen wurde weitestgehend auf die Arbeiten
[LePe02] und [Horm01] zuriickgegriffen. Diese vorbereitenden Schritte, Segmentierung, Para-
metrisierung und Approximation, werden in Kapitel 2 behandelt.

Wie bereits im letzten Abschnitt erwihnt, bestand eines der Ziele dieser Arbeit in der Reali-
sierung C-stetiger Ubergiinge zwischen approximierenden Polynomflichen. In Kapitel 3 wird
ein numerisches Verfahren présentiert, mit dessen Hilfe eine beliebig genaue Approximation
der Schnittkurven zweier Primérflichen in deren Parametergebieten berechnet werden kann.
Verwendet man diese Schnittkurven als Trimming-Kurven, erhilt man C%-stetige Ubergiinge

zwischen diesen Priméarflichen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein véllig neuartiges Verfahren entwickelt, mit dem die
Berechnung einer C2-stetigen Oberfliche aus den vorher erzeugten, das Dreiecksnetz approxi-
mierenden Fliachen mdéglich ist. Dabei handelt es sich nicht um eine numerische Berechnung,
sondern um eine exakte Konstruktion einer geschlossenen C?-stetigen Oberfliche (das heifit
die Teilflichen und deren erste und zweite Ableitungen stoen wasserdicht aneinander). Dieses
Verfahren wird ausfiihrlich in Kapitel 4 vorgestellt.

Abschlieffend werden in Kapitel 5 die wesentlichen Forschungsergebnisse dieser Diplomarbeit

noch einmal knapp zusammengefasst.

1.4 Bisherige Arbeiten

Obwohl auf dem Gebiet des Reverse-Engineering bereits eine Vielzahl von Arbeiten veroffent-
licht wurde, sind bei weitem noch nicht alle damit verbundenen Probleme befriedigend gelost.
Es handelt sich daher um ein brisantes Thema gegenwirtiger Forschungsaktivititen. Im Fol-
genden wird kurz auf die Ergebnisse einiger bisheriger Arbeiten und die im Zusammenhang
damit noch immer bestehenden Probleme eingegangen.

1.4.1 Arbeiten zur Realisierung C°-stetiger Ubergiinge

CV-stetige Uberginge zwischen zwei Primirflichen werden fast immer durch Berechnung ge-
eigneter Trimming-Kurven fiir diese Flichen realisiert. Diese Trimming-Kurven entsprechen
den Schnittkurven dieser Primérflichen in deren Parametergebieten.
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Zahlreiche existierende Arbeiten beschéftigen sich mit der Berechnung oder Approximati-
on der Schnittkurven zweier Flichen. Eine mogliche Klassifizierung der darin prisentierten
Verfahren wird von [KrMa97] vorgenommen.

Subdivision Methods: Das urspriingliche Problem wird schrittweise in immer kleinere und
einfachere Probleme zerlegt (Berechnung der Schnittkurven zwischen immer kleineren
Teilflichen), bis ein Abbruchkriterium erreicht wird. Die Einzelprobleme werden meist
niherungsweise gelost und die dabei gewonnenen Teil-Schnittkurven zu den Schnittkur-
ven der urspriinglich betrachteten Flichen zusammengefiigt. Derartige Ansétze dhneln
den in der Algorithmik h#ufig vorkommenden Divide-And-Conquer-Verfahren. Der
Nachteil dieser Methoden liegt im enormen Rechenaufwand, der bei genauer Bestim-
mung der Schnittkurven durch die vielen notwendigen Unterteilungsschritte anfillt. Bei-
spiele fiir Arbeiten aus diesem Bereich sind [AzBa90] und [Figu96].

Lattice Evaluation Methods: Diese Methoden werten die betreffenden Flichen in re-
gelméfligen Abstéinden aus. Die so gewonnenen Punkte werden zu einfach zu hand-
habenden Strukturen zusammengefasst (zum Beispiel Strecken oder Dreiecke). Damit
wird die Schwierigkeit des zu losenden Problems reduziert, da nur noch Schnitte zwi-
schen Kurven, Geraden und Ebenen zu bestimmen sind. Da die von diesen Methoden
erzielte Genauigkeit stark von der Dichte der berechneten Punkte abhingt, sind auch
diese Verfahren bei kleinen Fehlertoleranzen sehr langsam.

Analytic Methods: Analytische Methoden liefern zwar exakte Ergebnisse, sind aber auf
Schnitte zwischen Polynomflichen niedrigen Grades beschrinkt. Fiir den allgemeinen
Fall der Schnittkurven-Berechnung scheiden diese Verfahren daher aus.

Marching Methods: Die Schnittkurve wird ausgehend von einem bekannten Kurvenpunkt
schrittweise in beide Richtungen verfolgt. Dazu wird die lokale Geometrie der Fliche
verwendet (hiufig wird die Tangente der Schnittkurve aus den Normalen der Tangen-
tialebenen der beiden Flichen berechnet). Aus einer durch einen Schritt gewonnenen
Néherung wird mit Hilfe numerischer Verfahren ein weiterer auf der Schnittkurve liegen-
der Punkt ermittelt. Bei dieser Technik handelt es sich sicherlich um die am weitesten
verbreitete. Dies liegt vermutlich daran, dass Algorithmen dieser Klasse meistens uni-
versell verwendbar, einfach zu implementieren und relativ effizient sind. Beispiele fiir
Arbeiten aus diesem Bereich sind [AbYe96], [AbYe97], [AzBa90], [BaFa87], [Muel90],
[HuMa97], [KrMa97] und [Wang96].

Da auch das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren auf schrittweisem Verfolgen der Schnitt-
kurve beruht, werden kurz die drei Hauptprobleme der als Marching Methods bezeichneten
Methoden genannt (diese Zusammenstellung entstammt ebenfalls [KrMa97]):

Problem 1: Das numerische Verfahren (meistens eine Art Newton-Verfahren), mit dem aus
einer Naherung ein auf der Schnittkurve liegender Punkt berechnet wird, konvergiert
nicht.
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Problem 2: Beim Verfolgen der Schnittkurve wird in eine andere Schnittkurve derselben
Flichen gesprungen (zwei Flichen konnen selbstverstéindlich mehrere Schnittkurven
besitzen).

Problem 3: Probleme bei der Behandlung von Singularititen (es liegt kein echter Schnitt
vor, sondern nur eine Beriihrung) und Punkten, an denen sich mehrere Schnittkurven
treffen.

Problem 1 wird in Unterabschnitt 3.4.2 ausfiihrlich behandelt.

Problem 2 ist fiir die hier vorliegende Aufgabenstellung nur von geringem Interesse, da Start-
und Zielpunkt beim Verfolgen einer Schnittkurve bereits zu Beginn bekannt sind. Verlauft sich
das Verfahren in einer anderen Schnittkurve, wird der Zielpunkt entweder nicht erreicht oder
es wird eine entsprechend grofle Ungenauigkeit bei der Berechnung der Trimming-Kurven
registriert.

Bei Problem 3 handelt es sich um selten auftretende Spezialfille, auf die in dieser Arbeit
kaum eingegangen wird. Diese Spezialfille werden durch die in Abschnitt 3.2 geforderten
Voraussetzungen ausgeschlossen.

1.4.2 Arbeiten zur Realisierung C'-stetiger oder C*-stetiger Ubergiinge

Verfahren zur Erzeugung glatter Ubergiinge zwischen Primérfliichen lassen sich grob in zwei
Klassen einteilen.

Eine dieser beiden Klassen besteht aus Methoden, die das erzeugte Dreiecksnetz in sehr vie-
le kleine, wenige Punkte (< 10 Punkte) enthaltende Segmente zerteilen. Bei der Wahl der
Segmente wird darauf geachtet, dass ihre Formen grob den Parametergebieten der sie ap-
proximierenden Flichen dhneln (dreieckige Form bei Bezier-Dreiecken, rechteckige Form bei
TP-Flichen). Die diese Segmente approximierenden Flichen werden so berechnet, dass sie
exakt mit ihren Nachbarn zusammenstolen und gewisse Stetigkeitsbedingungen an diesen
Ubergiingen vorliegen. Ein Trimmen dieser Flichen ist also unnétig. Auf Blending-Flichen
kann vollstandig verzichtet werden. Der Nachteil dieser Methoden liegt in der grofien Anzahl
der fiir ein Modell benétigten Teilflichen. Die meisten Arbeiten aus dieser Klasse erzielen nur
C'-stetige Uberginge, beispielsweise [EcH096], [Loop94], [WaMe96]. Eine Ausnahme bildet
[Pete01]. In dieser Arbeit werden C?-stetige Gesamtflichen erzeugt. Allerdings wird neben den
vielen verwendeten Primérflichen eine noch grélere Anzahl von Blending-Flichen bendtigt.

Die andere der beiden Klassen besteht aus Methoden, bei denen das erzeugte Dreiecksnetz
in wenige grofie, zahlreiche Punkte (Z 100 Punkte) enthaltende Segmente zerlegt wird. Diese
Segmente werden jeweils durch eine Fliche mit vielen Freiheitsgraden approximiert. Haufig
werden dafiir TP-B-Spline-Fliachen verwendet. Diese Flichen werden in der Nihe der Seg-
mentriander getrimmt und mit geeigneten Blending-Fliachen verbunden. Die momentan exi-
stierenden, in diese Klasse einzuordnenden Arbeiten beschéftigen sich nur mit der Erzeugung
C'-stetiger Gesamtflichen. Die Ubergiinge zwischen den einzelnen Teilflichen werden nur nu-
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merisch bis zu einer vom Benutzer vorzugebenden Toleranzgrenze berechnet. Beispiele fiir
derartige Arbeiten sind [FaSv96], [HeKo96], [KoMa00], [VaBe98], [VaHo098], [VaR097] und
[WeRe99].

Das im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelte und in Kapitel 4 prisentierte Verfahren ist
in letztere der beiden Klassen einzuordnen. Im Gegensatz zu den meisten bisherigen Metho-
den, die nur C'-stetige Ubergiinge mit numerischer Genauigkeit erzielen, werden von diesem
Verfahren C2-stetige Gesamtfliichen erzeugt, deren Teilflichen und deren erste und zweite
Ableitungen exakt aneinander stofien.

1.5 Notation

Bei der Benennung von vor allem in Formeln auftretenden Groéfien und Operationen wurde
eine einheitliche Konvention befolgt. Um Missverstindnissen vorzubeugen, werden Teile dieser
Konvention im Folgenden kurz erlautert.

Die Komponenten eines Vektors oder einer vektorwertigen Funktion F werden mit F; bezeich-
net. Es gilt also (F € R") = (F = (Fy,...,F,)).

Die partiellen Ableitungen einer Funktion F(u,v) nach u beziehungsweise v werden durch

entsprechend héufiges Tiefstellen von u beziehungsweise v abgekiirzt. Dementsprechend gilt
2

F,=2F F,=2F F,,=LFF,=22F ...

Um eine kompakte Darstellung des Funktionswertes einer Funktion F(u,v) an der Stelle
(uj,v;) zu besitzen, wird die Schreibweise F; = F(u;,v;) verwendet.

Die letzten drei Regeln finden in der hier genannten Reihenfolge Anwendung. Ein diese Regeln

verdeutlichendes Beispiel ist Fg, 1. Fa, 1 bezeichnet die zweite Komponente des Vektors
0

=~ F(u v)‘
ou ’

(u7v):(u1 ”Ul)‘

Die erste totale Ableitung einer Funktion C(#) nach ¢ wird durch C, die zweite totale Ableitung
durch C abgekiirzt.

Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren oder vektorwertiger Funktionen F und G existieren
zwei dquivalente Schreibweisen. In kurzen Ausdriicken wird meist die kompakte Darstellung
F G verwendet, in umfangreicheren Termen die iibersichtlichere, aber lingere Darstellung
(F, G) bevorzugt.

Die Euklidsche Norm des Vektors oder der vektorwertigen Funktion F wird mit ||F|| bezeich-
net, die Li-Norm mit |F||;.

Folgen von Punkten (Mengen von Punkten bei denen die Reihenfolge wichtig ist) werden
in eckige Klammern geschrieben, beispielsweise [py,...,pn]. Eine dquivalente Schreibweise
bildet [p;i=o,....n-

Der Definitionsbereich oder das Parametergebiet einer als F(u, v) eingefithrten Funktion wird
mit D(*?) bezeichnet. Diese Indizierung durch die verwendeten Variablen ist mathematisch
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gesehen nicht ganz korrekt, da es sich bei F(,0) um die gleiche Funktion handelt. Im weite-
ren Verlauf dieser Arbeit ist diese Notation jedoch sehr praktisch, da ein Definitionsbereich
mehreren Funktionen mit denselben Variablen zugeordnet ist.

Wie in den meisten Arbeiten iiblich, steht ¢; ; fiir das Kronecker-Symbol oder den Deltatensor.

1.6 Polynomflachen

In dieser Arbeit werden verschiedene géingige Darstellungen von Polynomflichen verwendet,
darunter TP-Bezier-Flichen, Bezier-Dreiecke und TP-B-Spline-Flichen. Ein grundlegendes
Verstédndnis dieser Darstellungen wird vorausgesetzt und kann, falls nicht vorhanden, durch
Studium von beispielsweise [Fari96] gewonnen werden. Die folgenden drei Unterabschnitte
dienen lediglich dazu, den Leser mit den verwendeten Schreibweisen vertraut zu machen.

1.6.1 TP-Bezier-Fliachen

Eine TP-Bezier-Fliche F(u,v) vom Grad (m,n) iiber dem rechteckigen Parametergebiet
D) = [t, o,tu1] X [tvo,ts1] hat die Form

Fluv) = Y% B BRIy by

i=0 j=0

wobei die Bg’[tf”“] die Bernstein-Polynome iiber dem Intervall [tg,#;] und die b;; die Kon-
trollpunkte sind. Fiir die Bernstein-Polynome gilt

_ «a _ [f—a
BRloul() = ( fz ) (ttl —ttoo> <1 - tt1 —ttoo>

1.6.2 Bezier-Dreiecke

Ein Bezier-Dreieck F(u,v) vom Grad m iiber dem dreieckigen Parametergebiet D(%?) =
A(R,S,T), R € R?, S € R?, T € R?, hat die Form

Fu,v) = Y Bl (u0)bijk
i+j+k=m

wobei die B;”; . die Bernstein-Polynome iiber dem Dreieck A(R,S,T) und die b, die
Kontrollpunkte sind. Fiir die Bglj’k gilt
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m

Z},k(“av) = ( ik ) p(u,v) o(u,v)’ T(u,v)’€

p(u,v), o(u,v) und 7(u,v) sind dabei die baryzentrischen Koordinaten von (u,v) beziiglich
der Punkte R, S und T.

1.6.3 TP-B-Spline-Flichen

Eine TP-B-Spline-Fliche F(u,v) vom Grad (m,n) iiber dem rechteckigen Parameter-

gebiet DY) = [tumstup) X [tynstoq), festgelegt durch die Knotenvektoren U =
[Eu,05 - - s buymy - o s tupy - o s bupm] UNd V= [ty 0, .o s tyn, oo sbygs - - tygn], hat die Form
p—1g—1
U v
Fu,v) = > > NNV (v)dy; (1.1)
i=0 j=0

wobei die N,f T die normalisierten B-Spline-Basisfunktionen und die d; ; die Kontrollpunkte
sind. Die N2'T iiber dem Knotenvektor T = [to...,t8,. sty ..., tyypg] sind durch

1 falls ¢ € [ta,tas1)
NaU’T(t) - { 0 sonst forte
N/BsT t — t— ta Nﬁ—l,T t ta«}»,@«}»l —t NB*I,T 0
o () = ——— Ny () + ———F— Ny (1), B>

tat+p — ta toatf+1 — Latt
definiert. Da in dieser Arbeit vorwiegend bikubische TP-B-Spline-Flichen auftreten, deren
zugeordneter Knotenvektor klar aus dem jeweiligen Zusammenhang erkennenbar ist, wird im
Folgenden die abkiirzende Schreibweise N, = N2T verwendet.

1.6.4 Konvertieren einer beliebigen Polynomfliche in TP-B-Spline-
Darstellung

Da fast alle géngigen CAD-Systeme TP-B-Spline-Flachen unterstiitzen, kann eine Konvertie-
rung der erzeugten Polynomflichen in diese Darstellung wiinschenswert sein.

Jede beliebige bivariate Polynomfliche vom Grad (m,n) kann als TP-B-Spline-Fliche dar-
gestellt werden. Dies liegt an der Tatsache, dass die in Gleichung 1.1 auftretenden Produkte
N ’U(u) N Jn ’V(v) der normalisierten B-Spline-Basisfunktionen eine Basis des bivariaten Po-
lynomraums 7, X 7, bilden.

Eine einfache, aber nicht unbedingt effiziente Methode der Konvertierung ist die Folgende.

Die zu konvertierende Polynomfliche F kann durch Ausmultiplizieren in Binomialdarstellung
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n

m
F(u,v) = Z ay, uf o (1.2)
k=0 1=0

gebracht werden. Gleiches Vorgehen fiir die Produkte der normalisierten B-Spline-
Basisfunktionen liefert

n

m
U RY%
NP W) NPY (o) = D0 eppufol
k=0 [=0

wobei als Knotenvektoren U und V beliebige (2m + 2)-elementige beziehungsweise (2n + 2)-
elementige Knotenvektoren mit ¢, ,, < t, m+1 beziehungsweise ¢, ,, < %, ,41 verwendet werden
konnen. Einsetzen in Gleichung 1.1 fiithrt auf

m n m n
F(u,v) = ZZ chk,l;i,jdi,j uFol . (1.3)

k=0 1=0 \ i=0 j=0

Gleichsetzen von (1.2) und (1.3) und anschlieBender Koeffizientenvergleich liefert das eindeutig
losbare lineare Gleichungssystem

m n
a1 = EZ:E:(%ijdLj s k::OV..Jn s ZZ(L.n,n
1=0 5=0

zur Berechnung der gesuchten Kontrollpunkte d; ;.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden fiir Polynomflachen die jeweils giinstigsten Darstel-
lungen verwendet. Eine abschlieflende Konvertierung in TP-B-Spline-Form wird nicht mehr
vorgenommen, kann aber bei Bedarf nach dem eben présentierten Schema erfolgen.

1.6.5 Kompositionen von Polynomfldchen

In Kapitel 4 dieser Arbeit treten hiufig Kompositionen von Polynomflichen auf. Obwohl der
Grad dieser Flachen teilweise sehr hoch ist, handelt es sich aufgrund der Tatsache, dass es
sich um Kompositionen handelt, um relativ harmlose Konstrukte. Es wird ausdriicklich
empfohlen, diese Kompositionen von Polynomflichen als solche im Speicher zu
halten und auch als solche auszuwerten. Der damit verbundene Gewinn an Rechenzeit
und Speicherplatz ist enorm.

Als Beispiel kénnen hier die in Kapitel 4 vorkommenden Blending-Streifen genannt werden.

Ein Blending-Streifen hat die Form
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FU,V) = HYU,V)-FHGHYU,V)) + H'(U,V)-FI(GN(U,V))

Grad (0,7) Grad (5,1) Grad (0,7) Grad (5,1)
———— ————
Grad (30,6) Grad (30,6)

~ /
-

Grad (30,13)

wobei die Polynomflichen F® : R? — R? vom Grad (3,3), die Polynomfliichen G* : R? — R?
vom Grad (5,1) und die Polynomflichen H® : R? — R vom Grad (0,7) sind.

Wertet man F als B-Spline-Fliche vom Grad (30, 13) mit dem de Boor-Algorithmus aus, sind
dafiir 29574 arithmetische Operationen (Additionen, Multiplikationen) erforderlich. Wertet
man dieselbe Fliche in Form ihrer Teilflichen aus, bendtigt man nur 960 arithmetische Ope-
rationen. Dies entspricht einer Verbesserung der Auswertegeschwindigkeit um den Faktor 30.

Speichert man F als Polynomfliche vom Grad (30,13) sind dafiir 1302 Gleitkomma-Werte
erforderlich. Wird die Gesamtfliche F dagegen in Form ihrer Teilflichen verwaltet, werden
nur 160 Gleitkomma-Werte benotigt. Der Speicherplatzbedarf sinkt etwa um den Faktor 8.
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Kapitel 2

Vorbereitende Schritte

Voraussetzung fiir dieses und damit auch alle weiteren Kapitel ist eine Approximation der zu
rekonstruierenden Oberfliche in Form eines fehlerfreien Dreiecksnetzes.

Um die in dieser Diplomarbeit entwickelten Verfahren zur Realisierung C°-stetiger bezie-
hungsweise C%-stetiger Ubergiinge zwischen Primirflichen anwenden zu kénnen, muss das ge-
gebene Dreiecksnetz zuerst durch TP-B-Spline-Flichen! approximiert werden. Dies geschieht

in drei Schritten:

e Segmentieren des gegebenen Dreiecksnetzes:

Der Benutzer zerlegt das Dreiecksnetz mit Hilfe eines interaktiven Tools in mehrere

Segmente.

e Parametrisieren der einzelnen Segmente:

Um die Segmente durch jeweils eine TP-B-Spline-Fliche approximieren zu koénnen,

miissen den Punkten dieser Segmente Parameterwerte zugewiesen werden.

e Approximieren der einzelnen Segmente:

Jedes der nun parametrisierten Segmente wird durch jeweils eine TP-B-Spline-Fliche

approximiert.

Im Folgenden werden diese Schritte detailliert erldutert.

2.1 Segmentieren des gegebenen Dreiecksnetzes

Da komplexe geometrische Formen meist nur unzureichend durch eine einzige B-Spline-Fliche
approximiert werden kénnen, zerteilt man das Dreiecksnetz der zu rekonstruierenden Ober-

'Die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren sind unabhingig vom Typ der approximierenden Flichen. Da,
jedoch eines der Ziele dieser Arbeit die Erzeugung einer polynomiellen Gesamtflache ist, werden an dieser Stelle
TP-B-Spline-Flichen zur Approximation der einzelnen Segmente verwendet.

13
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flache in mehrere Segmente. Jedes dieser Segmente wird unabhéngig von den anderen durch
eine B-Spline-Fliche approximiert.

Die im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelten Verfahren zur C%-stetigen beziehungsweise
C?-stetigen Oberflichen-Rekonstruktion sind stark abhingig von der gewihlten Segmentie-
rung. Um zufriedenstellende Rekonstruktionsergebnisse zu erzielen, miissen bei der Segmen-
tierung verschiedene Grundsitze eingehalten werden. Diese werden in den Abschnitten 3.7
und 4.6 ausfiihrlich erldutert.

Um dem Anwender die Moglichkeit zu bieten, Einfluss auf die Segmentierung und damit auch
auf die Rekonstruktionsergebnisse zu nehmen, wurde von einer automatischen Segmentierung
abgesehen. Stattdessen wurde ein interaktives Tool entwickelt, mit dessen Hilfe der Benutzer
Dreiecksnetze schnell und bequem in einzelne Segmente zerlegen kann.

Das Segmentierungs-Tool bietet die Moglichkeit, eine Segmentgrenze durch Markierung
(anklicken mit dem Mauszeiger) weniger Punkte festzulegen. Die Segmentgrenze wird von
den Kanten gebildet, die auf den kiirzesten Pfaden zwischen jeweils zwei hintereinander mar-
kierten Punkten liegen.

In den meisten Fillen zeichnet sich eine gute Segmentierung dadurch aus, dass die Segment-
grenzen entlang vorhandener Knicks und scharfer Kanten im Dreiecksnetz verlaufen. Deshalb
werden bei der Berechnung der kiirzesten Pfade im Dreiecksnetz nicht nur die Lingen der
enthaltenen Kanten sondern auch die Zwischenwinkel der an diese Kanten angrenzenden Drei-
eckspaare beriicksichtigt. Einem aus den Kanten &1, ...,y bestehenden Pfad wird die Linge
Zi]\il IEill - Z(&;) zugeordnet, wobei ||&;|| die Linge der Kante & und Z(&;) der von den an
der Kante & hingenden Dreiecken gebildete Winkel ist.

In Abbildung 2.1 ist zu sehen, wie eine lingere Segmentgrenze entlang eines im Dreiecksnetz
vorhandenen Knicks durch nur drei Mausklicks erzeugt wurde. Die angeklickten Punkte des

Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3

Abbildung 2.1: Erzeugen einer lingeren Segmentgrenze durch nur drei Mausklicks
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Dreiecksnetzes wurden jeweils durch gelbe Kugeln kenntlich gemacht.

Bei der Segmentierung ist unbedingt zu beachten, dass jedes der Segmente homéomorph zu
einer Scheibe ist, also im Fall von nicht Mdbius-artigen Strukturen genau einen Rand besitzt.
Diese Forderung liegt darin begriindet, dass Segmente die diese Bedingung nicht erfiillen,
zum Beispiel ringférmige Segmente oder Segmente mit Lochern, im Allgemeinen nicht sinnvoll
parametrisiert werden kénnen.

Abbildung 2.2 zeigt drei mit dem entwickelten Tool segmentierte Dreiecksnetze. Verschiedene
Segmente sind in verschiedenen Farben dargestellt.

Abbildung 2.2: Segmentierte Dreiecksnetze

2.2 Parametrisieren der einzelnen Segmente

Um den durch ein Dreiecksnetz-Segment repréisentierten Teil einer Oberfliche zu approximie-
ren, werden die Punkte rq,...,ry € R? dieses Segments durch eine B-Spline-Fliche F(u,v)
approximiert oder interpoliert. Dazu ist es notwendig, den Punkten rq, ..., ry Parameterwerte
p1 = (u1,v1),..., PN = (un,vN) zuzuweisen. Eine derartige Parametrisierung hat erheblichen
Einfluss auf die Form und damit auch die Qualitit der approximierenden B-Spline-Fliche.

Eine gute Parametrisierung zu finden ist eine schwierige Angelegenheit, auf die im Folgenden
nur kurz eingegangen wird. Dem an diesem Thema interessierten Leser sei [Horm01] emp-
fohlen. Darin werden verschiedene Parametrisierungstechniken und deren Vor- und Nachteile
detailliert beschrieben.

Sei 7 das gegebene Dreiecksnetz-Segment und 1 : 7 — R? dessen Parametrisierung, das
heif}t es gilt 9(r;) = p;. Im Wesentlichen handelt es sich bei ¢ genau dann um eine gute
Parametrisierung, wenn 1) die Verzerrung des Segmentbildes /(7)) im Vergleich zum Original
T minimiert.
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In dieser Arbeit wurde die in [LePe02] beschriebene Methode zur Parametrisierung von
Dreiecksnetz-Segmenten verwendet. Ihr Grundprinzip wird im Folgenden kurz erldutert.

Als Ansatz fiir ¢/ wird eine stiickweise affine Abbildung gewéhlt. Gilt

n(u,v) X %1/)1(11,1)) = (% “Hu,v) (2.1)

wobei n(u,v) die Normale am Punkt t ! (u,v) ist, wurde die oben erwihnte Verzerrung
vollstéindig eliminiert (Iso-u-Linien und Iso-v-Linien stehen im R? stets senkrecht und wer-
den mit der gleichen Geschwindigkeit durchlaufen). Aufgrund des verwendeten Ansatzes kann
diese Forderung im Allgemeinen nicht fiir alle (u,v) erfiillt werden. Die Verletzung von Glei-
chung 2.1 wird daher im Sinne kleinster Fehlerquadrate minimiert. Legt man zwei beliebige
Parameterpunkte p; und pj, 7 # j, fest, fiihrt dies auf ein eindeutig lésbares lineares Glei-
chungssystem fiir die gesuchten pg, k # i, k # j.

In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel, die Parametrisierung eines der vier Segmente eines defor-

mierten Tetraeders, zu sehen.

Parametergebiet des blauen Segments R3

Abbildung 2.3: Die Parametrisierung eines Dreiecksnetz-Segments

2.3 Approximieren der einzelnen Segmente

Um den durch ein Dreiecksnetz-Segment repriisentierten Teil einer Oberfliche mit einer C2-
stetigen Fliche darzustellen, werden die Punkte ry,...,ry € R? dieses Segments durch eine
bikubische TP-B-Spline-Fliche F(u,v) approximiert oder interpoliert. In der Regel begniigt
man sich mit einer Approximation der Punkte, da bei einer Interpolation hiufig unerwiinschte
Nebeneffekte, wie zum Beispiel Uberschwinger, auftreten. Gerade bei verrauschten Daten
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liefert eine Interpolation extrem wellige Flichen, obwohl eigentlich relativ glatte Flichen
wiinschenswert wiren. Um dem entgegen zu wirken minimiert man meistens eine Kombination
aus einem Fehler- und einem Glattheitsfunktional. Dies fiithrt einerseits zu einer akzeptablen
Approximation der rq,...,ry, andererseits zu einer optisch gut aussehenden Fliche.

Fiir die in dieser Diplomarbeit entwickelten Verfahren zur C°-stetigen beziehungsweise C?-
stetigen Oberflichen-Rekonstruktion ist es notwendig beziehungsweise zweckmiBig, ein kom-
biniertes Interpolations-Approximations-Problem zu 16sen. Punkte auf dem Rand des Drei-
ecksnetzes, an denen zwei oder mehr Segmente zusammenstoflen, und Punkte im Inneren
des Dreiecksnetzes, an denen drei oder mehr Segmente zusammenstofien (im Folgenden wer-
den diese Punkte als Sternpunkte bezeichnet; diese Bezeichnung hat ihren Ursprung in der
Tatsache, dass an diesen Punkten die Segmentgrenzen sternféormig zusammenlaufen), miissen
von den diesen Segmenten zugeordneten B-Spline-Flichen interpoliert werden?. Um die oben
erwihnten Negativeffekte der Interpolation zu vermeiden, werden alle iibrigen Punkte nur
approximiert wobei gleichzeitig ein Glattheitsfunktional minimiert wird.

Seien ry,...,rys die Interpolationspunkte und ras4q,...,ry die Approximationspunkte. Ge-
sucht ist die bikubische TP-B-Spline-Fliche

p—1qg—1
3,U 3,V
Fu,0) = > 3 NPY(uw) NV (v)dyy (2.2)
i=0 j=0
mit festgelegten, uniformen Knotenvektoren U = [ty 0,...,typ+3], tua = tuo + @ At,, und

V =[ty0,--stugssls to,g = tuo + B At,, die das kombinierte Glattheits-Fehler-Funktional

Ku(F) = EF) + pJ(F) (2.3)
N
EF) = (F (ug, o) — 15)° (2.4)
k=M+1
tup  [log
j(F) = / / du dv ((Fuu)2 +2 (Fuv)2 + (Fvv)2) (2-5)
tu,3 t'u,3
unter den Nebenbedingungen F(u,,v,) =r,, v = 1,..., M, minimiert. Um die Losung mit

Hilfe von Lagrangeschen Multiplikatoren ermitteln zu kénnen (siehe [Grab98b]), miissen die
Ableitungen des Glattheits-Fehler-Funktionals nach den unbekannten Kontrollpunkten d; ;
berechnet werden.

’Das in Kapitel 3 prisentierte Verfahren zur C°-stetigen Oberflichen-Rekonstruktion setzt die Inter-
polation aller Stern-Punkte voraus. Fiir das in Kapitel 4 vorgestellte Verfahren zur C®-stetigen Ober-
flichen-Rekonstruktion ist es vorteilhaft jedoch nicht unbedingt erforderlich ein derartiges Interpolations-
Approximations-Problem zu 16sen.
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Das Fehlerfunktional &£

Das verwendete Fehlerfunktional £ ist die Summe der quadratischen Abweichungen. Durch
Einsetzen von Gleichung (2.2) in (2.4) erhilt man

N p—1g-1 2
EF) = > > Ni(ur) Nj(ve) dij | — ri
k=M+1 i=0 j=0
Die partiellen Ableitungen von £ lauten
0
E(dooy .- dp—14-1) =
8da,[3 ( 0,0, yUp—1,q 1)
N p—1qg—1
= D 2 [ D0 Niluk) Nj(w) diy | = v | Nalur) Np(vr)

k=M+1 i=0 j=0

Das Glattheitsfunktional 7

Das verwendete Glattheitsfunktional 7 wird auch als vereinfachte Thin-Plate- Energy bezeich-
net. Es kann in die zweckméfBigere Form

TE) =
p—1qg—1p—1qg—1
= ZZ d;jdg,
i—0 j=0 k=0 =0
tu,p 82 82 ty,q
/tu,3 du <WNZ(’U,)> <WNk(u)> ‘/tv,g dv Nj(v) Ni(v) +
—Ais B,
2. /t“’du 9 Nw)) (2 No(w) /t i (Znw) (2 M )+
fus ou " ou " fo.s ov v
:?J:,k :B;,l
tu,p tv,q 62 82
/tu,3 du N;i(u) Ni(u) - /tv,s dv <W Nj(l))) <W Nl(”)) =

=Fi =Fj,
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p—1lqg—1p—1qg-1

= Z Z Z Z dl,] dk,l (A’L,k Bj,l + 2 Ci’k Dj’l + E’i,k Fj,l) =

i=0 j=0 k=0 [=0

p—1lqg—1p—1qg-1

=D 3)) ) AL

i=0 j=0 k=0 [=0

iiberfithrt werden. Die Konstanten G ; ; konnen problemlos analytisch berechnet werden, da
es sich lediglich um Integrale {iber bivariate stiickweise Polynome handelt. Aufgrund vorhan-
dener Symmetrien miissen nur wenige Kombinationen von 4, j, £ und [ ausgewertet werden.
Bei verschiedenen Knotenvektoren unterscheiden sich die G; ;x; lediglich um von At, und
At, bestimmte Faktoren. Eine einmalige Berechnung einiger weniger Integrale ist daher aus-
reichend. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dafiir ein Maple-Programm geschrieben.

Die partiellen Ableitungen von J lauten

0d, 3

Die gesuchten Kontrollpunkte d;; ergeben sich schliefilich durch Losung des linearen Glei-
chungssystems

p—1qg—1
ZZNZ(UV)N](U’Y)dZ,] = Iy , 7:17 7M
i=0 j=0
9 M
’Cﬂ(do,ov"'vdpfl,lI*l) = ZAkNOL(Uk)N/B(Uk) ) OZZO,...,p—]. ;
od, g

k=1

6=0,....,q—1
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wobei die A\ die bereits erwdhnten Lagrange-Multiplikatoren sind. Zur Lésung dieses Systems
kann zum Beispiel der Gauf-Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie verwendet
werden (siehe [Grab00]).

Durch den Parameter i kann der Benutzer das Verhiltnis zwischen Genauigkeit und Glattheit
der approximierenden Fliche F steuern.

Die die Knotenvektoren bestimmenden Werte ¢, 9, Aty, t,0 und At, sollten so gewéhlt wer-
den, dass das Bild ¢(7) des Dreiecksnetz-Segmentes im Parametergebiet den Bereich, in dem
die Basisfunktionen eine vollstindige Basis bilden, also [t,3,...,tup] X [tv3,. .., tyq], bis auf
einen Rand von etwa 10% ausfiillt.

In Abbildung 2.4 ist ein durch B-Spline-Flichen approximiertes Dreiecksnetz zu sehen. Das
mittlere Bild zeigt die ungetrimmten Flidchen. Beim rechten Bild wurden diese Flichen entlang
des Segmentrandes im Parametergebiet getrimmt.

Segmentiertes Dreiecksnetz Approximierende Getrimmte approximierende
B-Spline-Flichen B-Spline-Flichen

Abbildung 2.4: Approximation eines Dreiecksnetzes durch B-Spline-Flichen

Weiterfithrende Informationen zur Approximation sind in [Horm01] zu finden.



Kapitel 3

CY-stetige Ubergiinge zwischen
Primarflaichen

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die im letzten Kapitel besprochenen Schritte aus-
gefithrt wurden. Das gegebene Dreiecksnetz wurde segmentiert und die einzelnen Segmente
parametrisiert und durch jeweils eine C%-stetige B-Spline-Fliche approximiert.

Ziel ist es nun, eine C'-stetige Gesamtfliche zu berechnen, die die Form des Dreiecksnetzes
nachempfindet.

3.1 Grundprinzip des Verfahrens

Die C¥-stetigen Uberginge zwischen den B-Spline-Flichen sollen durch Berechnung geeigneter
Trimming-Kurven fiir diese Fléchen realisiert werden.

Fiir jeden gemeinsamen Kantenzug zweier zusammenstoBender Segmente S und S?, ist die
diesem Kantenzug entsprechende Schnittkurve seiner zugeordneten B-Spline-Flachen F* und
F? zu berechnen. Diese Berechnung muss in Parameterdarstellung! in beiden Parameter-
gebieten erfolgen. Das bedeutet, es werden Kurven C%(t) = (u®(t),v*(t)) und CP(t) =
(uP (t),vP(t)) gesucht, fiir die F*(C*(t)) = FA(CH(t)) gilt.

Abbildung 3.1 verdeutlicht dieses Grundprinzip anhand eines Beispiels. Der deformierte Tetra-
eder wurde in vier Segmente zerlegt. Jedes dieser Segmente wurde durch eine B-Spline-Fliche
approximiert. Insgesamt existieren sechs gemeinsame Kantenziige, wobei fiir jeden solchen
Kantenzug jeweils eine Trimming-Kurve in beiden zugeordneten Parametergebieten berech-
net wurde. Der Kantenzug, an dem die Segmente S! (rotes Segment) und S? (blaues Segment)
zusammenstofien (dargestellt durch einen schwarzen Linienzug), wird zur Veranschaulichung
des eben erlauterten Grundprinzips in Abbildung 3.1 detailliert betrachtet.

' Als Parameterdarstellung einer auf einer B-Spline-Fliche F : D**) — R® verlaufenden Kurve C C F wird
im Folgenden eine Form (u(t),v(t)) bezeichnet, fiir die C = {F(u(t),v(t))|t € R, (u(t),v(t)) € D™} gilt.

21
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Getrimmte, approximierende
Segmentiertes Dreiecksnetz Approximierende B-Spline-Flichen B-Spline-Fliachen

. -

S . G
Segmente S! ,
und S?

Segment S!
Segment S?

Parametergebiet von F! Parametergebiet von F?2 Verschiedene Farben
entsprechen verschiedenen

Segmenten:
Rot: Segment S!
Blau: Segment S2
Gelb: Segment S2
Griin: Segment S*

Parametergebiet von F3 Parametergebiet von F4

Abbildung 3.1: Das Grundprinzip der C-stetigen Oberfliichenrekonstruktion

Die zu berechnenden Trimming-Kurven sollen ebenfalls in B-Spline-Darstellung angegeben
werden konnen. Es muss sich also um Polynomkurven handeln. Leider scheidet damit eine
exakte Losung aus, da die Schnittkurven zweier Polynomflichen im Allgemeinen keine Poly-
nomkurven sind. Dies gilt sowohl fiir die Parameterdarstellungen der Schnittkurven als auch
fiir ihre zugeordneten Raumkurven. Das folgende Beispiel beweist diese Aussage.
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Seien F = (u,v, —u? — v?) und F = (,0,—1) zwei Polynomflachen. Bei F handelt es sich um
ein Paraboloid, bei F um eine Ebene. Gleichsetzen der beiden Flichen liefert die Gleichungen
u = i, v = 9 und u?+v% = 1. Das bedeutet sowohl bei den beiden Parameterdarstellungen der
Schnittkurve als auch ihrer zugeordneten Raumkurve handelt es sich um Kreise mit Radius
1 (Abbildung 3.2). Kreise lassen sich in parametrischer Form leicht durch Sinus und Cosinus,
niemals aber durch endliche Polynome ausdriicken.

F: Paraboloid (rot) Schnittkurve im Schnittkurve im
F: Ebene (griin) Parametergebiet von F Parametergebiet von F
D(u,v) D(@,9)
v v

L. L

Abbildung 3.2: Die Schnittkurve eines Paraboloids und einer Ebene

Da eine exakte Berechnung also ausscheidet, wurde ein numerisches Verfahren entwickelt,
mit dem die Schnittkurve C zweier B-Spline-Fliichen F und F beliebig genau durch stiick-
weise Polynomkurven gendhert werden kann. Um das Verstédndnis der folgenden Abschnit-
te zu erleichtern und dem Leser bereits jetzt einen Uberblick iiber den Stoff dieses Kapi-
tels zu verschaffen, werden die wesentlichen Schritte des hier prisentierten Verfahrens zur
Schnittkurven-Approximation kurz erldutert.

Zuerst wird, ausgehend von einem bekannten gemeinsamen Punkt (u®, v®,a%,0%) beider Pa-
rameterdarstellungen der Schnittkurve C, das heifit es gilt F(u®, %) = F(a®,4*) € C, in
beide Richtungen eine Folge von Punkten [(u?, v?, a8, 175)]5:0,,“,(1,,“,1\; auf dieser Schnittkurve
ermittelt. Dies geschieht durch fortlaufende Iteration der folgenden beiden Schritte:

Schritt 1: Berechnung der Taylor-Entwicklungen der beiden Parameterdarstellungen von C
am letzten bekannten Punkt (u®,v?, %, 5%) bis zu beliebig hoher Ordnung. Fiir diese
Berechnung wurde im Rahmen dieser Arbeit eigens ein Verfahren entwickelt. In Form
dieser Taylor-Entwicklungen liegen in der Umgebung von (u?,v?, 4?, %%) gute Niherun-
gen der zu berechnenden Schnittkurve vor.

Schritt 2: Niherungsweises Voranschreiten auf der Schnittkurve mit Hilfe der Taylor-
Entwicklung. Bei kleiner Schrittweite ist die Abweichung vom tatsichlichen Ver-



24 KAPITEL 3. C°-STETIGE UBERGANGE ZWISCHEN PRIMARFLACHEN

lauf der Schnittkurve minimal. Durch Losung eines nicht-linearen Gleichungssy-
stems mit Hilfe des Newton-Verfahrens wird der dieser Ndherung nichstliegende, mit
(=1, 0P~ af~1, 5P~1) beziehungsweise (uft! oS! 4P+ 56+1) bezeichnete Kurven-

punkt berechnet.

Die so gewonnene Folge von Punkten [(u?,v?, @, 57)] 3=0,....5 wird nun durch eine stiickweise
Polynomkurve interpoliert. Jeweils zwei benachbarte Punkte bilden die Endpunkte einer ihrer
Teilkurven. Die im Rahmen der Taylor-Entwicklung berechneten ersten bis n-ten Ableitungen
an diesen Punkten legen alle gesuchten Teilkurven vom Grad 2n + 1 eindeutig fest und sorgen
dafiir, dass diese Teilkurven den tatséchlichen Verlauf der Schnittkurve optimal nachempfin-
den. Die Parameterdarstellungen von C sind damit C™-stetige, stiickweise Polynomkurven.

3.2 Forderungen an die B-Spline-Flichen

Damit das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren zur numerischen Berechnung der Schnitt-
kurve zweier B-Spline-Flichen F und F anwendbar ist, miissen diese Flichen drei Vorausset-
zungen erfiillen.

Die ersten beiden Voraussetzungen lauten

V1)  Y(u,v) . (u,v)eD®) 5 Fyu(u,v) x Fy(u,v) #0

(V2) V(i) . (i,5) e D™ - Fu(i,d) x Fy(i, o) #0

Das bedeutet, die Ableitungen in u-Richtung und v-Richtung beziehungsweise in u-Richtung
und 9-Richtung sind fiir alle Parameterpunkte linear unabhingig. Es handelt sich also um
nicht-degenerierte Flichen F und F.

Auflerdem muss
(V3)  V(w,0)V(a,5) . ((u,v) e DO A (@,5) € DB A F(u,v) = ﬁ‘(ﬂ,f})) N
(Fu(u,v) X F,,(u,v)) X (ﬁﬁ(a,ﬁ) X ﬁﬁ(a,ﬁ)) £0

erfiillt sein. Das heiBt an allen Punkten ihrer Schnittkurve besitzen F und F unterschiedliche
Tangentialebenen. Bei echten Schnitten zwischen zwei Flichen ist dies stets erfiillt. Verletzt
wird diese Eigenschaft lediglich von zwei sich beriihrenden Flichen.
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3.3 Taylor-Entwicklungen einer Schnittkurve

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren prisentiert, mit dem die Taylor-Entwicklungen ei-
ner nach Bogenlinge parametrisierten Schnittkurve C(t) = F(u(t),v(t)) = F(a(t),9(t)),
||C (t)]|2 = 1, zweier B-Spline-Flichen F und F und der dazugehérigen Parameterdarstel-
lungen (u(t),v(t)) und (u(t), 9(¢)) bis zu beliebig hoher Ordnung n berechnet werden kénnen.
Es wird davon ausgegangen, dass die Flichen F und F die Voraussetzungen (V1) bis (V3)
erfiillen (Abschnitt 3.2).

Erforderlich ist lediglich die Kenntnis der Parameterdarstellung (uy, vs, U4, 0x) eines Punk-
tes der Schnittkurve der beiden Flichen. Im Parameterbereich der Schnittkurve ist diesem
Punkt der frei wihlbare aber feste Wert ¢, zugeordnet. Es gilt also (u(tx), v(tx)) = (Ux, vs),
(ii(ty), 5(ty)) = (iig, 7)) und C(t,) = F(uy,v,) = F(iiy, 0,). Dieser Parameterwert t, ist der

Entwicklungspunkt der Taylor-Entwicklung.

Die zu bestimmenden Taylor-Polynome

- 1 i 1 i dz
ur(titon) = Yo cull (t—t) ~ u(t) , W) = ()

v t —t,

~1 0 : 0 _ d
vp(tite,n) = Zz_; 0 (t—t)" =~ o) , v = pr (t) -
ir(tty,n) = Sl (-t o~ oa) , A = Zi(t)

v t =t
or(tite,n) = o0t -t) o~ a) ) = 2 0(0)

i=0 b t=t,
Cr(tity,,n) = e t-t) ~ c@) , = pe0

v t —t,

werden durch die Ableitungen u,(j), v,(f), ai“, T)Sf) und Cii) am Entwicklungspunkt ¢, eindeutig
bestimmt. In den folgenden Unterabschnitten wird erldutert, wie diese Ableitungen berechnet

werden konnen.

3.3.1 Nullte Ableitungen

Die nullten Ableitungen am Entwicklungspunkt sind gleich den Funktionswerten am Entwick-

lungspunkt. Es gilt daher
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Uy = Uy
o =

iV =

W= 5,

¥ = Flunv,) = Fli,by)

3.3.2 Erste Ableitungen

Der Tangenteneinheitsvektor T¢ () der Schnittkurve C(t) am Entwicklungspunkt ¢, kann

mit den Formeln

nF(U*a'U*) = Fu,* X Fv,* (3'1)

nﬁ\(ﬂ*,ﬁ*) = FU*XFv* (32)

Tc (t*) (3-3)

berechnet werden, wobei ng(uy,v,) und ng(iy, o) die Normalen der Tangentialebenen der
beiden B-Spline-Fliichen F und F am gemeinsamen Punkt (uy,v,, @, #,) sind. Vorausset-
zung (V3) verhindert, dass es auf der rechten Seite von Gleichung (3.3) zu einer Division
durch 0 kommt. Fiir die nach Bogenlinge parametrisierte Schnittkurve C(¢) gilt

Te(t,) = %C(t) - %F(u(t),v(t)) - Foi(ty) + Fo.o(t) =

= Foul) P, 0" (3.4)

Multiplikation von Gleichung (3.4) mit den Vektoren Fy, . X ng(uy, v,) und Fy . X np (., vy)
liefert die Formeln

(n _ (Tc(ts), Fox X nF(ug, v4))
(Fuu, Foy x np (e, 04))

Uil) _ (Te(ts) ; Fux X np(ug, v4)) (3.6)
(Fv,*a Fu,* X nF(U*a'U*»
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zur Berechnung der ersten Ableitung der Parameterdarstellung (u(t),v(¢)) am Entwicklungs-
punkt ¢,. Nach dem gleichen Schema lassen sich die Formeln

ﬂil) _ (Tg(t*) 7~F’5,* X HFE’EL*:{;*)) (3 7)
(Fa,*, Fﬁ,* X nf:‘(u*av*»
PO (Te(ty), Fay x nfwfﬁ*,ﬁ*» (3.8)

aufstellen. Die Voraussetzungen (V1) und (V2) schlieflen bei den Gleichungen (3.5) bis (3.8)
eine Division durch 0 aus. Die erste Ableitung der nach Bogenldnge parametrisierten Schnitt-
kurve C(t) am Entwicklungspunkt ist natiirlich gleich dem Tangenteneinheitsvektor an dieser
Stelle. Es gilt also

3.3.3 Hohere Ableitungen

Sukzessives Ableiten von C(t) und Einsetzen von ¢, liefert

d2
Sew| =
dt? t=tx
2 2
= Fuu,* <US<1)> +2 Fuv,* US}) Uﬂ(}) + F’UU,* <UJ(<1)) +Fu,* U9(<2) + F'u,* UJ(<2) =
:G2(F7u£0)?uril)av£0)7v£l))
. 2 - - 2 . ~
= Faaw (@) +2Fupu il 8l + Fog () +Fap il + Foudl®  (39)
— (P a0 o, 1)
di
dt? —t,

— G’z(Fa UiO)a s 7u>(ki_1)7v>(k0)7 s 7v£i_1)) + Fu,* UEJ) + Fv,* ’l),(f) —
= GF,a,. .l 50 ) R, Al + By 0l

i=2,....n (3.10)
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wobei G; und GZ einfach zu berechnende Funktionale von F und F sind (es miissen ledig-

lich partielle Ableitungen bestimmt werden). Sind die Werte uio), e ,u,(f*l), vio), e ,v,(ffl),

ﬁio), e ,’fLEjil) und 5,((0), . ,17,((1‘71) bekannt, bildet Gleichung (3.10) ein unterbestimmtes linea-

res Gleichungssystem (drei Gleichungen, vier Unbekannte) zur Berechnung von ug), v,(f), ﬁ,(f)
und 6,(3). Eine vierte lineare Gleichung erhélt man durch entsprechend hiufiges Differenzieren

der Bogenlingen-Bedingung (C(t), C(¢)) = 1 und Einsetzen von ¢, was auf
d /d d d d?
— (—=C(t), —C(t = 2(—C(), —=C(t
ﬁ<ﬁcm,ﬁco>hu (e gmeo)

= 2 {<%C(t), Gz(F,U§O),U£1),v£0),v£1))> + <iC(t), Fu,*> u? 4

t=t,

<iC(t), Fv*> viz)} — 9 (3.11)
dt ’ t=t,
Gl g p J2 Ji-1
F <$C(t), %C(t)> . H; (WC(t) - ) " i1 C(t) t—t*> +
d i i
2{<$Cm,GAEupw o, ’£1”>+
d ’L) d ’L) —
<dt C(t), Fu,*> Uy + <dt C(t), Fv,*> (7 } . = 0 )
1=2,...,m (312

fithrt, wobei H; eine einfach zu berechnende Funktion ist. Die Gleichungen (3.10) und (3.12)
bilden eine Folge von nacheinander zu lésenden linearen Gleichungssystemen mit den jeweils
vier Unbekannten ug), v,(f), ai“ und 17,((2'). Diese Systeme konnen mit numerischen Standard-
verfahren (zum Beispiel Gauff-Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie; siehe
[Grab00]) gelost werden. Die Matrizen der zu lésenden linearen Gleichungssysteme sind alle

gleich. Sie haben die Form

Fu,* Fv,* —f‘a,* _f‘ﬁ,* (3 13)
4,1 Q42 0 0 :

mit

1 1
a41 = (Fu,* Ui ) + Fv,* 'Ui ) > Fu,*)
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G442 = (Fu,* US}) +F'u,* UJ(}) ) Fv,*)

Die Matrix (3.13) ist unter den Voraussetzungen (V1) bis (V3) stets invertierbar.

Beweis

Fiir die Determinante der Matrix (3.13) gilt

Fix xFoul| =
_ (Te (t) , Fup) (T (), Fox) = =
det Fi;, xF;,
- ~ o~ Uy v,
(nf‘ (U*a U*) s Fu,*) (nl;-.(u*, 'U*) , Fy *>
b s ” >0 wegen (V2)

Bei den beiden Spaltenvektoren der mit D bezeichneten Determinante handelt es sich um die
senkrechten Projektionen der Vektoren F, , und F, , in das von den orthonormalen Vektoren
ng (s, 0x) und T¢ (t,) gebildete Koordinatensystem. Diese Spaltenvektoren wiren genau dann
linear abhéngig, wenn die Normale ng (t., vx) = Fy . X Fy . in der von ng (., 94) und Te (t4)
aufgespannten Ebene liegen wiirde. Dies ist aber wegen Voraussetzung (V3) niemals der Fall.
Es gilt also D # 0. Daraus folgt

det Fu,* Fv,* _Fﬂ,* _];117,* 7& 0
as,1 Q42 0 0

Die Invertierbarkeit der Matrix (3.13) ist damit gezeigt. O

Die Ableitungen C,(f) der Schnittkurve am Entwicklungspunkt ¢, erhélt man durch Einsetzen

(4) (4) (4)

von uy’ und vy’ oder %,  und f),(f) in Gleichung (3.10).
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Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der zweiten Ableitungen

Um dem Leser das Nachvollziehen und Verwenden der in diesem Unterabschnitt préasentier-
ten Formeln zu erleichtern, wird im Folgenden das aus den Gleichungen (3.10) und (3.12)

2 (2 ~(2)

gewonnene lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der zweiten Ableitungen u; ™, vy, U,

(2)

und v, explizit angegeben. Es lautet

(2)

Uk
Fu,* Fv,* _Fﬂ,* _];117,* ’Ua(<2) o b
a4l (4.2 0 0 ~£2) by ’
e
*
wobei
a4 = <Fu,*u>(k1) +Fv,*v>(kl) > Fu,*>
a4,2 = <Fu,*u>(k1) +Fv,*v>(kl) > Fv,*>
(1) (1), (1) (1) 2
b = - Fuu,* (U* ) +2Fuv,*u* Vs +Fm;,* (U* ) +
- SN om0 | F (D)2
+ Uil ke (U* ) +2Fﬁf1,*u* Vs +Ff;ﬁ,* (U* )
2 2
by = - <Fu,*US<1) +Fv,*va(<1) » Fuu,* (US})) +2Fuv,* US}) 'U9(<1) +Fvv,* (Ua(})) >
gilt.

3.3.4 Beispiel: Taylor-Entwicklung der Schnittkurve eines Paraboloids und
einer Ebene

Im Folgenden wird noch einmal das Beispiel aus Abschnitt 3.1 aufgegriffen. Die Anwendung
des eben présentierten Verfahrens zur Berechnung der Taylor-Entwicklung der Schnittkurve
der beiden Polynomflichen F = (u,v, —u? — v?) und F = (i,9, —1) (Abbildung 3.2) liefert
fiir den Kurvenpunkt (uy, vy, Gy, 9%) = (0,—1,0,—1) und den Entwicklungspunkt ¢, = 0 im
Parametergebiet von F das Ergebnis
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welches in diesem einfachen Fall auch leicht analytisch berechnet werden kann. Die Approxi-
mation (ur(t;0,n),vr(t;0,n)) ist fiir verschiedene Grade n in Abbildung 3.3 dargestellt. Es
ist gut zu erkennen, dass mit steigendem n der tatsichliche Verlauf der Schnittkurve immer

besser angenommen wird.

n=1 n=2
D(u.w) D(uw)
// \\\
l/ !
| |
\ !
v \\ //
(ur(t;0,1),v7(t;0,1)) (ur(t;0,2), v (t;0,2)) (ur(t;0,3),vr(t;0,3))
u u u
n=4 n=>5 n==~6
D) D) D)

(uT(t;074)7vT(t;074)) (UT(t;075)7UT(t;075)) (UT(t;Uaﬁ)avT(t;Uaﬁ))

u u u

Abbildung 3.3: Die Taylor-Entwicklungen der Schnittkurve fiir verschiedene Grade n

3.4 Berechnen einzelner Punkte auf den Schnittkurven

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie ein Punkt (uy, vy, Uy, 0x) auf der Schnittkurve zwei-
er B-Spline-Fliichen F und F in Parameterdarstellung in beiden Parametergebieten berech-
net werden kann. Voraussetzung dafiir ist die Kenntnis einer hinreichend guten N#herung
(ug, vy, Up, Vp) fiir diesen Punkt. Auch in diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass F
und F die Voraussetzungen (V1) bis (V3) erfiillen (Abschnitt 3.2).
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3.4.1 Aufstellen nicht-linearer Gleichungssysteme

Zu einer gegebenen Naherung (ug, v, to, 0g) soll ein Punkt (t, vy, Uy, 0,) bestimmt werden,
der einerseits moglichst nahe an dieser Nidherung liegt, andererseits Element der Schnittkurve
der beiden B-Spline-Flichen F und F ist. Zu diesem Zweck wird das Minimum der Funktion

f(u,v,ﬂ,f)) = (F(u,v) - F(“Oa'UO))2 + (F(ﬂa'&) - F(ﬂoaﬁo))Q (3'14)

g(u,v,i,9) = F(u,v)—F(@,5) = 0 (3.15)

berechnet. Dies erfordert die Losung des im Folgenden mit h(u, v, @, 9, A1, A2, A3) = 0 bezeich-
neten nicht-linearen Gleichungssystems

g(u,v,u,0) = 0 (3.16)

3
grad f(u,v,i,5) — Y\ gradgi(u,v,i,5) = 0 (3.17)

=1

mit den drei Lagrange-Multiplikatoren A1, Ay und A3. Einsetzen der Gleichungen (3.14) und
(3.15) in (3.16) und (3.17) liefert

F,-F, = 0
Fy—Fy = 0
F3—F; = 0
2(F-Fo,Fy,) — (MFiu+ XFoy + X3F3,) = 0
2(F-Fyg,F,) — (MFiy + XFyy + A3F3,) = 0
2(F —Fo,Fz) + M Fia + MFas + XF35) = 0
2(F —Fo,Fs) + M Fis + MFos + MF35) = 0

Um ein Extremum (uy, vx, Ux, Ux) einer Funktion f(u,v,%,0) unter den Nebenbedingungen
gi(u,v,w,0) = 0 mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ermitteln zu kénnen, miissen
die Vektoren grad g;(u, v, @, ?) in diesem Extremum linear unabhéingig sein (siehe [Grab98b]).
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Dies ist unter Voraussetzung (V3) stets der Fall.

Beweis
Es gilt
Fi,u,*
d gi(u,v, 1, = Fiun =1,...,3
gra gl(ua v, U, ’U) ‘(u,v,ﬂ,ﬁ)Z(u*,v*,ﬂ*,ﬁ*) = _F. ~ y =1,
ULl
—Fi o
Es folgt
Fl,u,* F2,u,* F3,u,*
Fy Fo F3 . .
o , S ) S0 linear unabhéngig <+—
Fl,ﬂ,* _F2,12,* _FB,ﬂ,*
—F1,5% —Fo54 —F354
Fl,u,* F2,u,* F3,u,*
Rang F},v,* F~2,v,* F~3,v,* - 3
_Fl,ﬂ,* _F2,12,* _FS,ﬂ,*
_Fl,ﬁ,* _F2,17,* _FS,{;,*
F1ux Fiux —Frax —F14%
c - 3
]i‘g,u,* , ]i‘g,v,* , —Ii‘g,ﬁ,* , —];'—‘"2’»[,’* spannen den R* auf <+—
F3 % F3 04 —F3,0% —F3,5%
Voraussetzung (V3) ist erfiillt . O

Sonderfall: Die Endpunkte der Schnittkurve

Um einen der Endpunkte der Schnittkurve der beiden Flichen F und F in Parameterdar-
stellung zu ermitteln, wird einer der vier Parameter u, v, 4 oder ¥ auf seinen minimal oder
maximal zuldssigen Wert gesetzt und festgehalten. Welcher der Parameter konstant gehalten
wird, und ob dabei der minimal oder maximal zuléssige Wert zu wéhlen ist, wird ausfiihrlich in
Abschnitt 3.5.1 erldutert. Das von den Gleichungen 3.16 und 3.17 gebildete Gleichungssystem
h(u,v,%,0, A1, A2, A3) = 0 wird dann durch eines der nicht-linearen Systeme

h(v,4,5) = F(u=konstant,v) —F(4,5) = 0 (3.18)
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h(u,,3) = F(u,v =konstant) — F(a,5) = 0 (3.19)
h(u,v,3) = F(u,v) — F(i = konstant,3) = 0 (3.20)
h(u,v,4) = F(u,v)—F(ii,o = konstant) = 0 (3.21)

ersetzt. Es wird also der Schnittpunkt einer der beiden Fldchen mit einer der Randkurven der
anderen Fliche berechnet.

3.4.2 Losen der nicht-linearen Gleichungssysteme

Zur numerischen Losung des nicht-linearen Gleichungssystems h(u, v, %, 0, A1, A2, A3), beste-
hend aus den Gleichungen (3.16) und (3.17), wird das Newton-Verfahren

(g5 Asi1) = (i As) = (Tuluiy o, A30) 7 h(ug, .. As0)  (3.22)

verwendet (siehe [Grab00]). Jn(u,v,@,0,A1, A2, A3), die Jacobi-Matrix der Funktion
h(u,v,a,0, A1, A2, A3), hat die Form

Fiu Fio —Fig —Fig 0 0 0
Fou Fop —Fou —Fap 0 0 0
F3u Fsu —Fza —Fz5 0 0 0
Jh(u,v,ﬁ,f),)\l,AQ,)\g) = Avu  Auw 0 0 _Fl,u _F2,u _F3,u )
Auv Avv ~0 NO _~F1,v _~F2,U _~F3,v
0 0 Awa Aas  Fra  Foa  Fia
0 0 Asw A Fis  Foi  Fiy
wobei
Aop = 2((Fa, Fg) + (F=Fo, Fap)) = (M Fras + A2Foa5 + A3 F305)
Awpg = 2((Fa,Fg) + (F—Fp, Fup)) + M Fias + MaFons + A3F305)

gilt. Als Startwert fiir das Newton-Verfahren wird die gegebene Naherung (ug, v, tg, 0) und
die beste Losung (1,0, A2,0, A3,0) des linearen Gleichungssystems

3
grad f(uo,vo,dio, %) = Y Aiograd gi(uo, vo, i, U)
-1
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gewahlt. Dieses System geht durch Einsetzen von (ug, vy, tg, 0g) aus Gleichungssystem (3.17)
hervor. Weitere Rechnung liefert

“Fiuo —Fouo —F3u0 N 0
—Fipo —F2u0 —F3u0 )\1’0 _ 0
Frao Foao Fzap )\2’0 0
Figo Foso  Fzap0 30 0

Es ist sofort ersichtlich, dass die gesuchte beste und sogar exakte Losung (A1, A2,0,A30) =
(0,0,0) ist.

Wird der zuliissige Parameterbereich von F oder F bei einem Iterationsschritt verlassen, wird
der oder werden die entsprechenden Parameter w, v, 4 oder v auf extremal zuléssige Werte
gesetzt. Schlieflich sind nur Lésungen von Interesse, die innerhalb beider Parametergebiete
liegen.

Das Newton-Verfahren wird abgebrochen, sobald

HF(ui,vi)—F(ﬂi,’ﬁi) . < €

erfiillt ist. € ist eine vom Benutzer vorzugebende Konstante, mit der die Genauigkeit der
Schnittkurven- Approximation gesteuert werden kann.

Konvergenz des Newton-Verfahrens

Das Newton-Verfahren (3.22) konvergiert immer, sofern Jy,(u, v, %, 0, A1, A2, A3) invertierbar
und der Startvektor (ug,vo, @o, U0, A1,0, A2,0, A3,0) eine hinreichend genaue Naherung der ge-
suchten Nullstelle (wy, vy, Uy, Vs, Al 4, 2.5, A35) ist (siehe [Grab00]).

Wie bereits in Abschnitt 3.1 erwéhnt, ergibt sich der Naherungswert (ug,vg, %o, 79) durch
Taylor-Entwicklung der Schnittkurve in beiden Parametergebieten um den letzten bekannten
Punkt (. alt, Vs alts Ux,alt s Ux,alt) (diesem sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit der Parame-
terwert ¢t = 0 zugeordnet) und Einsetzen einer kleinen Schrittweite A¢. Bei linearer Naherung
(Grad n = 1) gilt

wAt) = u® + oV AL+ OAR)

*,alt *,alt

~~

=ug

woraus ug = u, + O(At?) fiir kleine At folgt. Analog erhiilt man vy = v, + O(At?), 49 =
iy + O(At?) und 0y = 04 + O(At?). Einsetzen dieser Beziehungen in die beiden B-Spline-
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Flichen liefert Fy = F, + O(A#?) und Fy = F, + O(A#?). Ausnutzen dieser Gleichungen
in (3.17) fithrt auf A9 = 0 = A4 + O(A#?), Aoy = 0 = Aoy + O(A#?) und N3 = 0 =
A3 + O(At?). Das Voranschreiten auf der gesuchten Trimming-Kurve ist also ein Effekt
erster Ordnung, wihrend die Abweichung des Startwertes von der gesuchten Losung ein Effekt
zweiter Ordnung fiir lineare Taylor-Entwicklung oder noch hoherer Ordnung fiir n > 2 ist. Das
bedeutet, als Startwert kann durch entsprechend kleine Wahl der Schrittweite At eine beliebig
gute Niaherung der gesuchten Nullstelle erzeugt werden. Dabei ist der Abstand zum letzten
bekannten Kurvenpunkt (w ait, Vs alts Uk alts Uxalt) gegeniiber dieser kleinen Abweichung bei
kleinem At dominierend.

In einfachen Worten zusammengefasst bedeutet das: Konvergiert das Newton-Verfahren nicht
weil der Startwert zu weit vom gesuchten Kurvenpunkt entfernt liegt, wird das Iterations-
verfahren erneut gestartet. Der neue Startwert wird mit kleinerer Schrittweite At erzeugt.
Auf diese Weise erhillt man in jedem Fall irgendwann eine ausreichend gute Niherung der
gesuchten Losung, fiir die das Newton-Verfahren konvergiert.

Wird die Schrittweite At klein genug gewéhlt, existiert eine Umgebung der gesuchten Losung
(U, Vs Uy Doy A1y A2, A3,x) i der Jy, invertierbar ist.

Beweis

Nach Voraussetzung (V3) bilden drei der vier Vektoren F,, ,, F, ,, Fﬂ’* und f‘;,,* eine Basis
des R?. Seien ohne Beschriinkung der Allgemeinheit Fy ., Fy, und f‘a,* diese Vektoren. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Zahlen a, b und c fiir die a Fy . + bF, , — Cﬁ‘ﬁ’* = f‘f]’* gilt.

Zuerst wird gezeigt, dass die Matrix

Flusx Frox —15‘1,11,* —15‘1,73,* 0 0 0
Fous Fous —Foax —Fogu 0 0 0
F3usx F3px —Fauw —Fsix 0 0 0
Jh,* = Auu,* Auv,* 0 0 _Fl,u,* _FQ,u,* _F3,u,*
Auv,* Avv,* ~ 0 ~ 0 _~F1,v,* _~F2,v,* _~F3,v,*
0 0 Ay Awsx  Frax  Faax  Fiax
0 0 Aisx  Assx  Frox  Fosx  Fagx

bei hinreichend kleiner Schrittweite At invertierbar ist. Der Gauf-Algorithmus fiir Spalten
dndert nichts an der Invertierbarkeit einer Matrix. Er fithrt auf
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L 0 0 0 0

Fous Fopsx —Foax 0 0 0 0

R F3,u,* F3,v,* _F3,u~,* 0 0 0 0
Jh,* = Auu,* Auv,* 0 a'Auu,* + bAuv,* _Fl,u,* _FQ,u,* _F3,u,*
Auv,* Avv,* ~0 aA}w,* + bflvv,* _~F1,v,* _~F2,v,* _~F3,v,*
0 0 Ay cAuix + Ay Frax  Foax  Faax

0 0 Ajss  CApiy + Aisx  Frox  Fosx  Fags

Fiir die Determinante von J h gilt

Fl,u,* Fl,v,* _Fl,ﬂ,*

det(‘]h,*) = det F2,u,* F2,U,* _]E‘Z,ﬂ,*
F3,u,* F3,v,* _F3,u~,*
>

aAuu,* + bAuv,* _Fl,u,* _F2,u,* _F3,u,*
a14~uv,* + bflvv,* _~F1,v,* _~F2,v,* _~F3,v,*
cAiig + Auiy Frax  Faax  Fiax
cAasx + Assx Frox  Fogx  Fiax

det

Zu zeigen ist also nur noch die Invertierbarkeit der Matrix

aAuu,* + bAuv,* _Fl,u,* _FQ,u,* _F3,u,*

(5 aANuv,* + bflvv,* _NFl,v,* _NFQ,’U,* _~F3,v,*
’ cAgap + Auvx Frax  Foix  Fiax
cAisx + Aoy Frox  Fosx  F3ix

Anwenden des Gaufi-Algorithmus fiir Zeilen (die Matrix wird auf Stufenform gebracht, um

die Regularitit zu untersuchen) liefert die Aussage
(a (a Auu,* + bAuv,*) + b(a Auv,* + bAvv,*) + C(CA'&'&,* + Aﬂﬁ,*) +

) )

cAgsx + Apsn #* 0) — .v]h,* ist invertierbar . (3.23)

Fiir Agq,» und /Iaa,* erhélt man durch Ausnutzen der weiter oben aufgestellten Beziehungen
Fo=F,+ O(At2), f‘o = f‘* + O(At2), )\1,0 =0= )\1,* + O(At2), )\2,0 =0= )\2,* + O(At2)
und )\3,0 =0= )\3,* + O(AtZ)
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Aaa,* — 2<Fa,*a Fa,*> + O(AtZ)

AN-aoz,* — 2<Fa,*a Fa,*> + O(AtQ)
Einsetzen in Aussage (3.23) fithrt zu

(2(a Fux + bF, )2 +2(cFay + F5.)? + O(A?) £ 0) —

>0

Jh 4 ist invertierbar

Wird At entsprechend klein gewihlt, ist die Matrix J h,~ und damit auch Jy, , invertierbar.

Da es sich bei den Matrixelementen von Jy, um stetige Funktionen handelt, erstreckt sich die
Invertierbarkeit auf eine Umgebung von (., vy, tu, Uk, Al x, A2, A3x)- O

In einfachen Worten zusammengefasst bedeutet das: Konvergiert das Newton-Verfahren nicht
weil die Matrix Jp nicht invertierbar ist, wird das Iterationsverfahren erneut gestartet. Der
neue Startwert wird mit kleinerer Schrittweite At erzeugt. Auf diese Weise gelangt man in
jedem Fall irgendwann in eine Umgebung der gesuchten Losung, in der Jy, invertierbar ist.

Sonderfall: Die Endpunkte der Schnittkurve

Auch hier wird das Newton-Verfahren zur Losung eines der nicht-linearen Gleichungssysteme
(3.18), (3.19), (3.20) oder (3.21) verwendet. Die dazugehorigen Jacobi-Matrizen Jy, haben die
Form

Jn(v,a,0) = Fo, —Fou —Foy (Jacobi-Matrix zu Gleichungssytem (3.18))

Jn(u,a,0) = Fou —-Fou —Fojp (Jacobi-Matrix zu Gleichungssytem (3.19))

Jn(u,v,0) = Fou Fap —Fog (Jacobi-Matrix zu Gleichungssytem (3.20))
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Fiu Fio _]?1,11
Jn(u,v,10) = Fou Faop —Fau
Fzu Fzo —F3a

(Jacobi-Matrix zu Gleichungssytem (3.21))

Vorausgesetzt es handelt sich bei der gesuchten Lésung um einen echten Schnitt und nicht nur
um einen Beriihrpunkt, gelten beziiglich der Konvergenz des Newton-Verfahrens bei diesen
Gleichungssystemen ebenfalls die weiter oben getroffenen Aussagen.

3.4.3 Beispiel: Berechnen eines inneren Punktes und eines Randpunktes
einer Schnittkurve

Um die Wirkungen des aus den Gleichungen (3.16) und (3.17) gebildeten Systems und der
Gleichungssysteme (3.18) bis (3.21) zu verdeutlichen, wurde sowohl ein innerer Punkt als auch
ein Endpunkt der Schnittkurve der in Abbildung 3.4 gezeigten Flichen berechnet.

Berechnung eines inneren Punktes
der Schnittkurve von F und F

Berechnung eines Endpunktes
der Schnittkurve von F und F

F

Gelb: Die Funktionswerte F(u,,v,)
und F(d,, 0,) der Startwerte des
Newton-Verfahrens

Weif}: Losung des Gleichungssystems

Gelb: Die Funktionswerte F (u,, vnmin)
und F(d,,0,) der Startwerte des
Newton-Verfahrens

Weif}: Losung des Gleichungssystems

h(ua v, ﬂa ’Ea )‘1: )‘23 )‘3) =0
(Gleichungen (3.16) und (3.17))

h(u,d,7) = 0 (Gleichung (3.19))

Abbildung 3.4: Berechnung eines inneren Punktes und eines Endpunktes einer Schnittkurve

Im linken Teil von Abbildung 3.4 ist schon zu sehen, dass bei Wahl der durch gelbe Kugeln
markierten Startwerte ein Kurvenpunkt (weile Kugel) berechnet wurde, der relativ nah an
beiden Startwerten liegt (die Summe der quadratischen Abstinde ist minimal).
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Im rechten Teil von Abbildung 3.4 spielen die Startwerte eine untergeordnete Rolle. Es wird
der Schnitt der unteren Randkurve von F mit der Fliche F berechnet.

3.5 Approximieren der Schnittkurven durch stiickweise Poly-
nome

Die im Folgenden berechneten Approximationen der Parameterdarstellungen der Schnittkur-
ven finden spéter als Trimming-Kurven Verwendung und werden daher in diesem Abschnitt
bereits hiufig als solche bezeichnet.

3.5.1 Berechnen von Punktefolgen auf den Schnittkurven

Durch die in den vorangehenden Abschnitten beschriebenen Techniken ist es nun moglich,
eine Folge von Punkten auf einer der Schnittkurven zweier B-Spline-Flichen zu be-

rechnen. Voraussetzung dafiir ist die Kenntnis der Parameterdarstellung eines Punktes

0,0) ,@:(0) 7o) za(0))

(w7, vy auf dieser Schnittkurve. Wie in Abschnitt 3.3 erlautert konnen

die Taylor-Entwicklungen der Parameterdarstellungen der nach Bogenlinge parametrisierten
Schnittkurve an diesem Punkt berechnet werden.

Mit Hilfe dieser Taylor-Entwicklungen wird die Schnittkurve niherungsweise in bei-

de Richtungen um eine vom Benutzer vorzugebende Schrittweite At verfolgt. Die

beiden dadurch gewonnenen N&iherungswerte (ug_l’(o),vg_l’(o),ﬂg_l’(o),ﬁg_l’(o)) und

(ugﬂ’(o),vg+1’(0),ﬂg“’(o),ﬁgﬂ’(o)) dienen als Startwerte fiir das in Abschnitt 3.4 beschrie-

bene Newton-Verfahren. Die Funktionswerte dieser Startwerte liegen wegen der niherungs-
weisen Bogenldngen-Parametrisierung der Taylor-Entwicklungen etwa At vom letzten be-
kannten Kurvenpunkt F(u ’(0),03 ’(0)) entfernt. Durch die Schrittweite At kann der Benutzer

also den Abstand der Punkte der zu berechnenden Punktefolge steuern. Anwenden des New-

ton-Verfahrens fiithrt zu zwei weiteren Kurvenpunkten (uffl’(o),vffl’(o),ﬂffl’(o),ﬁffl’(o))

at+1,(0)  at1,(0) ~a+1,(0) ~a+1,(0)
(U* Vi y Us sy Ux )

und . Konvergiert das Newton-Verfahren nicht, wird die

)

Schrittweite At halbiert, mit dieser aktualisierten Schrittweite ein neuer Startwert berechnet
und das ITterationsverfahren erneut gestartet.

Wiederholte Anwendung dieser beiden Schritte liefert eine Folge von Punk-

[(Uf’(o),’vf’(o), ~a,(0) ~a7(0)

ten Uy, U ))a=o,..,n auf der Schnittkurve wobei Dank der

berechneten  Taylor-Entwicklungen  auch  die ersten bis n-ten  Ableitungen

a,(1) (1) ~a(1) ~an(1) a,(n)  a,(n) ~an(n) ~a,(n)

« ~Q .
(w7 v U 0 ) (e v g 0, ) an diesen Punkten  bekannt

sind.

Sonderfall: Ein Schitzwert liegt auflerhalb des Parametergebiets

(0)

auflerhalb mindestens eines der bei-

Liegt ein durch Taylor-Entwicklung um den Kurvenpunkt (ugy", vy ’(0),ﬂf ’(0),63 ’(0))
a+1,(0) va+1,(0) ﬁa+1,(0) 6a+1,(0))
0 Y0 » 20 s Y0

gewon-
nener Schitzwert (u
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den Parametergebiete der B-Spline-Fliachen, das heifit (uS‘H’(O),vS‘H’(O),ﬂgﬂ’(o),f;gﬂ’(o)) ¢

D®v) % D(@?)  wird nach folgender Liste vorgegangen (Entsprechendes gilt natiirlich auch

fiir die Schatzwerte (ug_l’(o),vg_l’(o),ﬁg_l’(o),ﬁg_l’m))):

e Da es sich bei dem nun zu berechnenden Kurvenpunkt héchstwahrscheinlich um einen
der beiden Endpunkte handelt, wird der Schitzwert (uS‘H’(O) vS‘H’(O) ) ﬂgﬂ’(o), 178‘“’(0))

so korrigiert, dass er auf dem Rand von D®?) x D(%?) liegt. Dazu wird die berechnete

)

Taylor-Entwicklung auf eine Entwicklung erster Ordnung reduziert (es handelt sich dann
um eine Gerade). Mit Standard-Line-Clipping-Verfahren, zum Beispiel ein vereinfach-
tes Cohen-Sutherland-Line-Clipping (siehe [GrNe01]), kann die maximale Schrittweite

At berechnet werden, fiir die der Schitzwert gerade nicht mehr auflerhalb der Para-

a+1,(0) | a+1,(0) ~a+1,(0)
0 Yo » U

metergebiete liegt. Abhingig davon, welcher der Werte oder

~a+1,(0)
Yo

)

seinen minimalen oder maximalen Wert annimmt, wird an Stelle des von den
Gleichungen 3.16 und 3.17 gebildeten Systems eines der Gleichungssysteme 3.18 bis 3.21
verwendet.

e Liegt die mit dem Newton-Verfahren bestimmte Losung des nun verwendeten Glei-
chungssystems auflerhalb der Parametergebiete bedeutet das wahrscheinlich, dass die
eben betrachtete Randkurve der einen Fliche die andere Fliche nicht schneidet. Dies
liegt vermutlich daran, dass der durch Line-Clipping gewonnene Schitzwert mindestens
zwei Komponenten besitzt, die in der Nihe ihrer minimalen oder maximalen Werte
liegen. Die Verwendung eines der drei verbleibenden Systeme der von 3.18 bis 3.21
gebildeten Menge von Gleichungssystemen fithrt hiufig zum Erfolg.

e Konnte noch immer keine Losung innerhalb der Parametergebiete ermittelt wer-
den oder liegt diese Losung sehr weit vom letzten bekannten Kurvenpunkt
(uf’(o),vf’(o),ﬂf’(o),ﬁf’(o)) entfernt (Kriterium: der Abstand im R? ist grofer als 2 At;
es wurde zwar ein Schnitt einer Randkurve der einen Fliche mit der anderen Fliche
gefunden aber dieser Punkt ist keine sinnvolle Fortsetzung der Punktefolge), war die
Néherung in Form der berechneten Taylor-Entwicklung offensichtlich zu schlecht. Die
Schrittweite At wird halbiert und mit ihr ein neuer Startwert fiir das Newton-Verfahren
berechnet.

Abbildung 3.5 zeigt ein Beispiel einer berechneten Punktefolge sowohl im R? als auch in den
Parametergebieten beider Flichen.

3.5.2 Interpolieren der Punktefolgen durch stiickweise Polynome

Wurde eine Folge von Punkten [(uf’(o),vf’(o),ﬂf’(o),ﬁf’(o))]azo,___,]v auf der Schnitt-

kurve zweier B-Spline-Flichen F und F und die ersten bis n-ten Ableitungen

(uf’(l),vf’(l),ﬂf’(l),ﬁf’(l)),...,(uf’(n),vf’(n),ﬁf’(n),ﬁf’(n)) der nach Bogenlinge parametri-
sierten Schnittkurve an diesen Punkten berechnet, kénnen mit folgendem Verfahren zwei
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Berechnete Punktefolge

Berechnete Punktefolge

Berechnete Punktefolge

im R? im Parametergebiet von F im Parametergebiet von F
D(u,v) D(@,0)
L]
L]
e®® o ®
0.. ° ° . ° .
° * . o*
v * ° v S oe® :
L . L
L]
u U

Abbildung 3.5: Eine berechnete Punktefolge auf einer Schnittkurve

stiickweise polynomielle Trimming-Kurven C : R — D) ynd C : R — D) ermittelt
werden, die gute Ndherungen der betrachteten Schnittkurve darstellen. Das heifit fiir C und
C gilt F(C(t)) ~ F(C(¢)).

Da die beiden Trimming-Kurven C und C nach demselben Schema berechnet werden, wird im
Folgenden nur die Berechnung von C erldutert. Diese Trimming-Kurve der B-Spline-Fliche
F hat die Form

C'(t) (ul (t),v(t))  fiir t € [to,t1]
2 2 2 -
c) = C(t) (u?(t),v*(t))  fir ¢ € [t1, o] |
cNt)y = (uN(t),oN () firt € [tn_1,tn]

wobei die Teilkurven C® Polynomkurven sind. Um eine C"-stetige Trimming-Kurve C zu er-

) a,(n) (1) (n)

halten und die in Form der Ableitungen uy™ "/, ..., ug zur Verfiigung
stehenden Informationen iiber die Schnittkurve vollstindig auszunutzen, werden als Funktio-

« «
und vt v

nen u® und v* die durch die Bedingungen

dk

i (1), 0% () = @™ W) a=1 N
t=ta—1
k=0,...,n (3.24)
d¥ a(k)  ay(k)
_k(ua(t)ava(t)) = (u*’ 7,0*’ ) ) a = 17 -aN )
dt =t
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k=0,...,n (3.25)

eindeutig festgelegten Polynome vom Grad 2n + 1 gewéihlt. Die Parametrisierung der
Trimming-Kurve C wird durch

to = 0

to—tar = |[F@00®) - PO O a1 N

festgelegt. Weichen die Raumkurven F(C®(t)), ¢ € [ta—1,%a], nur wenig vom Verlauf einer
Geraden ab (bei kleiner Schrittweite At ist dies der Fall), sind diese Kurven im Mittel etwa
nach Bogenlinge parametrisiert. Dies ist eine wichtige Eigenschaft, da die die Teilkurven C*

) a,(n) (1) g,(n)

bestimmenden Ableitungen uy "/, ..., ug und vV, fiir eine nach Bogenlinge
parametrisierte Schnittkurve berechnet wurden (Abschnitt 3.3). Um explizite polynomielle

Darstellungen der Teilkurven C® zu erhalten, werden sie geméf

2n+1
cot) = Y Btherlier | a=1,... N
=0

[ )

in Bezier-Form angesetzt. Fiir die Ableitungen dieser Bezier-Kurven an den Intervallgrenzen

gilt
d a (2n + 1)! k : k .
dt t=to_1 (2TL + ]_ - k)' (ta - tafl) i=0 7
k=0,....2n+1
d_k Ca(t) _ (2n + 1)! zk:(_l)i k @
dt* t=ta (20 +1—=k)! (ta — ta—1)" = B

k=0,....2n+1

Einsetzen der Gleichungen 3.24 und 3.25 und Umformen liefert die Rekursionsformeln

o (2n + 1 - k)' (ta — tOé—l)k ug_l’(k) k i k o
L (2 + 1) oot | T 2EDT e

*
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i @nA1-B)! (ta—tan)® (P & (k) .
Comti—k = (2’/L+ 1)| a,(k) - z(_l) i Cont1—i >

U i=0

fiir die gesuchten Kontrollpunkte.

Abbildung 3.6 zeigt ein Beispiel einer approximierten Schnittkurve sowohl im R? als auch in
den Parametergebieten beider Flichen.

Approximierte Schnittkurve Approximierte Schnittkurve Approximierte Schnittkurve
im R3 im Parametergebiet von F im Parametergebiet von F

D) D(@,0)

. b

Abbildung 3.6: Durch stiickweise Polynomkurven approximierte Schnittkurve

3.5.3 Bewerten der berechneten Schnittkurven

Um die Qualitdt der berechneten Trimming-Kurven C und C bewerten zu kénnen, muss
ein geeignetes Fehlerfunktional definiert werden. Von besonderem Interesse ist der maximale
Abstand dmax der beiden zugeordneten Raumkurven fiir den

b C(0,60) < max (|F(C) - BE0)]) (3.20

gilt. Es handelt sich um eine Ungleichung, da der dem Abstand |F(C(t)) — F(C(t))| zu-
geordnete Vektor F(C(t)) — F(C(t)) im Allgemeinen nicht den kiirzesten Weg zur jeweils
anderen Kurve beschreibt. Da die beiden Kurven C und C dieselbe Folge von Punkten in-
terpolieren und ihre ersten bis n-ten Ableitungen an diesen Punkten iibereinstimmen, kann
diese Ungleichung bei kleiner Schrittweite At in guter Niherung als Gleichungen betrachtet
werden.
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Um eine obere Schranke fiir den maximalen Abstand numerisch zu berechnen, wird die rechte
Seite von Ungleichung (3.26) in kleinen Abstinden dquidistant ausgewertet, wobei der ma-
ximale Wert als Nidherung fiir 0. verwendet wird. Diese Methode ist zwar nicht besonders
exakt, dafiir aber sehr effizient, und sie liefert fiir die hier vorliegende Problemstellung mehr
als brauchbare Approximationen.

3.5.4 Konvergenzbetrachtungen

Im Folgenden wird gezeigt, dass bei dem in diesem Abschnitt prisentierten Verfahren zur
ndherungsweisen Berechnung von Schnittkurven in Parameterdarstellung bei kleinen Schritt-
weiten At in guter Nidherung mindestens quadratische Konvergenz beziiglich §y,ax vorliegt.
Quadratische Konvergenz bedeutet, dass bei Halbierung der Schrittweite At eine obere
Schranke fiir den maximalen Abstand 0. mindestens um den Faktor 4 reduziert wird. Die-
se Aussage ist unabhingig vom Grad n der Taylor-Entwicklung und vom Grad 2n + 1 der
verwendeten stiickweisen Polynomkurven.

Hermitepolynome

In Abschnitt 3.5.2 wurde gezeigt, wie die polynomiellen Trimming-Kurven C* vom Grad
2n 4+ 1 bei Vorgabe der ersten bis n-ten Ableitungen an den Interpolationspunkten in Be-
zier-Darstellung berechnet werden. Sehr viel leichter erhédlt man diese Funktionen bei Ver-
wendung von Hermitepolynomen. Diese Darstellung eignet sich gut fiir die folgenden Kon-
vergenzuntersuchungen, ist aber vor allem geometrische Interpretierbarkeit betreffend der
Bezier-Darstellung deutlich unterlegen.

Die Hermitepolynome HiQnH’[t“’l’t“](t), 1=0,...,2n+1, vom Grad 2n+1 iiber dem Intervall

[ta—1,tq) sind durch

d¥  ont1fta o]

— H; rembred(t) = %k , t=0,...,n , k=0,...,n

dt =t

d¥  ont1te 1 ta]

_k ; aaflya(t) — 0 , 'L=0, _’n , k:O’ ”n,

dt =t

d¥  ont1te 1 ta] ,

S P () =0, i=n+1,....2n+1 , k=0,...,n

dt =t

d¥  on 1t 1 ta] .

ﬁHl ’ail’a(t) = (52n+1,i’k y Z=n—|—1,,2n—|—1 y k=0,...,n
t=tq

definiert. Im weiteren Verlauf dieser Ausarbeitung wird die abkiirzende Schreibweise H iA“ =

H2n+1a[ta—1ata]

; (t) verwendet. Die Interpolationspolynome C® haben damit die Form
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n N Ly ) N (0
[ * a *
cHt) = Y, <Hz ( o 1(0) ) + Hyplr < w20 )) : (3.27)
=0

Zwei leicht zu beweisende Eigenschaften der Hermitepolynome, die im weiteren Verlauf des

Beweises Anwendung finden, lauten

Hy +Hyeoy = 1 (3.28)
HY (taor —t) + HP> + Hy* + Hy? o (ta—1t) = 0 . (3.29)

Aus |H 1[0,1}| < C = konstant  folgen die Ungleichungen

~

‘HiA“ < C(ta—te1) = konstant , i=0,...,n

‘HiAa S é (ta - ta*1)2n+1_i = konstant ’ i=n + ]" e ,271 + 1 ’

die im Folgenden mehrmals fiir Abschéitzungen verwendet werden. Dabei ist der Wert der
Konstante C' unerheblich. Wichtig ist nur, dass dieser unabhingig von der Intervalllinge

ta — ta,1 ist.

Quadratische Konvergenz im Parametergebiet

Seien C%; : [fa—1,ta)] = R? und ég‘pt : [ta—1,ta] — R? Trimming-Kurven, die genau auf der

Schnittkurve der beiden Flichen F und F verlaufen. Das heiBt es gilt
[P -FEom)| = 0, a=1,..N

Des Weiteren sollen Cg,; und ég“pt die Gleichungen

k a_ls(k)

d a Ux

Wcopt(t) = Uafl,(k) y o= 1,...,N , k=0,...,n (330)
t=ta—1 *

dk uf’(k)

ﬁcgpt(t) = va’(k) , a=1,....N , k=0,...,n (3.31)
t=tq *

dk . ,aafla(k)

e o (t) = <6;_1,(,€) , a=1,....N | k=0,...,n (3.32)
t=ta—1 *
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d* .
d Copt( )

4@ ®)
= z(k) , a=1,....N , k=0,...,n (3.33)

t=to Vs

erfiillen.

Die Taylor-Entwicklungen von Cg; bis zur ersten Ordnung einschliefilich den Lagrangeschen
Restgliedern an den Entwicklungspunkten ¢,_1 und ¢, lauten

Con(t) = Copilta—t) + Coplta—t) (t —ta—1) + Copt(f ) (t—ta-1)”  (3.34)
Conilt) = Coplta) + Copilta) (t —ta) + o;,t(fa)(t—lta)2 ; (3.35)

wobei §a und £, von ¢ abhiingige unbekannte Werte aus den Intervallen (t,_1,t) beziehungs-
weise (t,tq) sind. Durch lingere Rechnung erhilt man

|C(t) — Coi(®)|| = Gleichung (3.28)
= HCa(t HA Copt(t) — 2n+1 Copt (t )H = Gleichungen (3.27), (3.30) bis (3.35)
& d’ d’
Z An An
= (Hz % Cgpt( ) H2n+1 —i dtz Cgpt( ) ) -
i=0 t=to—1 l=ta

H" (Ciultan) + Ciulta 1) (1= tar) + 5 ElE,) (0~ ta)?) -
H2Ani1 <Cgpt( ) + Copt( )(t—ta) opt(fa)( )2> H =

HA Cgpt(ta—l) HA Cgpt( )+

& d’ d’
Aq Ay
. (Hz % Cgpt( ) — H2n+1 9 dtz Cgpt( ) — ) -
1=2 =la—1 =l
||...\|§A(ta7ta_1;2r ,  A=konstant

HAa Cgpt (ta—l) (t - tOé—l) - H2n+1 Copt (ta) (t - ta) -

1 1
5 Ho™ Co(E,) (¢~ tar)? — 5 Hypryy €G(Ea) (£ 1a)?

N /

[|..|<B (ta—ta—1)2 , B=konstant

< Mittelwert-Satz
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IA

HHlAa opt(ta 1) + HQAna ( opt(é)( —ta_1) + Cgpt(ta—l)) _

HAa Cgpt(ta—l) (t —ta1) — HQArﬁi-l ( opt(é) (ta —ta—1) + Cgpt(ta—1)> (t—ta)| +
(A4 B) (to — ta_1)2 = Gleichung (3.29)

= [Er G5 l6) (o — 0 1) — Hiy C3u(@) (a — 0 1) + (A4 B (f0 —t01)” <
...gC(tafta_l);r , C=konstant

< (A+B+0)(ta —tas1)®

eine obere Schranke fiir den Abstand der Trimming-Kurve C% von der exakten Trimming-
Kurve Cg;. Vollig analog dazu ldsst sich die Ungleichung

Héa( Cé“pt()H < (A+B+0)(ta —tar)?

herleiten.

Quadratische Konvergenz im R>

Durch Taylor-Entwicklung um den Entwicklungspunkt C2 ,(¢) erhidlt man

opt

HF(Ca ) (Cgpt( ))H = Taylor-Entwicklung
- H( op: i) ) (C*(t) — CL ()| + O(|C™(t) — Co ()P <

IN

(P4 (C5uNl -+ IR (CEu0]) € — Cou 0] +

-

..<D , D=konstant

o([C(t) - Co®)IIP) <

IN

(A+B+C)D  (ta —ta-1)> + O((ta — ta—1)") =
—_——
..<FE , FE=konstant

= E(ta—ta 1)* + O((ta —ta 1))

Aufgrund von At ~ t, — to—1 gilt
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[F(C(1) ~F(Cout)[| £ E(AD? + O((AY)

Das bedeutet, dass bei kleinen Schrittweiten At der Abstand zwischen den exakten Teil-

Schnittkurven F(C%

opt(t)) und deren Approximationen F(C*(t)) in guter Naherung minde-

stens quadratisch abnimmt. Analog dazu lésst sich

F(C(1) —F(Co, ()| £ B(A0? + O((An))

zeigen. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhilt man

|[Fce@) -FEew)| < [Feew) - Fegm)| + e m) - R, )| =

QA

(E+ E) (At)* + O((An*Y)
Fiir den maximalen Abstand gilt deshalb bei kleiner Schrittweite At

Smax(C(1),C(t)) <  max (HF —R(E®) H) < (E+ E)(At)?

tG to,tN

Damit wurde gezeigt, dass das Verfahren zur Approximation von Schnittkurven zweier
Fldchen durch stiickweise Polynome im Bereich kleiner Schrittweiten in guter Ndherung min-
destens quadratische Konvergenz aufweist.

Experimentelle Ergebnisse zur Konvergenz

Das eben theoretisch betrachtete Konvergenzverhalten der Schnittkurven-Approximation
wurde mit verschiedenen B-Spline-Flichen auch experimentell untersucht. Zwei Beispiele wer-
den im Folgenden prisentiert.

Die verwendeten Fliachen, deren maximale Ausdehnungen jeweils etwa 30 Einheiten betragen,
sind in Abbildung 3.7 zu sehen. In den Tabellen 3.1 und 3.2 sind die experimentell ermittelten
Werte fiir den maximalen Fehler ,,,x bei verschiedenen Schrittweiten A¢ und verschiedenen
Graden n der Taylor-Entwicklung und 2n + 1 der Interpolationspolynome aufgelistet.

Omax (2 At)
5max(At)
Da diese Verhiltnisse im Mittel deutlich grofler als 4 sind, wird durch sie die weiter oben

ist das Verhéltnis zweier maximaler Fehler, deren Schrittweitenverhéltnis % betrigt.

getroffene theoretische Aussage untermauert. Bei den hier betrachteten Schnittkurven liegt
nicht nur quadratische sondern sogar wesentlich stidrkere Konvergenz vor.
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Approximation der Schnittkurve Approximation der Schnittkurve
zweier relativ gleichmifBig einer gleichmiBig gekriimmten
gekriimmter Flachen und einer sehr welligen Fliache

Abbildung 3.7: Experimentelle Konvergenzuntersuchung der Schnittkurven-Approximation

n=1 n =2 n=3

dmax(2 At) Omax (2 At) Smax (2 At)
At 6max Smax (AL) 6max Smax(AL) 5rnax Smax(AL)

8.000 || 6.808877e-02 9.535636e-02 3.329813e-02
4.000 || 6.742320e-03 | 10.0987 || 3.260113e-03 16.979 2.323466e-03 | 14.3312
2.000 || 4.769676e-04 | 14.1358 | 1.789010e-04 | 18.2230 || 1.426572e-04 | 16.2871

1.000 || 3.259987e-05 | 14.6310 | 1.094715e-05 | 16.3423 | 9.007370e-06 | 15.8378
0.500 || 2.077487e-06 | 15.6920 | 6.772021e-07 | 16.1653 | 5.624162e-07 | 16.0155
0.250 || 1.303839e-07 | 15.933 4.221287e-08 | 16.0425 || 3.512775e-08 | 16.0106

0.125 || 8.137119e-09 | 16.0233 | 2.623715e-09 | 16.0890 | 2.181067e-09 | 16.1058

Tabelle 3.1: Messergebnisse bei der Schnittkurven-Approximation von F und F

Des Weiteren ist zu erkennen, dass die Konvergenz scheinbar unabhéngig von n ist. Hohere
Grade n erzielen zwar bessere Ergebnisse, die Konvergenzgeschwindigkeit ist aber etwa die
gleiche.

3.6 Erzeugen einer C'-stetigen Gesamtfliche

Durch die in den Abschnitten 3.3 bis 3.5 vorgestellten Methoden ist es nun moglich, bei Kennt-
nis eines Schnittkurvenpunktes in Parameterdarstellung, diese Schnittkurve durch stiickweise
Polynomkurven anzunéihern. Dariiber hinaus sind gewisse Konvergenzeigenschaften beziiglich
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n=1 n=2 n=23

Omax (2 At) Omax (2 At) Omax (2 At)
At Omax Omax (At) Omax Smax (L) Omax Smax(AL)

8.000 || 1.428616e-01 3.441'799e-02 1.466159e-02
4.000 || 2.279972e-02 | 6.2659 4.112592e-03 | 8.3689 1.325051e-03 | 11.0649
2.000 || 1.833666e-03 | 12.4340 | 3.268723e-04 | 12.5816 || 1.819546e-04 7.2823

1.000 || 2.129983e-04 | 8.6088 1.955567e-05 | 16.7150 | 1.922463e-05 9.4647
0.500 || 3.496624e-05 | 6.0915 8.885531e-06 | 2.2008 4.607213e-06 4.1727
0.250 || 1.011251e-06 | 34.5772 | 3.172742e-07 | 28.0058 || 6.860549e-07 6.7155

0.125 || 3.062771e-07 | 3.3018 7.157839e-08 | 4.4325 3.792681e-08 | 18.0889

Tabelle 3.2: Messergebnisse bei der Schnittkurven-Approximation von G und G

des maximalen Abstands der Schnittkurven-Approximationen bekannt.

Bei der C'-stetigen Rekonstruktion einer Oberfliiche mit getrimmten B-Spline-Flichen stellt
sich ein leicht modifiziertes Problem. Fiir jedes Paar von B-Spline-Fliichen F und F und jeden
gemeinsamen Kantenzug ihrer zugeordneten Segmente ist in beiden Parametergebieten jeweils
eine Trimming-Kurve C beziehungsweise C zu bestimmen. Die diesen Trimming-Kurven ent-
sprechenden Raumkurven miissen bis auf eine vom Benutzer vorzugebende Toleranzgrenze e
iibereinstimmen, also eine Approximation der Schnittkurve der beiden Flichen bilden. Das
heift fiir C und C muss dmax(C, é) < € gelten. Dabei sollen die Endpunkte der Trimming-
Kurven mit den Parameterpunkten der Endpunkte ihres gemeinsamen Kantenzuges (dabei
handelt es sich um Sternpunkte, die von den approximierenden B-Spline-Flichen interpoliert
werden) iibereinstimmen.

3.6.1 Berechnen von Trimming-Kurven mit vorgegebenen Endpunkten
Im Folgenden werden die abkiirzenden Schreibweisen pg = (ug,vg) und f)g = (aﬁ,aéﬁ) ver-
wendet.

Seien p* € DY) und p~ € DY) die Endpunkte des betrachteten gemeinsamen Kanten-
zuges im Parametergebiet von F und p© € D&% und p~ € D@?) die Endpunkte desselben
Kantenzuges im Parametergebiet von F.

Zuerst wird wie gehabt, durch Taylor-Entwicklung und anschlielende Newton-Iteration, eine
Folge von Punkten auf der Schnittkurve in Parameterdarstellung berechnet. Als Startwert
zum Verfolgen der Schnittkurve wird (p“,p“ ) gewéhlt, einer der beiden Endpunkte des
gemeinsamen Kantenzuges. Von diesem Punkt aus fithrt die ermittelte Punktefolge

! S N A 2 N

.y
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O YO

im Folgenden abgekiirzt durch
(00,57, -, "1, 51, (0, 5), (M, 5Y ), 0", 5Y)]

in beide Richtungen jeweils bis zum Rand von D(%?) x D(@?) 2 Dje Schrittweite At sollte so
gewihlt werden, dass der Verlauf der Schnittkurve bereits gut aus der Punktefolge zu erkennen
ist. Die Wahl At = W hat sich fiir die im Rahmen dieser Arbeit getesteten
Datenséitze als verniinftig erwiesen. Im relevanten Bereich der Kurve liegen dann im Mittel
etwas mehr als 20 Interpolationspunkte.

Um durch stiickweise Polynominterpolation Trimming-Kurven mit Endpunkten p* und p~
beziehungsweise p* und p~ zu erhalten, muss (p™, p~") an geeigneter Stelle in die berechnete
Punktefolge eingefiigt werden. Dazu werden die Absténde d,, zwischen den Strecken p®—1p®
und dem Punkt p~ bezichungsweise d, zwischen den Strecken p® 1p® und dem Punkt p—
ermittelt. Mit amin und &min werden im Folgenden die den minimalen Abstinden zugeordne-
ten Indizes bezeichnet, das heiBt es gilt do_. = ming(dy) und dg_. = ming(dy). Abhingig
davon werden verschiedene Fille unterschieden.

> Hpamin_;—pamin H oder d’~ ||[_~)5‘min_12—f)5‘min ||

Qmin

e Fall 1: d

Q®min

Der minimale Abstand zu den betrachteten Strecken ist grofler als die halbe Linge
derjenigen Strecke, zu der dieser minimale Abstand gemessen wurde. Mit grofier Wahr-
scheinlichkeit interpoliert die der Punktefolge entsprechende Schnittkurve den Punkt
(p~7,p") nicht. Dies tritt dann auf, wenn die von den Punkten (p“,p* ) und (p~,p")
ausgehenden Schnittkurven der Flichen F und F anstatt sich zu treffen die Parameter-
gebiete in beiden Richtungen verlassen. Die gesuchte Schnittkurve existiert nicht und
kann daher auch nicht berechnet werden. Auf dieses Problem wird ausfiihrlicher in Ab-
schnitt 3.8 eingegangen.

e Fall 2: |ozmin — dmin| >1

und d,

gehoren zu weit voneinander entfernten Teilen der Schnittkurve. Ein sinnvolles Einfiigen

Die Strecken, zu denen die minimalen Abstéinde d gemessen wurden,

Gmin Q®min

des Punktes (p~,p~") ist damit nicht moglich. Die gesuchte Schnittkurve kann deshalb
nicht berechnet werden. Dieser Fall sollte niemals auftreten und hat lediglich die Funk-
tion einer Sicherheitsabfrage bei einer Implementierung des Verfahrens.

e Fall 3: |&min — Gmin| =1

Die minimalen Abstande d, und d&min wurden zu zwei benachbarten

Qmin

“Eine Ausnahme bilden zyklische Schnittkurven. Auf zyklische Schnittkurven wird kurz in Abschnitt 3.8
eingegangen.
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Strecken gemessen. Der Punkt (p~,p~) liegt vermutlich sehr nahe am Punkt
(pmin(aminydmin), f)min(aminydmin)). Aus diesem Grund erd (pmin(aminydmin), f)min(aminydmin))

durch (p™,p ") ersetzt.

e Fall 4: |omin — Gmin| =0

Die minimalen Abstinde d,,_, und demin wurden zu zwei korrespondierenden
Strecken gemessen. Der Punkt (p~,p~) wird zwischen den benachbarten Punk-
N&min*1

ten (p®in—l p ) und (p®min, pOmin) eingefiigt. Liegt (p~,p~) sehr nahe an

(pmin=1 pomin=1) " das heifit mindestens eine der Ungleichungen

H pamin -1 _ pamin
5

o™ —p| <

H f)&min -1 _ f)&min
)

o —pt| <

ist erfiillt, wird (p®min—! p®min~1) geldscht. Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir
(pamin’ f)&min).

In der Punktefolge, die nun sowohl (p“,p* ) als auch (p~,p~") enthilt, werden von bei-
den Enden ausgehend solange Punkte geloscht, bis die Punkte (p©,p“) und (p~7,p")
erreicht werden. Die resultierende Punktefolge der Form [(p“,p“),...,(p 7, P ")] oder
[(P7,P7),..., (P, P")] kann nun, wie in Abschnitt 3.5.2 erliutert, durch stiickweise Po-
lynome interpoliert werden. Die dadurch gewonnenen Trimming-Kurven C beziehungsweise
C besitzen die gewiinschten Endpunkte p* und p~ beziehungsweise p* und p—.

3.6.2 Schrittweises Verfeinern der berechneten Trimming-Kurven

Die berechneten Trimming-Kurven C und C miissen die Ungleichung dmax(C, C) < ¢ erfiillen,
wobei € eine vom Benutzer vorzugebende Toleranzgrenze fiir den maximalen Abstand der
zugeordneten Raumkurven ist.

Verletzt ein Paar von Teil-Trimming-Kurven C* und C® die Bedingung dpmax(C®, C) < &,
wird zwischen den von diesen Kurven interpolierten Punkten (p® !, p® ') und (p®,p%)
ein weiterer Interpolationspunkt eingefiigt. Als Startwert fiir das dafiir notwendige New-
ton-Verfahren wihlt man zweckmifiger Weise (C%(5 (fa—1 + ta)), (Njo‘(% (ta—1 + ta))). Die
Taylor-Entwicklung dieses neuen Interpolationspunktes kann wie {iblich berechnet werden.
Die Trimming-Kurven C und C miissen nur lokal aktualisiert werden, das heifit die das Ab-
standskriterium nicht erfiillenden Teil-Trimming-Kurven C% und C® werden durch jeweils
zwei neue Teil-Trimming-Kurven ersetzt.

Dieser Verfeinerungsschritt wird solange wiederholt, bis alle Paare von Teil-Trimming-Kurven
Smax (C*, C*) < ¢ erfiillen.
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3.6.3 Rand-Trimming-Kurven bei nicht-geschlossenen Oberflichen

Bei der Rekonstruktion von Oberflichen aus nicht geschlossenen Dreiecksnetzen miissen fiir
B-Spline-Flichen, die Randsegmente repréisentieren, Rand-Trimming-Kurven angegeben wer-
den.

Die beiden Endpunkte einer Rand-Trimming-Kurve sind die beiden Sternpunkte, an denen
der Segmentrand vom Verlauf des Dreiecksnetz-Randes abweicht. Als weitere Interpolations-
punkte dienen die Punkte auf dem Segmentrand zwischen diesen beiden Endpunkten. Durch
geeignete Schitzung der ersten und zweiten Ableitungen an diesen Punkten (eine Moglichkeit
dafiir ist in Unterabschnitt 4.4.3 zu finden) erhélt man eine Reihe von Bedingungen, die ein-
deutig eine C?-stetige stiickweise polynomielle Trimming-Kurve vom Grad 5 festlegen. Diese
im Bereich des Segmentrandes verlaufende Trimming-Kurve kann nach gewohntem Schema,
bestimmt werden (Unterabschnitt 3.5.2).

3.7 Ergebnisse

Wihrend fiir die in den Abschnitten 3.3 bis 3.5 présentierten Methoden zur Taylor-
Entwicklung, zur numerischen Berechnung von Punkten auf der Schnittkurve und zur Appro-
ximation dieser durch stiickweise Polynome die Effektivitit unter den angegebenen Voraus-
setzungen mathematisch gezeigt wurde, handelt es sich bei der Anwendung dieser Methoden
auf das Oberflichen-Rekonstruktionsproblem im letzten Abschnitt um ein heuristisches Ver-
fahren. Fiir diese Heuristik kann nicht bewiesen werden, dass sie stets korrekte Ergebnisse
liefert, da sich theoretisch Beispiele konstruieren lassen, bei denen das Verfahren scheitert.

Fiir praktische Zwecke jedoch ist die Erfolgsquote der Schnittkurven-Bestimmung sehr hoch.
Alle im Rahmen dieser Arbeit getesteten Oberflichen wurden fehlerfrei rekonstruiert. Zu jeder
vollstdndig in beiden zugeordneten Parametergebieten verlaufenden Schnittkurve wurde ein
Paar von Trimming-Kurven berechnet, deren maximaler Abstand im R? eine vorgegebene
Toleranzgrenze unterschreitet.

Ein Nachteil der in dieser Arbeit entwickelten Methode ist jedoch, dass durch ungeschick-
te Segmentierung B-Spline-Flichen erzeugt werden, deren zugeordnete Segmente zwar einen
gemeinsamen Rand haben, deren Schnittkurve aber teilweise aufierhalb der Parametergebie-
te verlauft oder aber aus mehreren Zyklen besteht. Auf diese Weise entstehen Lécher in der
rekonstruierten Oberfliche. Die angestrebte C%-Stetigkeit geht damit verloren. Eine Vergréfe-
rung der Parametergebiete im Fall von Schnittkurven, die diese Parametergebiete verlassen,
ist meist nicht sinnvoll, da die zugeordnete Raumkurve oft sehr weit vom Modell entfernt
verlduft, teilweise sogar ins Unendliche strebt. Dieses Problem tritt vor allem bei sehr glatten
Dreiecksnetzen auf. Bei solchen Netzen lisst sich hiufig gar keine Segmentierung finden, die
dieses Problem behebt. Um derartige Ergebnisse wenigstens sinnvoll darstellen zu kénnen,
wurde in solchen Fillen linear entlang der Segmentrinder getrimmt. Abbildung 3.8 zeigt ein
Beispiel fiir eine relativ problematische Oberflache.
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Segmentiertes Dreiecksnetz Rekonstruierte Flache

Gute Ergebnisse an scharfkantigen Segmentiibergingen (Hasenohren, Ubergang
Bodenfliche-Hasenkoérper).

Probleme an weichen Segmentiibergingen (Kopf, Ubergang Kérper-Schwanz).

Abbildung 3.8: Probleme des Rekonstruktionsverfahrens bei einer glatten Oberfliche

Bei scharfkantigen Oberflichen oder geschickter Segmentierung liefert das Rekonstruktions-
verfahren ausgezeichnete Ergebnisse. Folglich eignet sich die in diesem Kapitel vorgestellte
Methode besonders fiir Oberflichen, die scharfe Kanten aufweisen, zum Beispiel mechanische
Bauteile. Fiir glatte Oberflichen sollte vorzugsweise das im folgenden Kapitel préisentierte
Verfahren zur C2-stetigen Oberflichen-Rekonstruktion verwendet werden.

AbschlieBend sind in Abbildung 3.9 eine Reihe von C%-stetigen Oberfliichen zu sehen, die mit
dem in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren rekonstruiert wurden.
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Abbildung 3.9: C”-stetige Rekonstruktionen verschiedener Oberflichen
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3.8 Ausblick

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Ausblick auf eine mégliche zukiinftige Entwicklung des
hier prisentierten Verfahrens gegeben.

Die Schnittkurven-Berechnung arbeitet sehr zuverlissig und liefert in jeder Hinsicht die
gewiinschten Ergebnisse.

Was noch nicht mdéglich ist, ist die Bestimmung zyklischer Schnittkurven. Solche Schnitt-
kurven treten zum Beispiel auf, wenn man eine Kugel in zwei Halbkugeln segmentiert. Das
Hauptproblem dabei besteht darin, zu erkennen, wann die auf der Schnittkurve liegende
Punktefolge erneut denselben Teil dieser Kurve durchliuft (im Allgemeinen werden sich die
Punkte nicht exakt wiederholen). Eine solche Erweiterung ist vermutlich nicht besonders auf-
wendig zu entwickeln. Ein dhnliches Vorgehen wie beim Einfiigen des zweiten Schnittkurven-
Interpolationspunktes in die bestehende Punktefolge (Unterabschnitt 3.6.1) sollte auch hier
zum Erfolg fithren.

Das eigentliche Problem dieses Verfahrens besteht darin, dass Schnittkurven hiufig die beiden
zugeordneten Parametergebiete verlassen. Dieses Problem steht in keiner Verbindung mit der
in diesem Kapitel ausfiihrlich betrachteten Schnittkurven-Approximation. Um es zu vermei-
den miisste bereits wesentlich friither, bei der Approximation der Segmente durch B-Spline-
Flachen, angesetzt werden. Zum Beispiel konnten die approximierenden B-Spline-Flichen an
zu glatten Segmentiibergingen schwach verdndert werden, sodass mit Sicherheit Schnittkur-
ven im Bereich der Ubergiinge vorliegen. Diese problematischen Stellen im Vorfeld zu ent-
decken ist voraussichtlich nicht ganz einfach. Auerdem diirfen die Flichen nur in geringem
Ausmafl verdndert werden, da die resultierende Gesamtfliche die Form des Dreiecksnetzes
relativ genau nachempfinden sollte.

Dieser letzte Aspekt bietet eine Reihe interessanter Ansétze fiir weitere Forschungsaktivitdten
und ist mit Sicherheit derjenige, dem bei einer Weiterentwicklung des hier vorgestellten Ver-
fahrens das Hauptaugenmerk geschenkt werden sollte.
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Kapitel 4

C?-stetige Ubergiinge zwischen
Primarflaichen

Die Ausgangslage ist dieselbe wie im letzten Kapitel. Das Dreiecksnetz wurde segmentiert
und die einzelnen Segmente parametrisiert und durch jeweils eine C?-stetige B-Spline-Fliche
approximiert.

Ziel ist es nun, eine C?-stetige, polynomielle Gesamtfliche zu berechnen, die die Form des
Dreiecksnetzes nachempfindet.

4.1 Grundprinzip des Verfahrens

Die C?-stetige Gesamtfliche wird realisiert, indem die approximierenden B-Spline-Flichen,
sogenannte Primérflichen, in den Bereichen, in denen sie sich nahe kommen oder zusammen-
stoBen, glatt, das heifit C?-stetig, ineinander iibergeblendet werden.

Ein &uflerst wichtiger, im Folgenden h#ufig auftretender Begriff ist der des Blending-
Bereichs. Als Blending-Bereiche werden die Bereiche bezeichnet, in denen sich zwei oder
mehr B-Spline-Flichen nahe kommen. Hierbei wird nicht zwischen dem Parametergebiet der
B-Spline-Flichen und dem R? unterschieden. Was jeweils gemeint ist, ist aus dem entspre-
chenden Kontext zu erkennen.

Abseits der Blending-Bereiche bilden die approximierenden B-Spline-Flichen die Oberfliche
des Objekts. Diese miissen entlang der inneren Rénder der Blending-Bereiche getrimmt wer-
den. Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel einer rekonstruierten, C?-stetigen Fliche. Getrimmte
B-Spline-Fliachen werden darin blau dargestellt.

In den Blending-Bereichen werden sogenannte Sekundér- oder Blending-Fléchen berechnet,
die einen C%-stetigen Ubergang zwischen den getrimmten B-Spline-Flichen schaffen. Es gibt
zwei Arten von Blending-Flichen, Blending-Streifen und N-flichige Blends. Blending-
Streifen stellen eine Verbindung zwischen zwei getrimmten B-Spline-Flichen her, wihrend
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N-flachige Blends N > 3 B-Spline-Flichen ineinander {iberblenden. Blending-Streifen sind in
Abbildung 4.1 rot, N-flichige Blends gelb dargestellt.

Segmentiertes Dreiecksnetz Approximierende C?-stetige Fliche

Verschiedene Farben entsprechen Rot: Blending-Streifen
verschiedenen Segmenten Gelb: N-flachige Blends
Blau: Getrimmte B-Spline-Flichen

Abbildung 4.1: Eine rekonstruierte C2-stetige Fliche

Um dieses Grundprinzip leichter zu verstehen, werden zunichst zwei einfache Beispiele be-
trachtet, das Uberblenden zweier B-Spline-Flichen und die C%-stetige Rekonstruktion eines
deformierten Tetraeders.

4.1.1 (C*-stetiges Uberblenden zweier B-Spline-Flichen

Gegeben sind die beiden B-Spline-Flichen F+ (die rote Fliche in Abbildung 4.2) und F'
(die griine Fliche in Abbildung 4.2). Die gesuchte C?-stetige Gesamtfliche wird sich aus drei
Teilflichen zusammensetzen:

Ein Blending-Streifen: Im Blending-Bereich werden die B-Spline-Flichen durch einen
Blending-Streifen ersetzt (die gelbe Fliche in Abbildung 4.2), der einen C?-stetigen
Ubergang zwischen diesen Flichen schafft.

Zwei getrimmte B-Spline-Flachen: Auflerhalb des Blending-Bereichs bleiben die B-
Spline-Flichen unverdndert. Um die beiden verbleibenden Teile der B-Spline-Flichen
mathematisch zu beschreiben, miissen geeignete Trimming-Kurven berechnet werden.

Der Blending-Streifen entsteht dadurch, dass die beiden B-Spline-Flichen mit Gewichten, den
Blending-Funktionen, multipliziert und anschliefflend addiert werden.
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Die B-Spline-Flichen
F' (rot) und FT (griin)

GHU,V)

Parametergebiet der
B-Spline-Fliche F+

Blending-
Bereich

[\ v.L

Parametergebiet des
Blending-Streifens

G (U, V)

Innerer Segmentrand
(Trimming-Kurve fiir F¥)

v
U

HY(U, V)
—

HL

FHGYHU, V)

Blending-Funktion H*' y

FI(GN(U,V))

Die C?-stetige Gesamtfliche
bestehend aus den getrimmten
B-Spline-Flichen F! (rot)
und FT (griin) und dem
Blending-Streifen F (gelb)

Multiplikation

B-Spline-Fliche FT

Innerer Segmentrand
(Trimming-Kurve fiir FT)

Blending-Funktion HT \

HT

-

Parametergebiet der

HY(U,V)

Multiplikation

Abbildung 4.2: C?-stetiges Uberblenden zweier B-Spline-Flichen




62 KAPITEL 4. C2-STETIGE UBERGANGE ZWISCHEN PRIMARFLACHEN

Dazu ist es notwendig Parametertransformationen zu finden, die eine Verbindung zwischen
den voneinander unabhéingigen Parametergebieten DY) ynd D@ der beiden B-Spline-
Flichen F¥ und FT herstellen. Dies wird durch die beiden Transformationen G+ : D(W:V) —
DY) ypd G : DUV) 5 ple’h) realisiert, die das quadratische Parametergebiet DWY)
des Blending-Streifens (das graue Rechteck in Abbildung 4.2) in die Blending-Bereiche der
Parametergebiete Dt (der hellrote Bereich im roten Rechteck in Abbildung 4.2) und
D" (der hellgriine Bereich im griinen Rechteck in Abbildung 4.2) abbilden. Wie die
Blending-Bereiche in den Parametergebieten der B-Spline-Flichen identifiziert werden kénnen
und die beiden Parametertransformationen zu wéhlen sind, wird in Abschnitt 4.4 erliutert. An
dieser Stelle sei nur erwéihnt, dass die Konstruktion der Parametertransformationen sicherlich
zu den schwierigsten Aspekten des hier prisentierten Verfahrens zihlt.

Bei den Blending-Funktionen H* : DY) — R und H' : DY) — R (die tiirkisen Hohenfel-
der in Abbildung 4.2), mit denen die B-Spline-Flichen multipliziert werden, handelt es sich
um skalare Funktionen, die Werte zwischen 0 und 1 annehmen. H+ = 1 gilt an der Kante, an
der der Blending-Streifen in Ft iibergeht, H% = 0 an der Kante, an der der Blending-Streifen
in F! iibergeht. Fiir H' gilt das Umgekehrte. Eine Reihe von weiteren Bedingungen (Reali-
sierung einer C%-stetigen Gesamtfliiche, keine Bevorzugung einer der beiden Flichen, affine
Invarianz des Verfahrens) legt die Blending-Funktionen eindeutig fest. Die Berechnung dieser
Blending-Funktionen wird in Abschnitt 4.3 besprochen.

Fiigt man B-Spline-Flichen, Parametertransformationen und Blending-Funktionen zusam-
men, erhdlt man den Blending-Streifen

F(U,V) = HYU,V)-FHGHYU,V)) + H'(U,V)-F(GN(U,V))

Die Trimming-Kurven der B-Spline-Flichen entsprechen den inneren Rindern der Blending-
Bereiche in den entsprechenden Parametergebieten (die gestrichelten Linien im roten bezie-
hungsweise griinen Rechteck in Abbildung 4.2).

4.1.2 (?-stetige Rekonstruktion geschlossener Flichen

In diesem Unterabschnitt wird das Grundprinzip fiir die C?-stetige Rekonstruktion einer
geschlossenen Fliche anhand eines einfachen Beispiels erldutert. Betrachtet wird ein leicht
deformierter Tetraeder, dessen vier Seiten jeweils ein Segment bilden (Abbildung 4.3).

Das eben betrachtete Uberblenden zweier B-Spline-Flichen kommt entlang den Grenzen ge-
nau zweier Segmente zur Anwendung. Wie im weiteren Verlauf dieses Kapitels zu sehen sein
wird, ist dies ein relativ einfach zu realisierender Fall. Die dafiir verwendeten Blending-Streifen
sind die am h&ufigsten vorkommenden Blending-Flichen.

In fast allen segmentierten Dreiecksnetzen gibt es aber auch Punkte an denen drei oder
mehr Segmente zusammenstoflen (beim hier betrachteten Tetraeder stofien an den vier Ecken
jeweils drei Segmente zusammen). Fiir diese Bereiche muss eine Methode entwickelt werden,
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Segmentiertes Dreiecksnetz Approximierende C-stetige Fliche

Drei Segmente

stoflen zusammen Blending-
— 3-flichiger Blend Streifen ent-
lang dieses

Kantenzuges

Verschiedene Farben entsprechen Rot: Blending-Streifen
verschiedenen Segmenten Gelb: N-flachige Blends
Blau: Getrimmte B-Spline-Flichen

Abbildung 4.3: Segmentiertes Dreiecksnetz und rekonstruierte Oberfliche eines Tetraeders

mit der die dazugehérigen N > 3 B-Spline-Flichen iiberblendet werden kénnen. Obwohl die
dafiir eingesetzten N-flichigen Blends auf demselben Prinzip basieren, sind sie wesentlich
schwieriger zu berechnen, als die relativ harmlosen Blending-Streifen. Ihnen ist daher der
Hauptteil dieses Kapitels gewidmet.

Wie bereits weiter oben erwihnt, ist jedem Segment eine approximierende B-Spline-Fliche
zugeordnet. Die schwierigste Aufgabe besteht darin, die Blending-Bereiche in den Parame-
tergebieten aller B-Spline-Flachen festzulegen. Dies geschieht durch Angabe von Parameter-
transformationen, die die Parametergebiete der Blending-Streifen und der N-flichigen Blends
in die Parametergebiete der B-Spline-Flichen abbilden. Einen ersten Anhaltspunkt dafiir bie-
ten die Parameterwerte der Randpunkte der Segmente, die, wie in Abschnitt 2.3 erldutert,
von den zugehorigen B-Spline-Flichen approximiert oder interpoliert werden. Die Berech-
nung dieser Blending-Bereiche in Form von Parametertransformationen wird in Abschnitt 4.4
beschrieben. Das Ergebnis ist jeweils ein geschlossener Schlauch im Parametergebiet einer
jeden B-Spline-Fliche, in den nahtlos die Parametergebiete der Blending-Streifen und der
N-flachigen Blends abgebildet werden. Abbildung 4.4 zeigt die Parametergebiete der vier
approximierenden B-Spline-Fldchen des betrachteten Tetraeders. Die Blending-Bereiche sind
heller gefirbt als die Segment-Innenbereiche.

Die resultierende C?-stetige Gesamtfliche setzt sich aus drei Typen von Teilflichen zusammen,
die im Folgenden kurz beschrieben werden.
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Die approximierenden
B-Spline-Flichen F! (rot), F2 (blau),
F? (gelb) und F* (griin)

Parametergebiet eines
Blending-Streifens

p,v)

Parametergebiet eines
3-flichigen Blends

Der innere Segmentrand bildet
die Trimming-Kurven fiir F4
(Entsprechendes gilt auch fiir die
anderen B-Spline-Flichen)

Abbildung 4.4: C?-stetige Rekonstruktion eines deformierten Tetraeders, linker Teil
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Blending-Streifen: Blending-Streifen bilden einen C2-stetigen Ubergang zwischen zwei B-
Spline-Fliichen F+ und FT. Sie besitzen das quadratische Parametergebiet DWV) —

[0,1] x [0, 1]. Blending Streifen haben die Form
F(U,V) = HYU,V) -FYGHU,V)) + H'(U,V)-FI(GN(U,V))

H' und H' sind geeignet gewihlte Blending-Funktionen, G* und G' die bereits ange-
sprochenen Parametertransformationen. Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den Aufbau
eines Blending-Streifens des betrachteten Tetraeders (durchgezogene Pfeile).

N-flichige Blends: N-flichige Blends bilden einen C?-stetigen Ubergang zwischen N B-
Spline-Flichen F', ... FV. Ihr Parametergebiet besitzt die Form eines reguliren N-
Ecks mit Seitenléinge 1. N-flichige Blends haben die Form

N
FUV) = Y HY(U,V)-F(G(U,V))
=1

Die HN+ sind geeignet gewihlte Blending-Funktionen, die G* die bereits angesprochenen
Parametertransformationen. Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den Aufbau eines 3-
flachigen Blends des betrachteten Tetraeders (gestrichelte Pfeile).

Getrimmte B-Spline-Flichen: Im Segmentinneren bilden die approximierenden B-Spline-
Flichen Teile der Gesamtfliche. Die Trimming-Kurven einer B-Spline-Fléiche sind gege-
ben durch den inneren Rand des zugehorigen Blending-Bereichs. Dieser wird durch die
Parametertransformationen der Blending-Streifen festgelegt (Abbildung 4.4).

Nach diesen die Grundziige des Verfahrens vermittelnden Beispielen werden in den folgen-
den Kapiteln die mathematischen Details diskutiert. Zuerst werden Bedingungen hergelei-
tet, welche fiir eine C?-stetige Gesamtfliiche notwendig sind, dann wird die Berechnung der
Blending-Funktionen und der Parametertransformationen vorgestellt.

4.2 Notwendige Bedingungen fiir eine C?-stetige Gesamtfliche

Die Fragestellung dieses Abschnitts lautet: Welche Bedingungen miissen die Blending-
Funktionen H*, H'" und H"* und die Parametertransformationen G+, G' und G’ erfiillen,
damit die rekonstruierte Fliche C?-stetig ist?

Die Kenntnis dieser Bedingungen ist fiir die spitere Konstruktion von H¥, HT, HN* G}, G'
und G erforderlich. Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Blending-
Funktionen H*, H" und HY" nur einmalig berechnet werden und fiir alle Blending-Fl:ichen
Anwendung finden, jede Blending-Fliche dagegen ihre eigenen Parametertransformationen
Gt und G' beziehungsweise G’ besitzt, die speziell fiir sie konstruiert wurden.



4.2. NOTWENDIGE BEDINGUNGEN FUR EINE C*-STETIGE GESAMTFLACHE 67

Eine Méglichkeit, die C2-Stetigkeit einer geschlossenen Fliche G nachzuweisen, besteht darin,
fiir jeden Punkt Gy € G mindestens eine Parameterdarstellung G(U, V) anzugeben, fiir die
gilt:

e Es existiert ein (Upy, V) mit der Eigenschaft G(Uy, Vj) = Go.

e Es existiert eine Umgebung Uy von (U, Vp) innerhalb der G(U, V) C?-stetig ist.

e G(Up) ist eine Teilmenge der Gesamtflache G.

Eine derartige Parameterdarstellung G(U, V) und das dazugehorige Parametergebiet DY)
wird auch als Karte bezeichnet!. Selbst bei sehr einfachen geschlossenen Flichen, zum Beispiel
einer Kugel, ist eine Karte nicht ausreichend, um jedem Punkt eine C?-stetige Parameterdar-
stellung zuzuweisen. Fiir das hier betrachtete Problem wird sogar eine Vielzahl verschiedener

Karten verwendet.

Um alle Bedingungen fiir eine C2-stetige Gesamtfliche herzuleiten, werden die Teilflichen zu-
erst isoliert betrachtet. Im Anschluss daran werden die Uberginge zwischen diesen Teilfléiichen
analysiert.

4.2.1 Isoliertes Betrachten der Teilflichen

In der folgenden isolierten Betrachtung der Teilflichen werden alle Punkte der Gesamtfliche
auf C2-Stetigkeit untersucht, die nicht auf der Ubergangslinie zweier Teilflichen liegen. Im
Anschluss daran miissen also nur noch die Ubergéinge zwischen diesen Teilflichen betrachtet
werden.

Blending-Streifen

Ein Blending-Streifen zwischen zwei B-Spline-Flichen F* und F' hat die Form
FU,V) = HYU,V)-F(GU,V)) + H'(U,V) - FI(G'(U,V))

Daraus folgt, dass F(U, V) genau dann C?-stetig ist, wenn die Funktionen H*¥, H', G+ und
G' C?-stetig sind.

N-flachige Blends

Ein N-flichiger Blend zwischen den B-Spline-Flichen F', ... FV hat die Form

!Die Bezeichnung Karte ist nicht ganz korrekt, da in der Differentialgeometrie zusiitzlich noch die Bijekti-
vitdt der Parameterdarstellung G(U, V') gefordert wird. Das hier prisentierte Verfahren liefert in den meisten
Fiéllen bijektive Parameterdarstellungen, kann die Bijektivitdt aber nicht in allen Fallen garantieren. Die resul-
tierende Gesamtfliche G ist daher nicht zwingend eine C>-Mannigfaltigkeit, wohl aber eine C>-stetige Fliche.
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N
FU,V) = Y HV(U,V) F(G'(U,V))
=1

Daraus folgt, dass F(U,V) genau dann C?-stetig ist, wenn die Funktionen H’ und G’ C?-
stetig sind.

Getrimmte B-Spline-Flidchen

Wie in Abschnitt 2.3 erldutert, handelt es sich bei den approximierenden B-Spline-Flichen
um kubische B-Spline-Fliachen iiber uniformen Knotenvektoren. Es ist allgemein bekannt,
dass derartige Flichen C2-stetig sind. Es treten weder Blending-Funktionen noch Parameter-
transformationen auf.

4.2.2 Uberginge zwischen zwei Teilfliichen

Da bei den im Folgenden untersuchten Karten die Parametergebiete der Blending-Flichen eine
entscheidende Rolle spielen, soll noch einmal kurz erwéahnt werden, wie diese Parametergebiete
aussehen und welche Uberlegungen zu einer derartigen Wahl gefiihrt haben.

Das Parametergebiet DY)

eines jeden Blending-Streifens ist ein axial ausgerichtetes Qua-
drat, nimlich DY) = [0,1] x [0,1]. Einerseits ist ein solches Parametergebiet einfach zu
handhaben, andererseits muss das Parametergebiet ohnehin eine Linie aufweisen, beziiglich
derer Spiegelsymmetrie vorliegt (beim Quadrat ist das erfiillt; es gibt sogar vier solche Li-
nien). Wiirde keine solche Linie existieren, wiirde automatisch eine der beiden ineinander
iiberzublendenden B-Spline-Flichen bevorzugt werden.

(V) der N-flichigen Blends wurden regulire N-Ecke mit Seitenlinge

Als Parametergebiete D
1 gewihlt, da diese Parametergebiete einen Punkt aufweisen miissen, beziiglich dem N-z&hli-
ge Rotationssymmetrie vorliegt (das regulidre N-Eck ist eine der einfachsten geometrischen
Figuren, bei der diese Eigenschaft erfiillt ist). Wiirde kein solcher Punkt existieren, wiirden

automatisch einige der ineinander iiberzublendenden B-Spline-Flichen bevorzugt werden.

Ubergiinge zwischen Blending-Streifen und getrimmten B-Spline-Fliichen

Fiir den Ubergang zwischen einem Blending-Streifen F und den beiden angrenzenden, ge-
trimmten B-Spline-Flichen F+ und F' wird die in Abbildung 4.6 gezeigte Topologie betrach-
tet.

Die verwendete Karte ist in Abbildung 4.7 zu sehen.

Der Blending-Streifen, bei dem keine Umparametrisierung vorgenommen wird, hat nach wie
vor die Form
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Getrimmte B-Spline-Fliiche F'

Ein weiterer
Blending-Streifen oder
ein N-flichiger Blend

Ein weiterer
Blending-Streifen oder
ein N-flichiger Blend

Blending-Streifen

F

Getrimmte B-Spline-Fliiche F*

Abbildung 4.6: Topologie beim Ubergang Blending-Streifen «» getrimmte B-Spline-Fliche

(o) = GT(U,V)

Parametergebiet von F'

Parametergebiet von F

1

U
Parametergebiet von F+

Abbildung 4.7: Karte beim Ubergang Blending-Streifen « getrimmte B-Spline-Fliche

FU,V) = HYU,V)-FGHU,V)) + H'(U,V)-FI(GN(U,V)) . (4.1)

Fiir die getrimmten B-Spline-Flichen ergibt sich nach den der Karte entsprechenden Umpa-
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rametrisierungen (u¥,v%) = GH(U, V) und (u',0") = GT(U,V)

FHU, V) = FHGYU,V)) (4.2)

Fl(U,v) = FI(G'(U,V)) . (4.3)

Im Folgenden wird der Ubergang zwischen F und F} (die untere fett gezeichnete Kante
in Abbildung 4.6) betrachtet. Fiir einen C?-stetigen Ubergang miissen die nullten, ersten
und zweiten Ableitungen dieser beiden Flichen entlang der Kante (U,0), U € [0,1], iiber-

einstimmen. Ableiten von (4.1) und (4.2), Gleichsetzen an dieser Kante und anschlielender
Koeffizientenvergleich liefert

-

8UO‘WH(U’0) == 5(1,05/3,0 5 OZZO,...,2 s ,6:0,...,2—05
or  oF

BUQWHT(U,O) =0 , a=0,....,2 , B=0,....2-«

Dies kann vereinfacht werden zu

(H1)  HYU,0) = 1 (H7)  H'(U,0) = 0
(H2)  Hy(U,00 = 0 (H8)  HJ(U,0) = 0
(H3)  Hy,(U,0) = 0 (H9)  H{,(U,0) = 0

Ahnliche Uberlegungen fiir den Ubergang zwischen F und F' (die obere fett gezeichnete
Kante in Abbildung 4.6) fithren auf

(H4)  HYWU,1) = 0 (H10) H'(U,1) = 1
(H5)  H(U,1) = 0 (H11)  HL(U,1) = 0
(H6)  Hy, (U,1) = 0 (H12)  H},(U,1) = 0

Ubergiinge zwischen zwei Blending-Streifen

Fiir den Ubergang zwischen zwei Blending-Streifen F und F wird die in Abbildung 4.8 gezeigte
Topologie betrachtet.

Die verwendete Karte ist in Abbildung 4.9 zu sehen.

Aufgrund der in Unterabschnitt 4.3.1 geforderten Spiegelsymmetrie und Translationssymme-
trie der Blending-Funktionen H+ und H', miissen Karten, bei denen die Parametergebiete
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Getrimmte B-Spline-Fliiche F'

Blending-Streifen F Blending-Streifen F

Getrimmte B-Spline-Fliiche F*

Abbildung 4.8: Topologie beim Ubergang Blending-Streifen > Blending-Streifen

Parametergebiet von F Parametergebiet von F
1 1 1
\ 4 A /
1 —a a 1
U, V)= (5 +1,V) U,V) = (F.V)

Abbildung 4.9: Karte beim Ubergang Blending-Streifen «» Blending-Streifen

gespiegelt oder um 180° gedreht wurden nicht betrachtet werden. Durch derartige Uberginge

ergeben sich keine neuen Bedingungen.

Die beiden der Karte entsprechenden Umparametrisierungen (U,V) — (£ + 1,V) und
(U, V) — (%, V') fiithren auf eine neue Form der Blending Streifen,

FU,V) = Hi(% +1,V) -Fi(Gi(% +1,V)) + HT(% +1,V)- FT(GT(% +1,V))

U

N . V) + B V) FNGTE, V)

FUV) = HHZ,V)-FHG | (

g

Dabei sind ¢ und a gewonnene Freiheitsgrade, deren Bedeutung erst bei der Konstruktion
der Parametertransformationen in Unterabschnitt 4.4.3 zu Tage tritt. Ableiten dieser Bezie-
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hungen, Gleichsetzen an der Ubergangsline (0,V), V € [0,1], und anschlieBender Koeffizi-
entenvergleich liefert eine Reihe von Bedingungen fiir eine C2-stetige Verbindung. Fiir die
Blending-Funktionen muss

o 98 1 oo 98

,6:0,...,2—05 ) ZZ\L»T

gelten. Diese Bedingungen lassen sich zu

(H13)  H'(L,V) = H'(0,V) , i=l1
(H14)  Hp(L,V) = Hp(0,V) = 0 , i=}1

(H15)  Hpy(L,V) = Hyy(0,V) = 0, i=l1
vereinfachen. Die Forderungen an die Parametertransformationen lauten

or 9P 1 o* 9P 1
S G.Z —_— = e G-Z — “ e 2
aUa 8vﬁ ( V) ac 8Ua 8‘/6 (0 V) ) « 07 ) )

6=0,....,.2—a , =1

Diese konnen zu
(G1)  GY(LV) = G(0,V) , i=l1
i 1 NZ' 1 .
(G2) Gy(L,V) P Gy (0,V) AR =17
; 1 1 ,
(G3) ro(1L,V) o v (0,V) 3 0 =l,1
; 1 iy 1 ,
(G4) v (L,V) P vy (0,V) PR =1
vereinfacht werden.

Ubergiinge zwischen Blending-Streifen und N-flichigen Blends

Bei den Ubergiingen zwischen einem N-flichigen Blend F und den angrenzenden N Blending-
Streifen F¥J wird die in Abbildung 4.10 gezeigte Topologie betrachtet.
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N-flachiger Blend F

Fortsetzung nach dem
gleichen Schema

Abbildung 4.10: Topologie beim Ubergang Blending-Streifen <+ N-flsichiger Blend

Die verwendete Karte ist in Abbildung 4.11 zu sehen.

Aufgrund der in Unterabschnitt 4.3.1 geforderten Spiegelsymmetrie und Translationssym-
metrie der Blending-Funktionen H+ und H' und der in Unterabschnitt 4.3.2 geforderten
Spiegelsymmetrie und Rotationssymmetrie der Blending-Funktionen H?, miissen Karten, bei
denen die Parametergebiete gespiegelt oder gedreht wurden, nicht betrachtet werden. Durch
derartige Uberginge ergeben sich keine neuen Bedingungen.

Im Gegensatz zum Vorgehen in den beiden vorangegangenen Abschnitten, in denen die Para-
metergebiete der Teilflichen in ein gemeinsames Parametergebiet abgebildet wurden, behalten
sowohl der N-flichige Blend als auch die angrenzenden Blending-Streifen lokale Koordinaten-
systeme. Die einzige stattfindende Umparametrisierung ist eine Skalierung der Parameterge-
biete der Blending-Streifen in U-Richtung mit dem fiir alle Streifen gleichen Faktor a. a ist ein
Freiheitsgrad, dessen Bedeutung erst bei der Konstruktion der Parametertransformationen in
Unterabschnitt 4.4.2 zu Tage tritt.

Um die Ableitungen an den Ubergangslinien zwischen zwei verschiedenen Koordinatensyste-
men sinnvoll vergleichen zu koénnen, ist es notwendig, den Begriff der Richtungsableitung
einzufithren. Die Richtungsableitung einer Funktion F am Punkt (Uj,V)) in Richtung e,
lle]| = 1, lautet

0
%F(U[]a‘/o) = Fe(U07V0) = <gradF(U07V0) ) e>
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Parametergebiet Parametergebiet Parametergebiet Parametergebiet
von F32 von F! von FLN von FN:N-1
A A A A
4 1% 1% 1%
/ U U | U U

Parametergebiet
von F
£2.1 ELN 174
£8.2 EN,N=-1
U

- - -

v Fortsetzung nach dem
S~ _ -7 gleichen Schema
! Fortsetzung nach dem

gleichen Schema

Abbildung 4.11: Karte beim Ubergang Blending-Streifen < N-flichiger Blend

Die Verwendung von Richtungsableitungen an Stelle eines globalen Koordinatensystems wird

das Aufstellen und spétere Anwenden von Bedingungen an die Blending-Funktionen und die
Parametertransformationen stark vereinfachen.

Der N-flichige Blend hat die Form

N
FUV) = Y HY(U,V)-F(G(U,V)) , (4.4)
i=1
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die Umparametrisierung (U, V) — (%, V) liefert fiir die Blending-Streifen

iy = mEvy ey vy ety
a a a a
j=1,...,N , k=(jmodN)+1 . (4.5)

Es werden nun die Uberginge an den Ubergangslinien £ betrachtet (Abbildung 4.11). Im
Folgenden bezeichnet eﬁ’y den beziiglich des N-Ecks im Uhrzeigersinn orientierten Einheits-

vektor parallel zur Ubergangslinie £%7 und e'j_’j den in das Zentrum des N-Ecks zeigenden
Einheitsvektor senkrecht zur Ubergangslinie £/, Zwischen den Richtungsableitungen und den
U-Ableitungen und V-Ableitungen der Blending-Streifen gilt der einfache Zusammenhang

o™ 08 " R LR
() e[ 'OY) = pgagye OV

Ableiten von (4.4) und (4.5), Gleichsetzen an den Ubergangslinien £%/ und anschlieBender
Koeffizientenvergleich liefert eine Reihe von Bedingungen fiir eine C%-stetige Verbindung. Fiir
die Blending-Funktionen muss

o” 85 HN,i(gk,j)
(Oe}7)e (Be” 7)p
or 0P 1 o~ of 1
= Oip e = HY(L,V) — + 0 = ——= H'(1,V) — =0,...,2
i,k U oV B ( 7V) a® + 2J U gV B ( 7V) a® « 07 ) )
8=0,....2—«a |, i=1,...,N j=1,....N , k=(jmodN)+1
gelten. Diese Bedingungen lassen sich zu

(H16) ~ HMY(EM) = 6y HN1L,V) + 6,5- H'(1,V)

(H17) Hi\é] &)y = 0

(H18) H(]:Ii’iek] (5k,j) = 0,

1 =L
i=1,...,N j=1,....N , k=(jmodN)+1

vereinfachen. Die Forderungen an die Parametertransformationen lauten
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0* 98 o
7 T Gz(gk,]) —
(aej_ )e ((9eH )
8a 8’8 . 1 8& 8’8 ) 1
. P — Z:\L _ L. Z:T L _
Ok g gys & (LV) = + 0 5m 5rp GU(LV) = @ =002,

=0,....2—-a , j=1,...,.N |, k=(jmodN)+1 , i=jk
Diese konnen zu

(G5) G'(EMI) = G- G, V) + 6,5 - GHT(L,V)

i j i 1 i 1
(G6)  GLy(E™) = G Gy (L V) = + 6 Gl (LV)
G7 G’ EhI) = G GE(LV) = 46 GE (L V) &
( ) e]j_’je’j_’j( ) = i,k * UU( ; ); + 1,7 ° UU( ; );
i k,j il 1 it 1
(G8) Ge]j_’jeﬁ’j (€)= Oip - Gyy(LV) =+ 05 - Gy (LV) =,

j=1,...,N , k=(modN)+1 , i=jk

vereinfacht werden.

4.2.3 Punkte an denen drei oder mehr Teilflichen zusammenstof3en

Die letzten noch zu betrachtenden Punkte der Gesamtfliche sind die Punkte, an denen drei
oder mehr Teilflichen zusammenstolen. Die Verwendung dhnlicher Karten wie im letzten
Unterabschnitt liefert C?-stetige Parameterdarstellungen, die jedoch keine neuen Bedingungen
fiir die Blending-Funktionen oder Parametertransformationen liefern.

4.3 Konstruktion der Blending-Funktionen

In diesem Abschnitt geht es darum, die Blending-Funktionen H* und H' der Blending-Streifen
und die Blending-Funktionen HY* N >3, i=1,..., N, der N-flichigen Blends zu konstru-
ieren. Dabei sind die im letzten Kapitel aufgestellten Bedingungen (H1) bis (H18) fiir eine
C?-stetige Gesamtfliche zu beachten.
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4.3.1 Konstruktion der Blending-Funktionen der Blending-Streifen

Neben den fiir eine C2-stetige Gesamtfliiche notwendigen Bedingungen (H1) bis (H15) gibt
es weitere Eigenschaften, die sinnvolle Blending-Funktionen H+ und HT aufweisen sollten.

Partition der 1: Bilden die Blending-Funktionen H* und H' keine Partition der 1, wiirde
die affine Invarianz des Verfahrens verloren gehen. Das wiirde zum Beispiel bedeuten,
dass zwei identische Dreiecksnetze, von denen eines verschoben oder gedreht wurde,
zwei verschieden geformte, approximierende Gesamtflichen erhalten wiirden. Es muss

also
(H19)  HYU,V)+HY(U,V) = 1

gelten.

Spiegelsymmetrie in V-Richtung: Will man keine der beiden zu i{iberblendenden B-

Spline-Flichen bevorzugen, miissen die beiden Blending-Funktionen H+ und H' jeweils

1

durch Spiegelung an der Achse (U, 5), U € [0, 1], ineinander iiberfiihrbar sein. Es muss

also
(H20)  HYU,V) = HY(U1-V)

gelten.

Translationssymmetrie in U-Richtung: Die Profilkurven F(U = konstant,V) eines
Blending-Streifens sollen nur von den beiden zu iiberblendenden B-Spline-Flichen und
den entsprechenden Parametertransformationen abhiingig sein, nicht jedoch von den
Blending-Funktionen H+ und H'. Das bedeutet, die Blending-Funktionen miissen un-
abhéngig von U sein. Es muss also

(H21) HY(U,V) = HYU = konstant, V)

(H22)  H'(U,V) = H"(U = konstant,V)
gelten.

Damit als Gesamtfliche eine stiickweise Polynomfliche erzeugt wird, miissen die Blending-
Funktionen H+ und H' ebenfalls Polynome sein. Aufgrund der leichten geometrischen In-
terpretierbarkeit der Kontrollpunkte werden H+ und H' in Bezier-Form angesetzt. Da die
Funktionen unabhingig von U sind (Bedingungen (H21) und (H22)) kénnen an Stelle von
TP-Bezier-Flichen einfache Bezier-Kurven verwendet werden. Der Ansatz fiir H+ lautet
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HYU,V) = S BMNV)hi
=0

Aus den Bedingungen (H1) bis (H6) folgt

Im Vorgriff auf die Konstruktion der Blending-Funktionen fiir N-flichige Blends wird n = 7
gesetzt. Bei kleinerem Grad n lassen sich keine geeigneten Blending-Funktionen H™ finden
(Unterabschnitt 4.3.2). Die beiden noch nicht festgelegten Kontrollpunkte hé und hi werden
ebenfalls von den Blending-Funktionen fiir N-flichige Blends bestimmt. Es muss

hy =1

hi = 0

gelten (Unterabschnitt 4.3.2). Aufgrund der geforderten Partition der 1 (Bedingung (H19))
folgt fiir H'

HY(U,V) = Y BMV)A , hl=1-h}

Blending-Funktion H* Blending-Funktion HT

Abbildung 4.12: Die Blending-Funktionen der Blending-Streifen
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Einerseits sind keine weiteren Freiheitsgrade mehr vorhanden, andererseits ldsst sich leicht
iiberpriifen, dass die aufgestellten Blending-Funktionen H+ und H' alle geforderten Ei-
genschaften (H1) bis (H15) und (H19) bis (H22) aufweisen. Die Blending-Funktionen fiir
Blending-Streifen wurden damit erfolgreich bestimmt. Sie sind in Abbildung 4.12 zu sehen.

4.3.2 Konstruktion der Blending-Funktionen der N-flichigen Blends

Will man als Gesamtfliche eine stiickweise Polynomfliche erhalten, miissen die Blending-
Funktionen der N-flichigen Blends ebenfalls als Polynome angesetzt werden. Bezier-Dreiecke
sind fiir die folgende Konstruktion die am besten zu handhabende Darstellung von Polynom-
flichen. Die Blending-Funktionen HY> eines N-flichigen Blends, deren Parametergebiet die
Form eines reguliren N-Ecks besitzt, werden daher aus N Bezier-Dreiecken zusammengesetzt.
Abbildung 4.13 zeigt die Aufteilung der Parametergebiete auf die einzelnen Bezier-Dreiecke
fir die Funktionen H3', H*' H>! und H5'. Die Aufteilungen fiir N > 7 werden nach
demselben Schema vorgenommen.

Parametergebiet  Parametergebiet Parametergebiet Parametergebiet
von H?! von H*! von H>! von H%!

AS,I

Abbildung 4.13: Aufteilung der Parametergebiete der H™ auf die Bezier-Dreiecke

Eine Forderung an die Blending-Funktionen H ™, die deren folgende Konstruktion sehr ver-
einfacht, ist die Existenz einer N-zihligen Symmetrieachse durch das Zentrum des Para-
metergebiets (die Begriindung dieser Forderung wird weiter unten in diesem Unterabschnitt
geliefert). Das bedeutet, die Blending-Funktionen H™*, i = 2,..., N, konnen durch Rotati-
on der Blending-Funktion H™! um den Winkel QW” um das Zentrum des Parametergebiets
entgegen dem Uhrzeigersinn erzeugt werden. Die folgenden Betrachtungen beschrianken sich
daher ausschlieBlich auf die Konstruktion von H™>!, da durch diese Funktion automatisch alle
Blending-Funktionen HN+ festgelegt sind.

Die N Bezier-Dreiecke AN, aus denen sich die Funktion H™'! zusammensetzt, haben die
Form
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AN V) = Y B LU V)R, , a=1,....N
i+j+k=n

Die Anordnung der Kontrollpunkte hi';  kann Abbildung 4.14 entnommen werden.

Die hﬁj,k bezeichnen
Kontrollpunkte, die R,
S%® und T® Punkte im hé,1,0 \Rl =8N

Parametergebiet.

RN — SN—I
N _ g N-—-1
h‘7,0,0 - h‘0,7,0

2 _ 1
h7 0,0 = ho,7,0

R? =SS!

R? =8?

3 _ 72
k7 0,0 = ho,7,0 7,0,0 = 0,7,0

Abbildung 4.14: Die Anordnung der Kontrollpunkte der Bezier-Dreiecke AN:®

Da die Blending-Funktionen H¥ und H' mittlerweile bekannt sind, kénnen die Bedingungen
(H16) bis (H18) fiir C%-stetige Anschliisse der Blending-Streifen nun vollstindig durch die
Kontrollpunkte h'; | ausgedriickt werden. Bedingung (H16) lautet

0 , i=0,...,2
hzl,nfi,o = { 1 i=n—2 n (46)
* =0, a=2,....N—-1 , i=0,...,n (4.7)

i,n—1,0
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1, ¢1=0,...,2
hgnfi’o { 0 , = 2,...,mn (48)
Bedingung (H17)
thfn—i—l,l - h?fn—z‘,o - hza—l—l,n—i—l,O =0, a=1,...,N |
i=0,...,n—1 (4.9)

und Bedingung (H18)

« o « « «
dhi'n_ioo — 4hin i 11 —4hitnioq t hin_io + 20,10+

h?+2,n—i—2,0 = 0 s o = ]_,...,N 5 ZZO,,TL—2 . (410)

Um eine C?-stetige Gesamtfliche zu erhalten, miissen die Uberginge zwischen den Be-
zier-Dreiecken AN:@ ebenfalls C2-stetig sein (Unterabschnitt 4.2.1). Das fiihrt auf die C°-
Bedingungen

(mod M1 pe. o, a=1,...,N , i=0,...,n , (4.11)

0,4,n—1 >
die C''-Bedingungen

(amod N)+1 a a o —
idm—io1 pahlini-1 + 0ahgivini + Tahgini » a=1...,N

i=0,...,n—1 (4.12)

und die C?-Bedingungen

dN)+1 2.1 2 211
hgf)éfﬁ‘iifz) = (pa)"hoin—i—2 t (0a)" hGiton—i—2 + (Ta) hoin—; +
2 Pa Oa htll,i-l-l,n—i—Q + 2 Pa T h(ll,i,n—i—l + 2 Oq Toy h&i+1,n—z’—1 ; o = 1, e ,N s
1=0,....n—2 (4.13)

wobei pq, 0o und 7, die baryzentrischen Koordinaten des Punktes S(*m0dN)+1 heziiglich R,
S® und T sind (Abbildung 4.14).

Neben diesen fiir eine C2-stetige Gesamtfliiche notwendigen Bedingungen gibt es weitere Ei-
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genschaften, die sinnvolle Blending-Funktionen H™>' aufweisen miissen.

Existenz einer N-zidhligen Symmetrieachse durch den Koordinatenursprung:
Soll keine der N zu iiberblendenden B-Spline-Flichen bevorzugt werden, miissen die
Blending-Funktionen durch Rotation um den Ursprung ineinander iiberfithrbar sein.
Wie bereits zu Beginn dieses Abschnitts erwéhnt, werden die Blending-Funktionen
HN# 4 = 2,...,N, durch Rotation der Blending Funktion H™' um den Winkel
%" um das Zentrum des Parametergebiets entgegen dem Uhrzeigersinn erzeugt. Die

Kontrollpunkte hf‘j i legen also alle N Blending-Funktionen eindeutig fest.

Partition der 1: Wie bereits in Unterabschnitt 4.3.1 erwihnt, ist dies eine notwendige Ei-
genschaft um die affine Invarianz des Verfahrens zu gewihrleisten. Es muss also

N

Yohiw = 1,

a=1

i+i+k=7 , 4,5,k>0 (4.14)

gelten.

Spiegelsymmetrie in V-Richtung: Die Form der C?-stetigen Gesamtfliiche sollte sich
nicht dndern, wenn die Parametergebiete der B-Spline-Flachen gespiegelt werden. Dies
erfordert Spiegelsymmetrie jeder der Blendingfunktionen H™¥+ begziiglich der durch R’
und den Ursprung verlaufenden Achse. Fiir die Kontrollpunkte bedeutet das

N
Sk = by a=1,---a[?] L it jtk=T

Die Gleichungen (4.6) bis (4.15) bilden ein lineares Gleichungssystem, das eine ganze Reihe
linear abhéngiger Gleichungen beinhaltet. Mit Hilfe des Gauf-Algorithmus wurde ermittelt,
fiir welche Wahl von n dieses System losbar ist, und wieviele Freiheitsgrade diese Losung
besitzt (Tabelle 4.1).

N=3 | N= N=5 N=6 N=T7 N =38 N=9
n = 6 | Unlésbar 2 Unlosbar | Unlésbar | Unlésbar | Unlosbar | Unlosbar
n="17 3 6(5) 4 5 5 6 6
n=2~8 6 11 10 13 14 17 18

Eine Besonderheit, auf die bei der Konstruktion der Blending-Funktionen H+ und H' bereits
vorgegriffen wurde, sind die beiden Randkurven H™>!'(R'ST) und HM'(RNSN), an die H*

Tabelle 4.1: Anzahl der Freiheitsgrade in Abhéngigkeit vom Grad n
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und H' C%-stetig anschliefen miissen (Bedingungen (H16) bis (H18)). Bei der Wahl von
n = 7, der nach Tabelle 4.1 niedrigste mogliche Grad, sind diese beiden Randkurven durch
die Kontrollpunkte

. 0, i=0,...,3
Pin-io = | 4 i=4,...,7
N ]. 5 1 = 0, . ,3
hi,nf'i,(] 0 i 4 7

festgelegt. Die einzige Ausnahme bildet hierbei die Basisfunktion H*! des 4-fliichigen Blends.
Dort kann einer der vier Kontrollpunkte h%y 4,00 hi,3,07 hé\’r 4,0 und hfl\j 3,0 beliebig gewéhlt werden.
Um fiir alle N-flichigen Blends dieselben Randkurven zu erhalten wird

higo = 0 (4.16)
gesetzt, woraus h411,3,0 =1, hé\;’o = 1 und hi\,r?,,o = 0 folgt. Die Anzahl der verbleibenden

Freiheitsgrade reduziert sich dadurch von 6 auf 5 (Tabelle 4.1).

Die verbleibenden Freiheitsgrade werden so gewéhlt, dass das Glattheitsfunktional
N1 N1\ 2 N1\?2 N1)?
JHNY = awav ((a)) +2 (o) +(B5))
D(HN,l)

die vereinfachte Thin-Plate- Energy, minimiert wird. D(H™'!) bezeichnet dabei das N-eckige
Parametergebiet von HM!'. J(H™!) kann in eine Summe iiber alle Bezier-Dreiecke zerlegt
werden, ndmlich

JHMY) = 3 T(AN)
Fiir die Glieder dieser Summe gilt
2 2 2
J(aN) = / dU dV < AT +2(A0) + (o ) -
@5 = (ad) +2(a0e) + (ad)

_ « «
= > Yo hehd

i+ +Hk=T i+ +k'=T

32 62
a07 Bl N 7 BY e
{ /D(AN,a) dv dv <3U2 Z’J’k(U’ V)> (BUQ i',g" k (U, V)) +
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2 / dU dv o B! (U, V) 0 B} . (U V)) +
D(ANa) UV Ak ouov IR

0 82
/D(sz,a) Udv (GVQ 1k (U, V)) (av2 bk (U,V))}

= Z Z ha] k hl/ 1 k’ A ’]’k l’,j’ k' 3

iFj k=T '+ k=T

wobei D(AN®) das dreieckige Parametergebiet von AM® bezeichnet. Die zu A; Joksi g K 7=
sammengefassten zweidimensionalen Integrale iiber bivariate Polynome kénnen problemlos
analytisch berechnet werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde hierfiir ein Maple-Programm
geschrieben.

Sei
N
Z Z Bgijkhije —cs = 0, B=1,....M (4.17)

das von den Gleichungen (4.6) bis (4.16) gebildete lineare Gleichungssystem, wobei linear
abhéngige Gleichungen bereits eliminiert wurden. Dieses stellt die Nebenbedingung fiir das
zu minimierende Funktional

N
JEN = S g Z > D IS5 g At
a=1

a=1 i+j+k=T7 i +j'+k'=

dar. Dieses Problem kann mit Hilfe von Lagrangeschen Multiplikatoren gelést werden. Fiir
die Ableitungen der linken Seiten von (4.17) gilt

8ha Z Z BB,’L,]]C ij.k — CB = Bgﬁ,j,fc , B=1L...,M
ik \a=1 itj+k=7

fiir die Ableitungen von J(H™')

N,y _ @ S
8h~54~ . j(H ) - 2 Z hi’jak Ai,j,k;i,j,k
ik i+j+k=T7

Insgesamt erhélt man das eindeutig losbare lineare Gleichungssystem
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Z Z Bgiikhije —c = 0, B=1,....M

a=1 i+j+k=T7

Z Wik As i wii ZABBO‘M, ., a=1,....N , i+j+k=7 ,
i+j+k=T7

dessen Losung die gesuchten Kontrollpunkte A’ ik der Blending-Funktion H™>! enthilt. Als
Losungsverfahren wurde der Gaufl-Algorithmus mit relativer Spaltenmaximum-Strategie ver-
wendet (siehe [Grab00]). Die Blending-Funktionen fiir N = 3,...,6 sind in Abbildung 4.15

zu sehen.

Blending-Funktion H>! Blending-Funktion H*!

Blending-Funktion H?:! Blending-Funktion H6:!

Abbildung 4.15: Die Blending-Funktionen der 3-, 4-, 5- und 6-flichigen Blends
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4.4 Konstruktion der Parametertransformationen

In diesem Abschnitt geht es darum, die Blending-Bereiche in den Parametergebieten der B-
Spline-Flichen festzulegen und geeignete Parametertransformationen zu konstruieren, die die
Parametergebiete der Blending-Flichen in diese Blending-Bereiche abbilden.

Den besten Anhaltspunkt zur Lage der Blending-Bereiche in den Parametergebieten der B-
Spline-Flichen bieten die Parameterwerte der Randpunkte der Segmente. Ausgehend davon
wird versucht, Blending-Bereiche zu finden, die im R? etwa die Breite dinnen + daugen aufwei-
sen. Diese Blending-Bereiche sollen sich von den Randpunkten der Segmente, etwa um dinnen
nach innen und um d,,g.n nach auflen erstrecken. dippen und d,ugen sind vom Benutzer vor-
zugebende Parameter, durch die die Breite der Blending-Flichen und deren Form beeinflusst
werden kann. Als grobe Richtlinie fiir das Verhéltnis der beiden Parameter kann die Bezie-
hung dipnen = 2daupen angesehen werden. Weitere Hinweise zur Wahl von dippen und daygen
sind in Unterabschnitt 4.6.2 zu finden.

4.4.1 Die Hilfstransformation T

Um keine lastigen Umrechnungen von Abstinden und Winkeln zwischen den Parameterge-
bieten der B-Spline-Flichen und dem R? durchfithren zu miissen, werden diese Parameterge-
biete im weiteren Verlauf dieses Abschnitts fast immer mit der im Folgenden konstruierten
Abbildung T transformiert. Um Missverstindnissen vorzubeugen sei hier ausdriicklich darauf
hingewiesen, dass es sich bei T um eine reine Hilfstransformation handelt, die in keiner Weise
in die gesuchten Parametertransformationen eingeht.

Sei D(*?) das Parametergebiet einer B-Spline-Fliche F. Fiir infinitesimale Abstéinde (du, dv)
von einem Parameterpunkt (ug,vg) € D®?) gilt

dF = F(up+du,vg+dv) —F(ug,v0) = Fuodu + Fyodv

2
dF? = (du dv) (Fup0)®  Fup F'u2,[] du
Fu,O F’U,O (FU,O) dv

/

=g(up,vp) (metrischer Tensor)

Aus diesen Beziehungen kénnen in der Umgebung des Parameterpunktes (ug,vo) die Nihe-

rungen

AF = F(ui,v1) —Flug,v2) &~ Fyupg(ur —ug) + Fyo(v1 —v2) =

= Fu,g Au + FU,O Av



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN 87

AF? =~ (Au Av) g(ug,vo) < iu )
v

fiir endliche Abstéinde (Au, Av) abgeleitet werden. Um listige Umrechnungen von Entfern-
ungen und Winkeln zwischen dem Parametergebiet D) und dem R? vermeiden zu kénnen,
wird eine Parametertransformation T (ug,vg) : D(%?) — D(%) gesucht, fiir die

P (Fao)? FaoFipo 1o
gluop,v0) = S - ; = = Id
( ) < FioFiso (Foo)? 0 1

gilt. Der metrische Tensor g soll also am Punkt (dg, %) = (T(uo,vo)) " (ug,vo) gleich der
Identitdt sein. Das bedeutet, das neue Parametergebiet D(@?) gtellt lokal, das heiBit in der
Umgebung von (@, ?p), eine Approximation der B-Spline-Fliche in Form des zweidimensio-
nalen Fuklidschen Raums dar. In einfachen Worten ausgedriickt gelten niherungsweise die

folgenden beiden Aussagen:

e Abstéinde im Parametergebiet D(%?) entsprechen Abstinden im R3.

o Winkel im Parametergebiet D(%?) entsprechen Winkeln im R3.

Da die gesuchte Transformation T eine Skalierung und Scherung des Parametergebietes D (%)
bewirkt, bietet sich als Ansatz eine lineare Abbildung an. Da die von T geforderten Eigen-

schaften
(Fao)® = 1 (Fop)? = 1 FioFso = 0 (4.18)

invariant unter Drehung und Spiegelung des Parametergebietes D(%?) sind, ist ein kontinu-
ierlicher und einen diskreter Freiheitsgrad zu erwarten. Aus dem Ansatz

Tin Tip
T(ug,v9) = ’ ’
( ) ( Toy Top )
folgt
F(i,9) = F(T(up,v0)(@) = F(Tiga + Tip®, Toyi + Tood) (4.19)
F; = F,Ti1 + F, T (4.20)

F; = F,Tip+F, Ty . (4.21)
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Der kontinuierliche Freiheitsgrad wird durch die die folgende Rechnung vereinfachende Wahl
Ty1 = 0 verbraucht (das bedeutet, die u-Richtung ist parallel zur 4-Richtung). Einsetzen der
Gleichungen (4.20) und (4.21) in die Forderungen (4.18) liefert die Matrixelemente

1
T, = =+
’ 10
_Fu 0 Fv 0
Tip = Ty ———5—
(Fu,0)2
———

=C

1
T = =+
. \/ C? (Fup)? + 2CF,0Fyp + (Fyp)’

Der diskrete Freiheitsgrad tritt in Form der Vorzeichen von T ; und 75 5 auf und wird durch
Wahl von jeweils 4+ verbraucht (das bedeutet, die Transformation T bewirkt keine Spiegelung
des Parametergebiets).

4.4.2 Abbilden der Parametergebiete der N-flichigen Blends in die Para-
metergebiete der B-Spline-Flichen

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die in diesem Abschnitt priasentierte Konstrukti-
on einer Parametertransformation zwischen den Parametergebieten der Blending-Flichen und
der B-Spline-Flichen nur eine von vielen moglichen darstellt. Jede Transformation, die die
in Abschnitt 4.3 aufgestellten Bedingungen (G1) bis (G8) erfiillt, fiihrt zu einer C?-stetigen
Gesamtfliche. Die zu konstruierende Transformation beeinflusst jedoch massiv die Form der
resultierenden Gesamtfliche. Da die Figenschaften einer vom menschlichen Standpunkt aus
wohlgeformten Fliche mathematisch kaum auszudriicken sind, ist das Finden einer geeigneten
Transformation sicher der schwierigste Teil des in diesem Kapitel prisentierten Verfahrens.
Im Folgenden wird eine einfache aber in den meisten Fillen gute Ergebnisse erzielende Trans-
formation vorgestellt.

Begonnen wird mit der Abbildung der Parametergebiete der N-flichigen Blends in die Para-
metergebiete der B-Spline-Flichen. Sei D(V-V) das Parametergebiet eines N-flichigen Blends
(regulires N-Eck mit Seitenlinge 1) und D(**) das Parametergebiet einer der N B-Spline-
Flichen, in das D(U=V) abzubilden ist. Die Parameterwerte des Sternpunktes, zu dem der
betrachtete N-flichige Blend gehort (dort stoflen N-Segmente zusammen), werden im Fol-
genden mit pg, die Parameterwerte der beiden benachbarten Segment-Randpunkte mit p*
und p' bezeichnet.

Um Entfernungen und Winkel problemlos zwischen dem Parametergebiet der B-Spline-Fliche
und dem R? umrechnen zu kénnen, wird D) zuerst mit der linearen Abbildung (T(p°®))~"
in ein neues Parametergebiet D(%?) transformiert (Abbildung 4.16).
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Parametergebiet von F

Transformiertes Parametergebiet von F

89

(u,v) (i,9) - -
T oee e et |7 b o
o ---0 | _@amamanans ™ %
ey . - <
[ \\ [ 2 1
/ ’ -
1 Segmentinneres’. p' ,”  Segmentinneres 5!
I /
\ / Lo y
T - ® T - Y

- Entfernungen entsprechen /
Entfernungen im R?

- Winkel entsprechen Winkeln im R?

Abbildung 4.16: Die Transformation zwischen D) und D(@?)

Die Transformation T~! wird fiir den Parameterpunkt p® bestimmt, da in dessen Nihe der
Parameterbereich DY) abgebildet wird. Die gesuchte Transformation G : D(U:V) — D)
kann gemif G = T(p°) o G in das bereits bekannte T und eine Transformation G : D(¥)V) —
D7) gerlegt werden.

G soll nach Moglichkeit zwei Eigenschaften erfiillen.

Eigenschaft 1: G soll eine affine Abbildung sein (affine Abbildungen sind vom mathemati-
schen Standpunkt aus leicht zu beherrschen; dariiber hinaus sind affine Abbildungen po-
lynomielle Abbildungen; die gesuchte Parametertransformation muss zwangsliufig eine
polynomielle Abbildung sein, will man eine polynomielle Gesamtfliche erhalten). Die-
se Forderung liegt darin begriindet, dass die Parametergebiete der N-flichigen Blends,
regulire N-Ecke, nach Abbildungen wesentlich schwieriger zu handhaben sind, als die
quadratischen Parametergebiete der Blending-Streifen. Diese starke Einschrinkung wird
spéater durch Transformationen mit wesentlich mehr Freiheitsgraden fiir die Parameter-
gebiete der Blending-Streifen zumindest teilweise ausgeglichen.

Eigenschaft 2: Die Richtungsableitungen é’el (V) und é‘eT (€1) senkrecht zu den Uber-
.. 1 1
gangslinien £+ und £ an diesen Ubergangslinien sollen den gleichen Winkel o bilden

wie die Vektoren p° — p* und p° — p' (Abbildung 4.17). Damit wird erreicht, dass der
Blending-Bereich den von den Segment-Randpunkten vorgegebenen Winkel nachbildet.

Leider ist Eigenschaft 2 bei Verwendung einer affinen Abbildung oft nur durch erhebli-
che Verzerrung oder sogar Spiegelung des Parametergebietes D(U"Y) zu erreichen (Abbil-
dung 4.17), was wiederum &uflerst unerwiinschte Effekte auf die Form der Gesamtfliche
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pWw.Vv) D(@,7)
(mit T~! transformiertes Parametergebiet der B-Spline-Fliche F)

(Parametergebiet des
N-flichigen Blends)

DHWUV) und DU, V)

(Parametergebiete der Wegen der starken Verzerrung von D(U:V) scheidet eine derartige
angrenzenden Blending-Streifen) Wahl von G aus!

Abbildung 4.17: Starke Verzerrung des Parametergebietes DY) unter der Abbildung G

haben kann. Um beide Eigenschaften zu vereinbaren, werden im Folgenden neben der Pa-
rametertransformation G auch noch die Parametertransformationen G+ und G der beiden
angrenzenden Blending-Streifen betrachtet.

Um DY) bei Abbildung mit G nicht zu verzerren, wird fiir G der Ansatz

) - ms(y )+ (12)

verwendet, wobei R eine Rotationsmatrix, S eine einheitliche Skalierungsmatrix (also ein

S £

GU,V) = <

Skalierungsfaktor) und t ein Translationsvektor ist.

G und G7 sollen polynomielle Abbildungen vom Grad 5 in U-Richtung und vom Grad 1 in
V-Richtung sein (alle Parametertransformationen fiir Blending-Streifen gehoren dieser Klasse
von Funktionen an; polynomielle Abbildungen sind erforderlich, damit die Gesamtfliche eben-
falls eine Polynomfléiche ist). Dies bietet zahlreiche Freiheitsgrade lings der Blending-Streifen
(in diese Richtung muss C?-Stetigkeit gelten, der Segmentrand sollte gut nachempfunden wer-
den) und wenige quer zu den Blending-Streifen (auBer der Breite im dreidimensionalen Raum
gibt es hier kaum etwas zu beachten). G* und G' lauten in TP- Bezier-Form

<

5 1
GHU,V) = ( ) = S S BN w) B v gt (4.23)

i=0 j=0

41

<

5 1
) = SN By B wv)gl. . (4.24)
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Die geforderte Eigenschaft 2 wird durch die folgende Eigenschaft 2a ersetzt, die einen
dhnlichen Effekt auf den Blending-Bereich hat.

Eigenschaft 2a: Die Richtungsableitungen G* L (EY) und (N}TT (€1) senkrecht zu den Kanten
€L €L

&V und €1 an diesen Kanten sollen den gleichen Winkel « bilden wie die Vektoren p° —pt
und p° — p' (Abbildung 4.18). Damit wird ebenfalls erreicht, dass der Blending-Bereich
den von den Segment-Randpunkten vorgegebenen Winkel nachempfindet.

pi,5)
(mit T~! transformiertes Parametergebiet der B-Spline-Fliche F)

pWw,v)
(Parametergebiet des
N-flichigen Blends)

p+HWU.V) ynd DHWUV)
(Parametergebiete der
angrenzenden Blending-Streifen)

Abbildung 4.18: Die transformierten Parametergebiete bilden den Winkel «

Im Folgenden wird eine Mdoglichkeit prasentiert, die Kontrollpunkte gij

legen, dass sowohl die Bedingungen (G5) bis (G8) fiir eine C?-stetige Gesamtfliche als auch
die Eigenschaft 2a erfiillt sind.

und gj’j so festzu-

Fiir den Ubergang zwischen G und G' lassen sich die Bedingungen (G5) bis (G8) unter
Verwendung der Ansitze (4.22) und (4.24) und der Transformation T umschreiben zu

GE) = (1-V)GR) +VGR') = GI(L,V) = (1-V)gl, +Vgl,

- . 1 5
G (€ = RSel = GLLV)= = (1-V)(gl, —glo) + Vel —gl)) >
G N — o = &b 1 _

€EH =0 = GlLV)5 =
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20
= (@-)(eho - 28l + &lo) + Ve, — 280, +&l)
) . 1 5

wobei R!' und R? die in Abbildung 4.18 gekennzeichneten Punkte im Parametergebiet D(U:V)
sind. Dies kann zu

gg—z’,o = G(RQ)—Z'%RSGI , i=0,...,2
gl = G -iTRSe] , i=0...2

vereinfacht werden. Der in Unterabschnitt 4.2.2 eingefiihrte, noch unbestimmte Parameter
a kann prinzipiell beliebig gewihlt werden. Eine sinnvolle Festlegung ist a = E’”Sf_ldu wobei
d = %(G(Rl) + G(R?)) — G(0). Die Parametergebiete des N-flichigen Blends und der
angrenzenden Blending-Streifen haben dann etwa die gleiche Grofie (siehe Abbildungen 4.19

und 4.20).

Gleiches Vorgehen fiir den Ubergang zwischen G und GV liefert

1
85,0

G(Rl)—z'%RSej . i=0,...,2
gé—i,l = G(RN)_Z%R‘S'ei ) 7':0772

Die noch nicht festgelegten Kontrollpunkte werden dazu verwendet, Eigenschaft 2a zu

erfiillen. Abhingig davon, ob der Winkel a zwischen den Vektoren p° — p* und p° — plgroBer

oder kleiner als der von den Richtungsableitungen é"e¢ (&H) = RSeLL und G ¢ &N = RSeTL
1 1

gebildete Winkel QW” ist, kommt einer der folgenden beiden Fille zur Anwendung.

) 2
Fall 1: o > 57

Fiir die verbleibenden Kontrollpunkte gilt

d
gTo = g§0+(3—i)u73(—sing,cosg) , 1=0,...,2
2, s 2 2 2
ng,l = ng’O-I-RS(cos%,sin%) , i=0,...,2
d
gi1 = g§,1+(3—i)¥7€(sin%,cos%) , 1=0,...,2



4.4. KONSTRUKTION DER PARAMETERTRANSFORMATIONEN

gio = gil—i—RS(—cos%,sin%) , 1=0,...,2
(siehe Abbildung 4.19).
gg,l gI,l 83,1 g%,o g%,o gé,o

Abbildung 4.19: Die Lage der Kontrollpunkte gZT’j und gi ; falls o > QW”

. 2
Fall 2: oo < 57

Fiir die verbleibenden Kontrollpunkte gilt

d
ng = g§1+(3—i)uR(—sing,c0sg) , i=0,...,2
T, 5 2 2 2
ng,o = gzl—i-RS(—cos%,—sin%) , i=0,...,2

d
g¢o = g§0+(3—i)u7€(sing,cosg) , i=0,...,2
T, 5 2 2 2
gil = gio—i-RS(cos%,—sin%) , i=0,...,2

(siehe Abbildung 4.20).

93

Die letzte verbleibende Aufgabe besteht in der Berechnung der Matrizen R und S und des

Vektors t.
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Abbildung 4.20: Die Lage der Kontrollpunkte giT j und gf ; falls o < QW”

Die Skalierungsmatrix S soll die Breite des Blending-Bereiches im transformierten Parame-
tergebiet D(%?) der B-Spline-Fliche auf etwa dinnen + daugen festlegen. Die Breite des Blending
Bereichs entspricht ungefihr den Abstinden ||g2~¢’0 - giIH beziehungsweise ||ng’0 - gZTlH Diese
Abstinde nehmen den Wert dipnen + daugen an, falls

0
S = < ) ) , S = dinnen + dauBen
0 s

gesetzt wird.

Die Rotationsmatrix R soll den Blending-Bereich soweit rotieren, dass die Richtungsablei-

tungen éh (é¢) und GTT (éT) parallel zu den Vektoren p° — p* und p° — p' sind. Ist « der
€1 €l

Winkel, um den der Blending-Bereich rotiert werden muss, dann gilt

R o_ (c?sy —smy)
siny  cosvy

Der Translationsvektor t ist so zu wiihlen, dass die Geraden durch p° und p' beziehungsweise

p? und p* die Strecken gg’l gg’o und gé’ogé’l im Verhéltnis g“% teilen. Der Blending-Bereich

i
auflen

erstreckt sich dann im Anschlussbereich etwa um djnpen nach innen und um d,, g0, nach aufien.
t ergibt sich als Losung des linearen Gleichungssystems
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dinnen

dinnen + dauBen

dinnen

dinnen + dauBen

dauﬁen

dinnen + dauﬁen

dauﬁen

dinnen + dauﬁen

80,0

(t)

95

Dieses Gleichungssystem mit vier Unbekannten kann problemlos mit Hilfe des Gauf-

Algorithmus gel6st werden.

Sind die Transformationen G, Gt und GT berechnet, muss noch iiberpriift werden, ob gg’ogg’l

die Strecke pTp? mindestens im Verhiltnis % teilt (bei % handelt es sich um einen experimentell

ermittelten Wert; Werte in &hnlicher Groflenordnung liefern ebenfalls gute Ergebnisse). Ist

dies nicht der Fall, liegt p' zu nahe an p° (die Parametertransformationen der anschlieBenden
Blending-Streifen kénnen dann nicht mehr sinnvoll konstruiert werden). Anstelle von p' wird
der néichste Segment-Randpunkt verwendet und die Transformationen G, G und G' werden
neu berechnet. Handelt es sich bei p! um einen Sternpunkt, das heiBt in seiner Umgebung muss

ebenfalls eine Parametertransformation eines N-flachigen Blends platziert werden, muss dieses

Verhiltnis sogar grofier als g sein. Ist dies nicht der Fall, muss die Rekonstruktion mit anderen

Parametern djppen und dyugen erneut gestartet werden. Abbildung 4.21 zeigt ein Beispiel einer

Parametertransformation eines 3-flichigen Blends. Der erste Randpunkt in 1-Richtung liegt

zu nahe an p° und wird daher ignoriert.

DU V)

pLW,V)

p@,v)

dinnen

7
e dauﬁen
s

an
L0

o
pt

Dieser Rand-
Segmentpunkt liegt
zu nahe an p°
— er wird ignoriert

Abbildung 4.21: Die Parametertransformationen G, G+ und G' eines 3-flichigen Blends
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Ein entsprechendes Teilungsverhéltnis muss natiirlich auch fiir gé’ogé’l und die Strecke p+p°
erfiillt sein.

Die Parametertransformationen des N-flichigen Blends und der beiden angrenzenden
Blending-Streifen ergeben sich durch Anwendung der Transformation T(p°) auf die Abbil-
dungen G, G+ und G'. Die Ergebnisse lauten

GU,V) = TE")NGU, V) = T(pO)R8<

5 1
GHU V) = TE)GHUV) = YN B0 B vy TR gf

i!j
i=0 j=0
5 1
= 5,[0,1 1,0,1
clw,v) = TG U Vv) = SN BB TE) 8l
i=0 j=0

4.4.3 Abbilden der Parametergebiete der Blending-Streifen in die Parame-
tergebiete der B-Spline-Flichen

Nachdem die Blending-Bereiche der N-flichigen Blends und ihrer angrenzenden Blending-
Streifen durch die im letzten Unterabschnitt vorgestellten Parametertransformationen festge-
legt wurden, sollen nun jeweils zwei dieser Blending-Bereiche entlang der zugeordneten Seg-
mentrinder durch einen Satz von Blending-Streifen verbunden werden. Seien p',...,p™ ! die
Segment-Randpunkte im Parametergebiet D®?) einer B-Spline-Fliche F, die zwischen zwei
Sternpunkten p® und p™ liegen, iiber denen N-flichige Blends platziert wurden. Punkte,
die das am Ende des letzten Unterabschnitts angesprochene Teilungsverhiltnis nicht erfiillen,
sind dabei nicht enthalten. Des weiteren seien die Punkte p0innen pOauBen —pmiinnen ) q
p™®iBen die yon den an die N-flichigen Blends angrenzenden Blending-Streifen vorgegebe-
nen Anschlusspunkte. Die zu den noch offenen Ubergangslinien senkrecht stehenden ersten
Richtungsableitungen werden mit dp° und dp™ bezeichnet, die zweiten Richtungsableitun-
gen mit 9?p’ und 9?p™ (Abbildung 4.22). Bei Verwendung der im letzten Unterabschnitt
beschriebenen Konstruktion gilt 9°p® = 0 und 9’p™ = 0.

Die Punkte p',...,p™ ! und die Anschlussbedingungen p?-inren, pO.aufien - pym.innen - pym.aufien
op°, op™, 0%p" und 9’p™ werden im Folgenden dazu verwendet, eine C?-stetige innere
und eine C?-stetige duBere Segment-Randkurve aufzustellen, die den Blending-Bereich der
Blending-Streifen begrenzen.

m

Die ersten und die zweiten Ableitungen einer die Punkte p',...,p™ ! interpolierenden Kurve

konnen mit den Formeln

Hopth ) di=1,...,m -1 (4.25)
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Parametergebiet D(%:?) einer B-Spline-Fliche

Segmentinneres

p2 pm,innen
.
-
0,innen 1 - ~
p~ p P RN
~
~
~ -
~ -
~ . _ - s
~ m—1 - P
~_P -
N -

SegmentiuBeres prauen

0,auflen

P

Abbildung 4.22: Ein mit Blending-Streifen zu fiillender Segmentrand

82pz’ _ pi+1_2pi+pi_1 , t1=1,...,m—1 (4.26)

geschitzt werden. Man erhélt diese Formeln, indem man Ableitungen durch Differenzenquo-
tienten ersetzt.

Die geschitzten ersten Ableitungen werden dazu verwendet, Interpolationspunkte fiir die

innere und die duBere Segment-Randkurve zu berechnen. Die zum Punkt p’ gehérigen In-

terpolationspunkte werden mit p»""®" und p#*5e" hezeichnet. Sie sind dadurch festgelegt,
dass die Vektoren p»"™" — p¢ und p*8e" — p senkrecht auf den transformierten ersten
Ableitung 9p’ stehen und die Lingen dippen bzw daugen haben. Dabei gilt p* = (T(p*)) ' p?,
1?')i,innen — (T(pi))fl pi,innen’ =iauflen (T(pi))fl pi,auBen und 8151 — (T(pi))fl 8pi (Abbil—

dung 4.23).

Sind die Punkte p, ..., p™ entgegen dem Uhrzeigersinn angeordnet, kénnen die Interpolati-
onspunkte mit den Formeln

) . ' . 1
J_a ? = T t —8%,8% ~ 7 ) :]'7 Y _]'
p (p")(—9py, , Op,,) 0P| ! m
pi,innen — p’i 4+ 1 apl dipnen , t=1,....,m—1
pi,auﬁen _ pi — L api daugen , 2=1,...,m—1

berechnet werden.

Da die ermittelten Interpolationspunkte jeweils Grenzen zwischen zwei Blending-Streifen bil-
den sollen, miissen insgesamt m Parametertransformationen G* fiir m Blending-Streifen be-
stimmt werden. Wie bereits im letzten Unterabschnitt erliutert, sollen die G* bivariate Po-
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Parametergebiet D(%?) einer B-Spline-Fliche

1,innen

pmfl,auﬁen

Abbildung 4.23: Geschiitzte erste und zweite Ableitungen und neue Interpolationspunkte

lynome vom Grad 5 in U-Richtung und vom Grad 1 in V-Richtung sein. In TP-Bezier-Form
lauten sie

1

5
u 5,00,1 1,[0,1
@MV)=<U>=:Z By B vyl |, k=1,...m
i=0 j=0

Die oben erwihnten inneren beziehungsweise duflieren Segment-Randkurven werden von den

Kurven G*(U, 1) beziehungsweise G¥(U,0) gebildet. Um die Punkte p»""°® und p»*uen 7y
k—1,auflen ko _ k  _ k,auflen k,innen
» 80,1 — P » 850 — P

gesetzt. Damit ist Bedingung (G1) fiir eine C? stetige Gesamtfliche bereits erfiillt.

k—1,innen

interpolieren, wird glg’o =p und g§,1 =P

Die Ableitungen G¥-(0,V) und G¥(1,V) entlang der Kanten (0,V) und (1,V), V € [0, 1], sol-
len bis auf durch Umparametrisierung erreichbare Faktoren a; und aj gleich den geschéitzten

k=1 und 0p* sein. Das bedeutet, diese geschiitzten ersten Ableitun-

ersten Ableitungen Op
gen geben die Tangenten in U-Richtung vor. Wiinschenswert wire eine etwa &dquidistante

Verteilung der Kontrollpunkte in U-Richtung, was grob durch die Wahl

Ip* —p* ! opF!

k k :

gl = gi.+ — , 7=0,1 , k=1,....m 4.27

1,7 0,j 5 ||3pk 1|| ( )
k k—1 k

K k p* —p" ' Op :

gh. = gb. — , j=0,1 , k=1,...,m 4.28

4,j 5,j 5 ||3pk|| ( )

erreicht wird. Fiir die unbestimmten Faktoren aj; und ay, die auch in den Bedingungen (G2)
bis (G4) auftreten, ergibt sich
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GEO,V) = 5 ((1-V)(gfo—gbo) + V (el —gh) =
I =P, s
= 1 op . k=1,....,m 4.29
50" 1| 29
%",_/
=ay
GELY) = 5 ((1-V)(ghy—gho) + V(b —&h) =
[ i "
= =2 _ > Top* , k=1,....m . (4.30)
[0F]
=ap

Es ist zu beachten, dass die Indizes in den Bedingungen (G1) bis (G4) nicht verschiedene
Blending-Streifen, sondern die beiden B-Spline-Flichen eines Blending-Streifens indizieren.
Die Parametertransformationen in beide B-Spline-Flichen, von denen in diesem Unterab-
schnitt stets nur eine betrachtet wurde, miissen dieselben @; und ay, liefern, damit eine C?-
stetige Gesamtfliche vorliegt, also die Bedingungen (G2) bis (G4) erfiillt sind. Dies ist zwar
durch die Wahl der Kontrollpunkte geméfi den Formeln (4.27) und (4.28) ndherungsweise, im
Allgemeinen jedoch nicht exakt erfiillt. Der Ausweg besteht in einer Mittelung der von (4.29)
und (4.30) gelieferten aj und aj und einer nachfolgenden Neuberechnung der Kontrollpunkte.
Seien aj; und ag; die zu der einen B-Spline-Fliche und aj» und a» die zu der anderen
B-Spline-Fliche gehérigen Faktoren. Nach Bildung der Mittelwerte a; = %(&k,l + ay2) und

ap = %(ak’l + ay,2) ergeben sich die Kontrollpunkte g’f’j, e ,gfj’j geméaf
ko g .
gl, = g+ 50" . i=01, k=1l...m
o= gk - Zaph =01, k=1
g49j - g5,] 5 p ) ] — Yy 9 = 1,... ,m
= \2
a .
gg’] = _glg’] + 2g]19’] + ( k) aZpk—l , j= 0’ 1 , k = 1, e,

20

k k k @) ok
83; = —8, t28{; + 0P

1 =0,1 kE=1,...
20 ) J ) ) ) ,

Es ist offensichtlich, dass die Bedingungen (G2) bis (G4) dadurch erfillt sind.

Die Parametertransformationen G¥ tragen mit den Kurven

5
Uu
GHU.1) = () = Y BMwgl, o k=1,....m
=0
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zu den Trimming-Kurven der B-Spline-Flache F bei. Nachdem alle Parametertransformatio-
nen berechnet wurden, muss fiir jede B-Spline-Fliche iiberpriift werden, ob Schnitte zwischen
Trimming-Kurven existieren. Ist dies der Fall, wurde der Blending-Bereich zu breit gewé&hlt.
Die Rekonstruktion muss mit anderen Parametern dippen und daygen erneut gestartet werden.

Abbildung 4.24 zeigt ein Parametergebiet einer B-Spline-Fliche, in das die Kontrollpunkte
der Parametertransformationen der Blending-Streifen platziert wurden.

Parametergebiet, D(%?) * Mit gestrichelten Linien verbunden:

einer B-Spline-Fliche FEEN p’ (Segment-Randpunkte)

In der Nihe der durchgezogenen Linien:
gl ; (Kontrollpunkte)

Hellgrau: Blending-Bereich
Dunkelgrau: Segmentinneres

Abbildung 4.24: Die Transformationen in das Parametergebiet einer B-Spline-Fliche

4.5 Zusammenfassung

Im Folgenden soll das in den letzten Abschnitten erlduterte Verfahren noch einmal kurz
zusammengefasst werden. Das Wichtige soll herausgestrichen und die einzelnen Elemente zu
einem grofilen Ganzen zusammengefiigt werden. Details werden dabei vernachléssigt.

Die Gesamtfliche setzt sich aus drei Arten von Teilflichen zusammen, N-flichigen Blends,
Blending-Streifen und getrimmten B-Spline-Flichen.

N-flachige Blends

N-flichige Blends entstehen dort, wo N > 3 Segmente zusammenstofen.
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N-flichige Blends haben die Form

N
FU,V) = Y HY(U,V)-F(G(U,V))
=1

Die Blending-Funktionen H* sind stets dieselben. Sie miissen also nur einmal berechnet werden
(siehe Unterabschnitt 4.3.2).

Die Parametertransformationen G* sind im Allgemeinen fiir alle N-fliichigen Blends verschie-
den. Sie miissen stets neu berechnet werden (siehe Unterabschnitt 4.4.2). Da sie teilweise die
Parametertransformationen der Blending-Streifen bestimmen, miissen sie vor der Konstruk-
tion der Blending-Streifen bekannt sein.

Das Parametergebiet der N-flichigen Blends ist ein reguldres N-Eck mit Seitenlidnge 1.

Die Blending-Funktionen H™ sind bivariate Polynome vom Grad (7, 7), die Parametertrans-
formationen G’ bivariate Polynome vom Grad (1, 1). Bei der Verwendung von bikubischen TP-
B-Spline-Fliachen als Primérflichen sind N-flichige Blends damit bivariate Polynomfldchen
vom Grad (13,13).

Blending-Streifen

Blending-Streifen entstehen dort, wo zwei Segmente zusammenstofien.

Blending-Streifen haben die Form
FU,V) = HYU,V)-FY(GYU,V)) + H'(U,V) -FI(GT(U,V))

Die Blending-Funktionen H+ und H' sind stets dieselben. Sie miissen also nur einmal berech-
net werden (siehe Unterabschnitt 4.3.1).

Die Parametertransformationen G+ und G sind im Allgemeinen fiir alle Blending-Streifen
verschieden. Sie miissen stets neu berechnet werden (siehe Unterabschnitt 4.4.3). Da sie teil-
weise von den Parametertransformationen der N-flichigen Blends bestimmt werden, kénnen
sie erst nach diesen konstruiert werden.

Das Parametergebiet der Blending-Streifen ist ein axial ausgerichtetes Quadrat mit Sei-
tenldnge 1.

Die Blending-Funktionen H+ und H' sind bivariate Polynome vom Grad (0, 7), die Parameter-
transformationen G+ und G' bivariate Polynome vom Grad (5,1). Bei der Verwendung von
bikubischen TP-B-Spline-Flichen als Primérflichen sind Blending-Streifen damit bivariate
Polynomflichen vom Grad (30, 13).
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Getrimmte B-Spline-Flidchen

Getrimmte B-Spline-Flichen bilden Teile der Gesamtfliche, die Segment-Innenbereiche re-

présentieren.

Da die als Primérflichen verwendeten B-Spline-Flichen bereits vorhanden sind, ist lediglich
die Berechnung ihrer Trimming-Kurven von Interesse. Diese Trimming-Kurven ergeben sich
direkt aus den Parametertransformationen der Blending-Streifen. Jede Parametertransfor-
mation G+ beziehungsweise G eines Blending-Streifens bildet den Parameterbereich dieses
Streifens in das Parametergebiet einer B-Spline-Fliche ab. Sie trigt mit der Kurve G+(U, 0)
beziehungsweise mit der Kurve G'(U, 1) zu den Trimming-Kurven dieser B-Spline-Fliche bei.

Die Trimming-Kurven sind Polynomkurven vom Grad 5.

Bei der Rekonstruktion einer C2-stetigen Fliche ist nach folgendem Schema vorzugehen:

1 | Segmentiere das gegebene Dreiecksnetz in M Segmente.
2 | Parametrisiere jedes dieser M Segmente.

3 | Approximiere jedes dieser M Segmente durch eine bikubische B-Spline-Flache.

4 | Berechne die Blending-Funktionen H+ und H' fiir Blending-Streifen ein einziges Mal
(konnen fiir jede weitere Rekonstruktion wieder verwendet werden;
Unterabschnitt 4.3.1).

5 | Berechne die Blending-Funktionen H™: fiir N-flichige Blends ein einziges Mal (kdnnen
fur jede weitere Rekonstruktion wieder verwendet werden; Unterabschnitt 4.3.2).

6 | Lege die Parameter dipnen und daygen fest (dadurch kann die GroBe und die Form der
Blending-Flachen gesteuert werden).

7 | Berechne die Parametertransformationen aller N-flichigen Blends (ein N-flachiger
Blend fiir jeden Sternpunkt; Unterabschnitt 4.4.2).
— N-flachige Blends sind vollstandig bestimmt.

8 | Berechne die Parametertransformationen aller Blending-Streifen (Unterabschnitt 4.4.3).
— Blending-Streifen sind vollstandig bestimmt.

9 | Berechne die Trimming-Kurven aller B-Spline-Flachen aus den
Parametertransformationen der Blending-Streifen.
— Getrimmte B-Spline-Flachen sind vollstandig bestimmt.

10 | Die C%-stetige Gesamtfliche setzt sich aus den in den Zeilen 7 bis 9 gewonnenen
Teilflachen zusammen.
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4.6 Rekonstruktionsstrategien und Ergebnisse

Bei dem hier prisentierten Verfahren zur Rekonstruktion von C?-stetigen Oberflichen handelt
es sich um ein interaktives Verfahren. Die erzielten Ergebnisse hiingen teilweise stark von den
Eingaben und Aktionen des Benutzers ab. In diesem Abschnitt werden Hinweise gegeben, mit
welchen Strategien gute Ergebnisse erzielt werden kénnen.

Die farbliche Darstellung aller rekonstruierter Oberflichen in diesem Kapitel wurde folgen-
dermassen gewéahlt:

Gelb: N-flichige Blends.

Griin: An N-flichige Blends angrenzende Blending-Streifen (ihre Parametertransformatio-
nen werden zusammen mit den Parametertransformationen der N-flichigen Blends kon-
struiert).

Rot: Blending-Streifen, die nicht an N-flichige Blends angrenzen.

Blau: Getrimmte B-Spline-Flichen.

4.6.1 Segmentierung

Bereits die Segmentierung des gegebenen Dreiecksnetzes nimmt starken Einfluss auf das spéte-
re Endergebnis. Folgende Regeln sollten dabei beachtet werden:

¢ Die einzelnen Segmente sollten etwa die gleiche Gréfie aufweisen. Da die ma-
ximal zuldssige Breite des Blending-Bereichs von den kleinsten Segmenten festgelegt
wird, kann es bei stark differierenden Segmentgrofien zu unerwiinscht schmalen bezie-
hungsweise kleinen Blending-Flichen kommen.

e Die Segmentrinder sollten moéglichst glatt sein. Je zackiger die Segmentrinder
sind, desto wahrscheinlicher ist eine Uberfaltung der von den Parametertransformatio-
nen der Blending-Streifen festgelegten Blending-Bereiche. Dies kann zu unerwiinschten
Ergebnissen bei der rekonstruierten Fliche fithren.

e Die Winkel, die von den Segmentrindern an Sternpunkten gebildet werden,
sollten etwa gleich sein. Unterschiede von +50% stellen dabei kein Problem dar,
ist aber einer der Winkel mehr als doppelt so gro8, sollte eine andere Segmentierung
gewihlt werden.

Abbildung 4.25 zeigt deutlich, wie stark der Einfluss der Segmentierung auf eine rekonstruierte
Oberfliche sein kann. In der oberen Bildreihe stoflen im Zentrum des L-formigen Korpers
drei Segmente zusammen, deren Winkel an dieser Stelle 270° und zweimal 90° betragen.
Diese Segmentierung fithrt zu einem relativ unschonen Ergebnis, wie die Detailaufnahme ganz
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rechts zeigt. Die andere Segmentierung in der unteren Bildzeile, bei der am selben Punkt
fiinf Segmente mit jeweils 90°-Winkeln zusammenstofien, fithrt zu einer nahezu perfekten
Oberfléche.

Segmentiertes Dreiecksnetz Approximierende Fliche

Segmentiertes Dreiecksnetz Approximierende Fliche

Abbildung 4.25: Ergebnisse bei unterschiedlicher Segmentierung

4.6.2 Festlegen der Blending-Bereiche durch d;,,en und daygen

Die Lage der Blending-Bereiche kann durch die Parameter dinnen und dyyugen gesteuert werden.
Folgende Regeln sollte man dabei beachten:

e Die Blending-Bereiche sollten nicht zu schmal sein: Ist dippen + daugen sehr klein,
kommt es an den Réndern der Blending-Bereiche zu relativ scharfen Knicks. Dadurch
werden die durch die Blending-Fliichen erzeugten Uberginge sehr hart. Die optische
Glattheit geht damit verloren.

e Die Blending-Bereiche sollten nicht zu weit im Segmentinneren liegen: Bei
grolem dinpnen kommt es hiufig zu Schnitten zwischen den Trimming-Kurven in den
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Parametergebieten der B-Spline-Flichen. Eine C2-stetige Rekonstruktion wird damit

unmoglich (Unterabschnitt 4.4.3).

e Die Blending-Bereiche sollten sich verhéltnisméflig nicht zu weit ins Seg-

mentiuflere erstrecken: Bei groflem dyupen und kleinem dippe, kommt es meist zu

scharfen Knicks in der Mitte der Blending-Flichen. In Extremfillen erhélt man sogar

eine sich iiberfaltende Gesamtflache.

Abbildung 4.26 zeigt vier Rekonstruktionen desselben deformierten Tetraeders mit jeweils

unterschiedlicher Wahl von dijpnen und dayugen-

(a) dinnen = 0.1, dauﬁen = —0.05

Ausdehnung des Objekts im R?: 1.31 x 1.40 x 1.10

(b) dinnen = 0.1, daugen = 0.05

(C) dinnen = 0.05, daugen = 0.1

(d) dinnen = _0.2, dauﬁen =05

Abbildung 4.26: Ergebnisse bei unterschiedlicher Platzierung des Blending-Bereichs

Bild (a): Die Blending-Bereiche sind zu schmal. Es kommt zu scharfen Knicks an den

Réndern der Blending-Bereiche.
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Bild (b): Ein sehr schones Ergebnis. Das hier verwendete Verhéltnis dippen = 2 daygen liefert
in den meisten Féllen gute Ergebnisse.

Bild (c): Die Blending-Bereiche liegen verhéltnisméBig zu weit aulen. Es kommt zu scharfen
Knicks in der Mitte der Blending-Flichen.

Bild (d): Die Blending-Bereiche liegen verhéltnismaBig viel zu weit auflen. Diese unsinnige
Wahl der Parameter dippen und d,gen liefert eine sich mehrfach iiberfaltende Oberflache.

4.6.3 Loschen von Segment-Randpunkten

Da jeder Segment-Randpunkt Ausgangspunkt einer Grenze zwischen zwei Blending-Streifen
ist (Sternpunkte bilden hierbei eine Ausnahme), ist die Zahl der erzeugten Blending-Flichen
bei Dreiecksnetzen, die viele Punkte enthalten, unerwiinscht hoch. Dies fithrt zu unnétig
groffem Aufwand bei Berechnung, Darstellung und Speicherung der resultierenden Gesamt-
fliche. Werden bei derartigen Dreiecksnetzen zackige Segmentrénder und breite Blending-
Bereiche definiert, kommt es teilweise zu wesentlich schlechteren Ergebnissen als bei Verwen-
dung von Dreiecksnetzen, die nur wenige Punkte enthalten.

Aufgrund dieser Tatsachen wurde dy,;,, ein weiterer vom Benutzer vorzugebender Parameter,
eingefithrt. Vor der Berechnung der Parametertransformationen werden solange Segment-
Randpunkte geloscht (nur solche, bei denen es sich nicht um Sternpunkte handelt), bis keine
benachbarten Punkte mehr existieren, deren Abstand im R? weniger als dp,;, betrigt. Als
sinnvolle Wahl hat sich dnin = dinnen + daugen €rwiesen. Die meisten Blending-Streifen sind
dann mindestens so lang wie breit.

4.6.4 Korrektur der Parameterwerte der Segment-Randpunkte

Wie bereits im letzten Unterabschnitt erwihnt, fithrt ein zackiger Segmentrand oft zu Uber-
faltungen der Parametertransformationen der Blending-Streifen und damit zu unschonen Er-
gebnissen. Meistens schafft eine bessere Segmentierung Abhilfe. In einigen Fillen jedoch ist
eine solche Segmentierung wegen der ungiinstigen Ausrichtung der Dreiecke unmdglich.

Ein Ausweg besteht darin, die Parameterwerte der Segment-Randpunkte zu verdndern und
dadurch den Segmentrand zu glitten. Alle Segment-Randpunkte p’, bei denen es sich nicht
um Sternpunkte handelt, werden in Richtung der geschiitzten zweiten Ableitungen 0%p’ der
diese Randpunkte interpolierenden Kurve verschoben. Diese zweiten Ableitungen kénnen mit
Formel 4.26 aus Unterabschnitt 4.4.3 berechnet werden. Die Parameterpunkte werden geméfl
p’ — p’ +dg2 0°p’ veriindert, wobei dg2 ein vom Benutzer vorzugebender Parameter ist. Der
fiir 90°-Winkel berechnete optimale Wert dg: = 1 — % liefert in den meisten Fillen gute
Ergebnisse.

Abschlieend sind in Abbildung 4.27 eine Reihe von C?-stetigen Oberflichen zu sehen, die
mit dem hier priasentierten Verfahren rekonstruiert wurden.
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Abbildung 4.27: C?-stetige Rekonstruktionen verschiedener Oberflichen
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4.7 Ausblick

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Ausblick auf eine mégliche zukiinftige Entwicklung des
hier prisentierten Verfahrens gegeben.

Zuerst sollte erwdhnt werden, dass es sich bei diesem Verfahren um einen vollig neuartigen
Ansatz handelt. Es existieren weder Methoden, die in dhnlicher Weise Blending-Funktionen
und Parametertransformationen zur Erzeugen stiickweiser Blending-Flichen verwenden, noch
Methoden, die sich iiberhaupt mit der hier bearbeiteten Problemstellung, Realisierung C?-
stetiger Ubergiinge zwischen beliebig getrimmten B-Spline-Flichen, befassen. Das hier vor-
gestellte Verfahren zur C2-stetigen Oberflichenrekonstruktion ist daher kein erschépfend be-
handelter Aspekt eines lange bekannten und hinreichend erforschten Prinzips, sondern eine
neue Idee, in der noch grofies Potential enthalten ist. Dementsprechend ist die Liste der mogli-
chen Ansatzpunkte fiir zukiinftige Forschungsaktivitidten und Weiterentwicklungen sehr lang.
Einige Punkte dieser Liste werden im Folgenden kurz angesprochen.

Erweiterung fiir nicht geschlossene Dreiecksnetze: Momentan funktioniert das Ver-
fahren nur fiir geschlossene Dreiecksnetze. Eine Erweiterung fiir nicht geschlossene
Dreiecksnetze sollte nach dhnlichem Schema méglich sein. Es miissen neue Blending-
Funktionen fiir Sternpunkte konstruiert werden, die auf dem Rand des Dreiecksnetzes
liegen. Da fiir diese Funktionen mehr Freiheitsgrade vorhanden sind als fiir die bisher
berechneten Blending-Funktionen, sollte das problemlos moglich sein. Dariiber hinaus
miissen die Parametertransformationen am Rand entsprechend modifiziert werden. Ei-
ne Methode zur Berechnung von Trimming-Kurven, die in der Nidhe des Dreiecksnetz-
Randes verlaufen, wiirde diese Erweiterung komplettieren.

Verschiedene Breiten der Blending-Bereiche: Weisen die Segmente des Dreiecksnetzes
stark unterschiedliche Groflen auf, wird momentan die maximale Breite der Blending-
Bereiche durch die kleinsten Segmente bestimmt (Unterabschnitt 4.6.2). Eine adaptive
Wahl der Breite der Blending-Bereiche und damit auch der Blending-Flichen, zum
Beispiel abhéingig von der Segmentgrofie oder von anderen vom Benutzer vorzugebenden
Kriterien, wiirde die Segmentierung weniger einschrinken und mehr Freiheitsgrade fiir
die Oberflichenrekonstruktion liefern.

Verbesserte Lokalisierung der Blending-Bereiche: Momentan werden die Blending-
Bereiche ausschliefilich an den Segment-Randpunkten orientiert. Eine genauere Lokali-
sierung, zum Beispiel durch Berechnung der Schnittkurve benachbarter Primérflichen
(Kapitel 3) oder zumindest Ndherung dieser bei numerischen Problemen, wiirde die
Ergebnisse sicher deutlich verbessern.

Verbesserte Breitenabschitzung der Blending-Bereiche: Da die Transformation T
(Unterabschnitt 4.4.1) eine Transformation ist, die Abstands- und Winkelumrechnungen
nur lokal giiltig macht, kann es bei relativ breiten Blending-Bereichen zu vollig falschen
Abschétzungen und damit zu unerwiinschten Ergebnissen kommen. Eine numerische Be-
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rechnung der Blending-Bereich-Breiten wiirde diese Ungenauigkeiten ausschlieflen und
zu besseren Resultaten fithren.

Adaptive Wahl der Parametergebiete der Blending-Funktionen: Momentan liefert
das Rekonstruktionsverfahren relativ unschéne Ergebnisse bei N-flichigen Blends, wenn
sich die Winkel der Segmentrinder an den zugeordneten Sternpunkten stark unter-
scheiden (Unterabschnitt 4.6.1). Eine auf diese Winkel abgestimmte Wahl der Parame-
tergebiete der Blending-Funktionen (unsymmetrische N-Ecke statt regulire N-Ecke)
konnte bei diesem Problem fiir Abhilfe sorgen. Natiirlich miissen dafiir neue Blending-
Funktionen konstruiert beziehungsweise die gegenwiirtig existierenden HV** modifiziert
werden. Ein derartiges Vorgehen macht eventuell auch die speziellen, an N-flichige
Blends angrenzenden Blending-Streifen iiberfliissig, da die von den Segmentrindern ge-
bildeten Winkel in die Parametergebiete und damit die Parametertransformationen der
N-flichigen Blends eingehen.

Parametertransformationen mit mehreren Freiheitsgraden: Die in Abschnitt 4.4
vorgestellte Konstruktion von Parametertransformationen fiir N-flichige Blends und
fiir Blending-Streifen stellt nur eine von vielen Moglichkeiten dar. Es handelt sich wohl
um eine der einfachsten derjenigen Konstruktionen, die C?-stetige Flichen liefern und
die die Blending-Bereiche in der Ndhe der Segmentrinder platzieren. Die Verwendung
von Ansétzen mit mehr Freiheitsgraden vor allem fiir die Parametertransformationen der
N-flichigen Blends (momentan handelt es sich dabei nur um affine Abbildungen) kénnte
die Ergebnisse deutlich verbessern beziehungsweise dem Benutzer weitere Moglichkeiten
bieten, Einfluss auf die zu rekonstruierende Oberfliche zu nehmen.

Wie bereits gesagt, ist diese Aufstellung keineswegs vollstédndig. Es gibt eine Vielzahl weiterer
Ideen und Ansatzpunkte fiir Verbesserungen und Weiterentwicklungen. Sie soll dem an diesem
Thema interessierten Leser lediglich als Anregung fiir eigene Forschungsaktivitdten dienen.
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Kapitel 5
Zusammenfassung

Im Folgenden werden noch einmal kurz die wesentlichen Forschungsergebnisse dieser Diplom-

arbeit zusammengefasst.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde sowohl eine Methode zur Realisierung harter CC-stetiger
Ubergiinge als auch eine Methode zur Realisierung glatter C2-stetiger Uberginge zwischen
Flachen, die ein gegebenes Dreiecksnetz approximieren, entwickelt.

Das in Kapitel 3 vorgestellte Verfahren zur Erzeugung CC-stetiger Uberginge zwischen
Priméarflichen basiert auf Berechnung geeigneter Trimming-Kurven. Diese Trimming-Kurven
sind Approximationen der Schnittkurven dieser Flichen in deren Parametergebieten.

Bei der in Abschnitt 3.3 priasentierten Methode zur Taylor-Entwicklung einer Schnittkurve
handelt es sich um ein neu entwickeltes mathematisches Verfahren, mit dem bei Kenntnis
eines Punktes auf der Schnittkurve deren Ableitungen an diesem Punkt bis zu beliebig hoher
Ordnung exakt berechnet werden kénnen. Durch diese Ableitungen kann eine beliebig genaue
Approximation der Schnittkurve in Form ihrer Taylor-Entwicklung angegeben werden. Das
Verfolgen der gesuchten Schnittkurve kann durch diese Approximationen sehr prizise erfolgen.
Dementsprechend treten Probleme mit der Konvergenz des nachfolgenden Newton-Verfahrens
selbst bei groflen Schrittweiten nur sehr selten auf.

Auf die Interpolation einer auf einer Schnittkurve liegenden Punktefolge wurde in bisherigen
Arbeiten erstaunlicherweise kaum eingegangen. In Form der bereits angesprochenen Taylor-
Entwicklungen liegen wertvolle Informationen iiber die zu approximierenden Schnittkurven
an den berechneten Interpolationspunkten vor. Diese Informationen werden, wie in Unter-
abschnitt 3.5.2 beschrieben, zur Bestimmung stiickweiser polynomieller Trimming-Kurven

verwendet.

In Unterabschnitt 3.5.4 wurde die quadratische Konvergenz des in dieser Arbeit entwickelten
Verfahrens gezeigt.
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112 KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG

Zur Erzeugung einer C?-stetigen Gesamtfliche aus approximierenden Primirflichen wurde
eine vollig neuartige Methode entwickelt, die kaum Ahnlichkeiten mit herkémmlichen Ver-
fahren besitzt. Durch sie ist es moglich, eine C2-stetige approximierende Oberfliche eines ge-
schlossenen Dreiecksnetzes zu berechnen. Die glatten Uberginge zwischen den Primérfliichen
werden durch Blending-Flichen realisiert. Die Uberginge zwischen den einzelnen Teilfléiichen
und deren ersten und zweiten Ableitungen sind absolut exakt.

Bei den Blending-Fléchen handelt es sich um additive Kombinationen der ineinander iiberzu-
blendenden Primérflichen, wobei diese mit speziell konstruierten Blending-Funktionen (Ab-
schnitt 4.3) gewichtet werden. Um verschiedene Flichen sinnvoll addieren zu kénnen, muss
eine Beziehung zwischen deren Parametergebieten hergestellt werden. Dies geschieht durch
die in Abschnitt 4.4 konstruierten Parametertransformationen.

Diese Parametertransformationen bestimmen iiber die durch sie festgelegten Blending-
Bereiche die Form der resultierenden Gesamtfliche. Der Benutzer kann durch verschiedene
Parameter die Lage dieser Blending-Bereiche und damit auch das Rekonstruktionsergebnis

steuern.

Obwohl Reverse-Engineering seit Jahren ein aktuelles Forschungsthema ist, existieren noch
immer zahlreiche ungeloste oder unbefriedigend gel6ste Probleme. Diese Diplomarbeit tragt
durch die in ihr prisentierten Ansétze, Methoden und Losungsmoglichkeiten sicherlich einen
weiteren Stein zu diesem groflien Puzzle bei. Gerade bei dem in Kapitel 4 prisentierten Ver-
fahren zur Realisierung C2-stetiger Ubergiinge handelt es sich nicht um ein lange bekanntes
und hinreichend erforschtes Verfahren, sondern um einen neuartigen Ansatz, mit dem erste
sehr gute Ergebnisse erzielt werden konnten. Moglicherweise stellt dieser Ansatz einen ersten
Schritt in eine vollig neue Richtung dar. Wie in Abschnitt 4.7 bereits angesprochen, existie-
ren zahlreiche Ansatzpunkte fiir notwendige Weiterentwicklungen und Verbesserungen. Viel
Arbeit und grofler Einsatz wird noch zu erbringen sein, bevor dieses Verfahren als universell
anwendbar gelten kann und die damit erzielten Ergebnisse vom Benutzer auf komfortable
Art und Weise kontrolliert werden kénnen. Es bleibt zu hoffen, dass diese Arbeit Anstof} zu
derartigen Forschungsaktivitidten geben wird.
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