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Einleitung

Allgemeine Hinweise zur Vorlesung

Dies ist das Manuskript zur Vorlesung ,Mathematische Erganzungen zur Theoretischen Physik 2. Ziel die-
ser Vorlesung ist es, die in der Vorlesung ,,Theoretische Physik 2“ bendtigten manthematischen Methoden zu
vertiefen und vor allem auf konkrete physikalische Probleme anzuwenden. Der Schwerpunkt liegt entspre-
chend weniger auf formalen Beweisen als vielmehr auf der Vermittlung der Rechentechnik, die sehr wichtig
tiir das Verstindnis der theoretischen Physik ist.

Inhaltlich ist die Vorlesung durch die physikalischen Anwendungen in der klassischen analytischen Mechanik
festgelegt. Aus mathematischer Sicht betrachtet kommt im zweiten Semester als wesentliche Neuerung die
Variationsrechnung und die Behandlung von Lie-Symmetrien mit ihren Anwendungen auf Differential-
gleichungen hinzu.

Die Variationsrechnung beschiftigt sich mit dem Auffinden von Extrema von sogenannten Funktionalen,
d.h. von Abbildungen von Funktionen auf reelle Zahlen. Ein klassisches Beispiel anhand dessen die Variati-
onsrechnung vor allem von Leonard Euler im frithen 18. Jh. entwickelt wurde, ist das Brachistochronenpro-
blem. Die Frage dabeti ist, auf welche Kurve man ein Punktteilchen, das sich im (als homogen geniherten)
Schwerefeld der Erde reibungsfrei entlang dieser Kurve bewegt, fithren muf3, dafl es in minimaler Zeit von
einem Punkt zu einem anderen niedriger aber nicht senkrecht gelegenen Punkt gelangt. Eine andere Problem-
klasse sind die sog. isoperimetrischen Probleme. Dabei sucht man z.B. diejenige geschlossene ebene Kurve
vorgegebener Linge, die eine moglichst grofle Fliche umspannt (Problem der Dido) oder die geschlosse-
ne Fliche vorgegebenen Oberflicheninhalts, die ein moglichst grofies Volumen im dreidimensionalen Raum
umschlieflt. Dies sind Variationsprobleme mit Nebenbedingungen.

Fiir die gesamte Physik ist das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung von zentraler Bedeutung, und
es wird daher den Hauptaugenmerk in dieser Vorlesung einnehmen. Es handelt sich auf den ersten Blick ein-
fach um eine Umformulierung der Bewegungsgleichungen (in unserem Fall vor allem die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen) in Form eines Variationsprinzips. Es zeigt sich aber, dafl es oft eine wesentlich einfachere
Formulierung der Probleme der Mechanik erlaubt, indem man die Bewegungsgleichung sehr einfach in Form
beliebiger generalisierter Koordinaten aufstellen und dann einfacher l6sen kann als in den urspriinglichen
kartesischen Koordinaten der Newtonschen Mechanik. Wir werden das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten
Wirkung mit und ohne Nebenbedingungen sowohl in der Lagrange- als auch der Hamilton-Formulierung
besprechen.

Die letztere Form ist von besonderer Wichtigkeit, da sie eine besonders elegante Formulierung von Symme-
trieprinzipien erlaubt. Dabei verstehen wir unter einer Symmetrie eine Transformation der Variablen (und
evtl. der Zeit), unter der die Bewegungsgleichungen invariant sind. Z.B. ergibt sich oft eine Symmetrie aus
den geometrischen Gegebenheiten eines mechanischen Problems. Ein wichtiges Beispiel ist die Bewegung in
einem Zentralpotential, wo die auf einen Massenpunkt wirkende Kraft als Gradient eines Potentials darstell-
bar ist, das nur vom Abstand zu einem vorgegebenen Zentrum abhingt. Es ist schon anschaulich klar, daf$ die
Bewegungsgleichungen unabhingig unter Drehungen der Koordinaten um dieses Zentrum sein werden und
sich eine Behandlung des Problems in Kugelkoordinaten anbietet.
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Eine weitere wichtige Symmetrie sind die Symmetrien des Raum-Zeit-Modells. Im Fall der Newtonschen
Mechanik ist z.B. der Raum ein Euklidischer homogener isotroper Punktraum, und es gilt der Trigheitssatz,
d.h. es gibt eine ausgezeichnete Klasse von Bezugssystemen, die Inertialsysteme, und die Bewegungsgleichun-
gen sind unabhingig von der Wahl des Inertialsystems, d.h. man kann anhand physikalischer Beobachtungen
nicht entscheiden, welche ,absolute Geschwindigkeit“ das Inertialsystem besitzt, denn die Bewegungsglei-
chungen sehen in allen Inertialsystemen gleich aus. Die Menge aller Transformationen der Zeit und Raumko-
ordinaten, die diese Eigenschaften besitzen, bilden mathematisch eine algebraische Struktur, die man Gruppe
nennt, die Galilei-Gruppe. Jede solche Transformation lifit sich aus zeitlichen Translationen, riumlichen
Translationen, Drehungen und Galilei-Boosts zusammensetzen. Insgesamt hingt eine solche allgemeinste
Transformation von 10 Parametern ab, und zu jeder dieser speziellen Transformationen, die jeweils nur von
einem kontinuierlichen Parameter abhingen, 143t sich eine Erhaltungsgrofie herleiten, d.h. eine Grof3e, die
entlang der Trajektorie des mechanischen Systems zeitlich konstant ist. Umgekehrt entspricht jeder solchen
Erhaltungsgrofie ein Einparametersymmetriegruppe (Noether-Theorem). Im Fall der Galilei-Gruppe sind
diese Erhaltungsgrofien Energie (1 Erhaltungsgrof3e), Impuls (ein Vektor, also 3 Erhaltungsgréflen), Dre-
himpuls (ein Axialvektor, also 3 Erhaltungsgréfien) und die Schwerpunktsgeschwindigkeit (ein Vektor,
also 3 Erhaltungsgrofien).

Es zeigt sich nun, dafy das Newtonsche Raumzeit-Modell die Natur nur niherungsweise beschreibt und nur
auf Bewegungen anwendbar ist, in der die Geschwindigkeiten gegeniiber einem gegebenen Inertialsystem
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sind. Eine weit bessere Beschreibung von Raum und Zeit wird durch
die Spezielle Relativititstheorie gegeben. Wir werden die mathematischen Grundlagen dieser Theorie
(Minkowski-Raum) genau besprechen und die allgemeinen analytischen Methoden der auch auf die spezi-
ell-relativistische Mechanik anwenden.

Falls es die Zeit erlaubt, werden wir auch noch die Anfangsgriinde der Allgemeinen Relativititstheorie
besprechen, soweit sie die relativistische Bewegung von Teilchen in vorgegebenen Gravitationsfeldern betrifft.
Literaturempfehlungen: Die Literatur zum Thema ,Mathematik fiir Physiker® ist nahezu unerschopflich.
Einen sehr guten Uberblick iiber die Standardmathematik, die alle Physiker beherrschen sollten, ist
[[AHKT15]. Von denselben Autoren ist daraus auch ein Lehrbuch fiir Mathematiker hervorgegangen, das
sich zum Nachlesen einiger Beweise empfiehlt, die im vorgenannten Buch fiir Physiker und Ingenieure fehlen
[[ABH™13].

Der Klassiker zur Variationsrechnung ist [[CH24]]. Ansonsten findet sich die Variationsrechnung in jedem
modernen Lehrbuch der theoretischen Physik, z.B. [BEK™15,[LL97, Sch07, Nol13}|Gre03, Joo89].
Zusitzlich zu diesem Skript, das sich entsprechend des Charakters der ,mathematischen Erginzungen® eher
auf die Rechentechniken konzentriert sei auch auf mein Manuskript zur klassischen Mechanik [[HeeO8]] hin-
gewiesen.



Kapitel 1

Variationsrechnung und kanonische Mechanik

In diesem Kapitel betrachten wir Extremalprobleme, bei denen man Funktionen sucht, die eine bestimmte
reelle Grofe minimal oder maximal machen. Wir gehen dabei vom Brachistochronenproblem als typischem
Beispiel aus und entwickeln die allgemeinen mathematischen Methoden zur Losung solcher Probleme. Nach
einer kurzen Betrachtung der isoperimetrischen Probleme als weiterem Beispiel wenden wir uns der An-
wendung in der Mechanik, also dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung, das man mit einigem
Recht als das umfassendste mathematische Prinzip fiir die gesamte moderne Physik bezeichnen kann.

1.1 Das Brachistochronenproblem

Das Brachistochronenproblem steht am Anfang der Entwicklung der Variationsrechnung. Der schwierige
Name leitet sich aus dem Griechischen her (brachistos=kiirzest, chronos=Zeit). Es handelt sich um das Pro-
blem, diejenige Kurve zu finden, die zwei vorgegebene nicht vertikal tibereinander gelegene Punkte verbindet,
entlang derer man ein Punktteilchen im homogenen Schwerefeld der Ebene reibungsfrei gleiten lassen muf3,
so daf§ es in mdglichst kurzer Zeit von einem zum anderen Punkt gelangt.

Dazu miissen wir uns zunichst iiberlegen, wie wir die Bewegung entlang einer beliebigen Kurve y = f(x)
in der (x,y)-Ebene beschreiben konnen. Wir wihlen die y-Achse nach unten, so daf} die Schwerkraft auf das

Teilchen durch F = m ge, gegeben ist. Diese Kraft lifit sich offenbar als Gradient des Potentials
V(X)=—mgy = f:—%\/:mgé’y (1.1.1)
schreiben. Demnach wird der Energiesatz gelten

E:T+V:%§2+V(9?):const. (1.1.2)

Nehmen wir nun an, daf$ sich der Anfangspunkt bei (x,y) = (0,0) befindet, und das Teilchen aus der Ruhe
losliuft, folgt

%iz—mgyzo. (1.1.3)

Die Geschwindigkeit ergibt sich aus

<;> B (f@)) > F=i <f/2x)>’ (1.1.4)

wobei f”(x) die Ableitung der Funktion f nach x bedeutet. Ein Punkt iiber einem Symbol bedeutet stets die
Ableitung nach der Zeit. Sezten wir dies in ein folgt

221+ f2(0)]+ mgf () =0. (1.15)



1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Dies konnen wir nun nach dz /dx = 1/x auflosen:

dt |1+ /7(x)
= —2gf & (1.1.6)

Bewegt sich also das Teilchen von (x,y) =0 zu (x4, 7, = , ist die Gesamtdauer der Bewegung

1+f’2
f N\ 2o ) (1.1.7)

Es muf$ natiilich y = f(x) > 0 sein, damit das Integral reell ist.

Dies ist ein sog. Funktional, d.h. eine Abbildung, die einer Funktion f eine reelle Zahl zuordnet. In unserem
Beispiel ordnet sie jeder Kurve, die die vorgegebenen Punkte P; = (0,0) und P, = (x4, 7, = f (x,)) verbindet,
die von einem reibungsfrei auf der Kurve im Schwerefeld der Erde gleitenden Teilchen bendtigte Zeit, um
vom Punkt P; zum Punkt P, zu gelangen.

Die Aufgabe ist es nun, diejenige Kurve zu finden, die (1.1.7) moglichst klein macht.

1.2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir schreiben das Funktional zunichst in allgemeinerer Form hin. Es sei L(f, /') eine Funktion von zwei
reellen Parametern, die Lagrange-Funktion des Variationsproblems. Dann sei das Funktional

- J * L[ (0, ()] (12.1)

gegeben, wobei f’(x) hier die Ableitung von f bedeutet.

Wir suchen nun diejenige Funktion f, die das Funktional A[ /] extremal macht, wobei y; = f(x;) und y, =
f(x,) fest vorgegebene Werte sein sollen.

Dazu erinnern wir uns, dafl eine differenzierbare Funktion g(») bei 7 = 0 nur dann extremal werden kann
(also ein lokales Minimum oder Maximum besitzen kann), wenn g’(0) = 0 ist. Wir definieren diese Funktion

als

g =Alf +18f] (1.22)
Dabei ist 8 f eine beliebige Funktion mit & f(x;) = & f(x,) = 0. Wir variieren also / um die gesuchte Funkti-
on f, wobei wir die Endpunkte festhalten (vgl. die nebenstehende Abbildung). Wir sagen auch, wir variieren
die Funktion f um die das Funktional A[f] extremierende Funktion. Daher riithrt der Name Variations-
rechnung.

Die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums ist nun bei n =0

~0. (1.2.3)
7n=0

&0l o = f xzdx%L[f )08 F(2),F () + 78 F()]

Nach der Kettenregel fiir die Ableitung von Funktionen mehrerer Verinderlicher gilt nun

o= J dx[ 57 (X)aL[ﬂ;} ()] [f((;c},/f m]} Lo 124

Wir wenden nun auf den zweiten Term die partielle Integration an. Wegen & f(x,) = & f(x,) = 0 ergibt sich

+8f(x)

1
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1.2 - Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Diese Bedingung mufl nun fiir beliebige Funktionen & f(x) mit & f(x;) = & f(x,) = 0 gelten. Offenbar ist
das der Fall, wenn die eckige Klammer unter dem Integral verschwindet. Diese notieren wir in der etwas
bequemeren abgekiirzten Schreibweise

dL _d IL _
of dxdf

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen des Variationsproblems.

(1.2.6)

Im nichsten Abschnitt zeigen wir, dafl tatsichlich diese Schlufiweise sogar streng gilt, d.h. kann nur
dann fiir alle & f(x) gelten, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind.

Damit haben wir das Variationsproblem auf die Aufgabe, die Euler-Lagrange-Gleichungen zu l6sen, zuriick-
gefiihrt. Diese sind offensichtlich gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung, und dies ist auch genau
die Form der Bewegungsgleichungen in der Newtonschen Mechanik (mit der Zeit als unabhingige und die
Koordinaten der Trajektorien der Teilchen als abhingigen Variablen).

Wir bemerken nur gleich noch eine weitere Folgerung aus (1.2.6). Dazu berechnen wir die totale Ableitung
von L[ f(x), f'(x)] nach x. Wir lassen der Bequemlichkeit halber wieder die Argumente von L weg und er-
halten dann aus der Kettenregel

d oL ., oL
aL:f (x)ﬁ +f (x)ﬁf"

Fiir die Losung des Variationsproblems gilt nun die Euler-Lagrange-Gleichung, d.h. wir kénnen dL/d f in
Hilfe dieser Gleichung eliminieren. Wir erhalten dann

d aL
dx 3f

(1.2.7)

+/"(x)

d /
aL:f( xX)— af/:d |:f( )af/] (1.2.8)

Dabei haben wir im letzten Schritt die Produktregel verwendet. Indem wir die beiden Ableitungen auf eine
Seite der Gleichung bringen, erhalten wir somit
d

—H=0 mit H: f
dx

5 f/ L (1.2.9)

d.h. die Hamilton-Funktion des Variationsproblems ist eine Erhaltungsgrofie. Wir bemerken, daf? dies gilt,
weil wir angenommen haben, dafl L nicht explizit von x sondern nur implizit iiber die Abhingigkeit von

£(x)und f’(x) von x abhingt. Wir kénnen (1.2.9) sofort integrieren zu
H =F =const (1.2.10)

fiir die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung. Man nennt H ein erstes Integral dieser Differentialgleichung,
denn sie ist nurmehr nur noch eine Differentialgleichung 1. Ordnung, die i.a., einfacher zu 16sen ist als eine
Differentialgleichung 2. Ordnung.

1.2.1 Losung des Brachistochronenproblems

Jetzt kénnen wir uns mit der Lésung des Brachistochronenproblems beschiftigen. Hier ist gemif3 (1.1.7)

/2 x
L(f,f") =1 %, (1.2.11)

und wir kénnen direkt (1.2.10) verwenden. Dazu berechnen wir zunichst die Hamilton-Funktion mit (1.2.9).
Es gilt
JdL 7

o \af(1+f7)

9
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

und damit

oL ,___ v (1.2.13)

af’ V2gf(+f7)

Fiir die Losung des Extremalproblems ist gemif§ (1.2.10) diese Grofle konstant. Bequemer a3t sich die Kurve
also durch

H:f/

F(1+ f)=C =const (1.2.14)

beschreiben.

Um eine Losung zu finden, machen wir den Ansatz

y = f(x) = Asin? <;>:§(1—cos/1). (1.2.15)

Dann ist die Kurve als Parameterdarstellung X = X(A) gegeben. Es gilt mit der Kettenregel

=E=ha=h(m) e ()=()E)
=t - a\ay) =)o G N\@) (1.2.16)
Setzen wir dies in (1.2.14) ein, folgt durch einfache Umformungen
C A A\ /dx\ 7
———— =1+A%i 2<—> 2<—><—> 1.2.17
Aty ) )\ @ (1.2.17)
Setzen wir dann
j—’; :Asin2<§>, (1.2.18)
folgt
2 ;2 2
‘ C 14 c.os (4/2) _ sin (A/?)—i—cos (A/2) _ 1 SA=C (1.2.19)
Asin?(1/2) sin’(1/2) sin’(1/2) sin®(A/2)
Also 1st
dx _ .2 /{ _ C _ C . . _
i Csin <5> = 5(1 —cosd) = x(A) = ?(i—sm A)+C,;  C,=const.

(1.2.20)
y(A) = Csin? <§) = %(1 —cos A).

Da der Punkt (0,0) auf der Kurve liegen soll, konnen wir C, = 0 setzen. Dann ist C durch den zweiten Punkt
P, =(x,,7,) bestimmt. Bei der Kurve handelt es sich um eine Zykloide.

1.3 Das Fundamentallemma der Variationsrechnung

Wir holen nun den Beweis des sog. Fundamentallemmas der Variationsrechnung nach. Sei f :[¢,,¢,] > R
stetig. Gilt dann fiir jede auf dem Intervall fiir jede beliebig oft stetig differenzierbare Funktion &

J% de ()8 (1) =0, (1.3.1)

so ist notwendig f(¢)=0firalle t €[z,,2,].

10



1.4 - Isoperimetrische Probleme

Beweis: Als ersten Schritt beweisen wir, daf§ die Funktion

exp <_1—_1x2> fiir x| < 1

(13.2)
0 fir |x| > 1

m:R—-R: m(x):{
eine iiberall beliebig oft stetig differenzierbare Funktion ist. Sie erfiillt dies mit Sicherheit in den offenen Men-
gen (—1,1), (—oo,—1) und (1, 00). An den Stellen x = %1 besitzt die fiir das Intervall (—1,1) zur Definition
benutzte Funktion Ableitungen, die das Produkt einer rationalen Funktion mit Polen bei x = 1 multipli-
ziert mit dem Differentialausdruck darstellen. Der Exponentialausdruck konvergiert allerdings fiir x — +1
stiarker gegen 0 als jedes Polynom, so dafl der Grenzwert jeweils O ergibt. Damit sind aber alle Ableitungen
von m wie m selbst stetig bei x = +1.

Zum Beweis des Fundamentallemmas nehmen wir nun an, es gibe eine Stelle #, € (¢;,,) mit f(#,) # 0. Da
f nach Voraussetzung stetig ist, existiert eine Umgebung U, (t,) = [t —a,t +a]N (¢, 1), in der f bestindig
dasselbe Vorzeichen besitzt wie an der Stelle #,.

Die Funktion

S(t)= m<t_t°> (1.3.3)

a
ist nun in der besagten Umgebung U, (¢,) positiv und beliebig oft differenzierbar. Im Widerspruch zur Vor-
aussetzung gilt also offenbar

ftzdtf(t)é\(t):flj( )dtf(t)3(t)7é0, (1.3.4)

1

denn der Integrand besitzt im Integrationsbereich gemifd unserer Konstruktion bestindig dasselbe Vorzeichen
und ist nicht bestindig 0. Da aber das Integral nach Voraussetzung verschwindet, muf§ die Annahme, dafd fiir
irgendein 1, € (¢, t,) gilt f(z,) # 0, falsch sein, also ist f =0in (¢,,). q.e.d.

1.4 Isoperimetrische Probleme

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine geringfiigig andere Art von Problemen. Ein klassisches Beispiel ist
das Problem der Dido, bei dem verlangt wird, diejenige geschlossene Kurve in der Ebene zu bestimmen, die
bei vorgegebener Linge L die grofitmogliche Fliche umschliefit.

In diesem Fall ist es am einfachsten, die Kurve mit der vom Anfangspunkt aus gezihlten Bogenlinge s zu
parametrisieren: X = x(s) = (x(s),y(s)). Die umschlossene Fliche berechnen wir, indem wir infinitesimale
Dreiecke (vgl. Skizze) aufsummieren. Die Flichennormalenvektoren sind

> 0
- 1 - 1., d 1
dF = Zvecx x d¥ = ~ds¥ x — = ~ds 0 . (1.4.1)
2 2 ds 2 . .
Xy —yx

Dabei soll der Punkt die Ableitung nach s bedeuten. Wir nehmen an, die Kurve werde im Gegenuhrzeigersinn

durchlaufen. Dann ist die z-Komponente des obigen Flichennormalenvektors stets positiv, und wir erhalten
tiir die Fliche

1 {
F= —f ds(xy —yx). (1.4.2)
2J)o

Beim Variieren der Kurve zur Bestimmung des Extremums miissen wir aber noch die Nebenbedingung
beachten, daf} die Bogenlinge stets ¢ sein muf. Da wir die Bogenlinge s selbst als Paramter gewihlt haben,

gilt |X| = 1, und die Nebenbedingung ist trivialerweise

¢ ¢
L:f ds|9?|:f ds. (1.4.3)
0 0
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Wie schon bei Extremwertproblemen fiir Funktionen mehrerer Variabler mit Nebenbedingungen kénnen
wir die Nebenbedingungen mit Lagrangeparametern berticksichtigen, d.h. wir variieren die Kurve ohne die
Nebenbedingungen zu beriicksichtigen und fithren eine zusitzliche Funktion A ein und verlangen, daf§ das

Funktional

{
A[?c,/l]:% L ds[xy —y% + A(J%|— 1)] (1.4.4)

unter Variation der Kurve X und A extremal wird. Die Lagrangefunktion ist in diesem Fall also
- 3 Ir . . 3
L(x,x,/l):E[xy—yx+/1(|x|—1)] (1.4.5)

und die Variation nach X und A liefert wieder die Euler-Lagrange-Gleichungen (nachrechnen!)

or_dar_
Idx dsdx

JdL dJdL

gL _49% g 4.
dy dsdy (1:46)
JdL

m 0.

Fiir die Lagrangefunktion (1.4.5) ergibt sich

—x—i<x+,ll:>:o, (1.47)

Die beiden oberen Gleichungen kénnen wir sofort aufintegrieren und die dritte Gleichung zur Vereinfachung
verwenden. Es folgt
2y—Ax=C,;, 2x+4y=0C,. (1.4.8)

Da die Lagrangefunktion nicht explizit von s abhingt, ist die dazugehorige Hamilton-Funktion entlang der
Trajektorie (nachrechnen!)

H:J&g—é—i-yg—]j;—L:/l:const. (1.4.9)
Wegen A = const folgt durch Ableiten der ersten Gleichung
AL
y = Ex (1.4.10)
und durch Einsetzen in e
SE+2=C, (1.4.11)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Die allgemeine Losung ergibt sich
als Summe der allgemeinen Lsung der homogenen Gleichung (also fiir C, = 0) und einer speziellen Lésung
der inhomogenen Gleichung. Eine spezielle Losung ergibt sich offenbar durch den Ansatz x = A = const.
Dann ergibt sich 24 = C, = A= C,/2. Setzen wir also x = C,/2+ ¢ folgt

.. 4
E=—2¢, (1.4.12)

12



1.5 - Das Hamiltonsche Prinzip

und diese Gleichung kénnen wir sofort 16sen durch

E(s)=x(s)— % =k, cos<§s> +k, sin<§s> =k cos <%s + g0> (1.4.13)
mit k,, k, = const bzw. k, ¢ = const. Aus der ersten Gleichung von folgt dann
y(s)= %(Cﬁfb'c) = %(Cz +A8)= %—ksinGs +g0>. (1.4.14)

Es handelt sich also um einen Kreis. Es ist klar, dafl die absolute Lage durch das Problem unbestimmt ist,
d.h. wir kdnnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit C; = C, = 0 setzen. Die beiden weiteren Konstanten
A und k bestimmen sich dann aus der Nebenbedingung, daf} die Bogenlinge des Kreises £ = 27tk sein muf3.
Der Kreis soll fiir das Intervall s € [0,¢] genau einmal durchlaufen werden, d.h. es muf8 2¢ /A =27 sein, d.h.
A= 7. Die Wahl von ¢ ist unerheblich. Diese Phase bestimmt nur, ab wo die Bogenlinge s € [0,£] gezihlt
wird. Wir kénnen also auch ¢ = 0 setzen und die Losung des Problems lautet damit schliefflich

x(s):%cos<%5>, y(s):%sin(%s). (1.4.15)

1.5 Das Hamiltonsche Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip stellt eines der wichtigsten mathematischen Beschreibungsweisen fiir die Dyna-
mik physikalischer Systeme dar. Die klassische Mechanik ist dafiir das einfachste Beispiel. Seine Anwendun-
gen umfassen jedoch weit grofiere Teile der Physik, insbesondere die klassische Feldtheorie (Elektrodynamik,
Allgemeine Relativititstheorie), und es spielt eine entscheidende Rolle bei der Formulierung der Quanten-
theorie.

1.5.1 Die Lagrange-Funktion

Die Idee besteht dabei darin, die Bewegungsgleichungen fiir dynamische Systeme als Euler-Lagrange-Glei-
chungen geeigneter Variationsprobleme zu beschreiben. Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall eines
Teilchens, das sich in einem vorgegebenen dufleren konservativen Kraftfeld bewegt. Dabei heifit ein Kraft-
feld konservativ, wenn man es als Gradient eines von der Zeit unabhingigen skalaren Potentials V' beschreiben
kann. Am einfachsten l3ft sich dieses Problem in kartesischen Koordinaten x* bzgl. eines Inertialsystems be-
schreiben| Dann gilt die Newtonsche Bewegungsgleichung

. v

X

(1.5.1)

Dabei ist zu beachten, dafl fiir kartesische Koordinaten x* = x, und V,, = VE ist.

Diese Bewegungsgleichung lifit sich nun leicht als Variationsproblem beschreiben. Wir benétigen dazu nur
eine Lagrange-Funktion L(x®, %*), deren Euler-Lagrange-Gleichungen

dor_ar
dt dxk — Oxk

der Newtonschen Bewegungsgleichung (1.5.1) entsprechen.

(1.5.2)

'Wir verwenden in dieser Vorlesung fiir alle Koordinaten den Ricci-Kalkiil mit hoch- und tiefgestellten Indizes, entsprechend
kontra- und kovariantem Transformationsverhalten bzgl. Basiswechseln. Wir kommen darauf noch ausfiihrlicher zu sprechen. Die
entsprechende Theorie wird ausfiihrlich auch im Skript zu ,Mathematische Ergianzungen zur Theoretischen Physik 1 [[Hee14]]

behandelt.
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Dann ergibt sich die Trajektorie des Teilchens als die Losung des Variationsproblems, das sog. Wirkungs-
funktional
7]
S[x*] :f deL(x, %%) (1.5.3)
4

extremal zu machen, wobei die Endpunkte der Bahnen x¥(¢) festgehalten werden, d.h. fiir die Variation um
die Trajektorie gilt 8 x*(z,) = 8 x*(¢,) = 0. Dies ist das Hamilton-Prinzip der kleinsten Wirkung.

Um nun die Lagrange-Funktion zu bestimmen, verlangen wir, dafl

daL aL_ 3v

Tdigzk dxk . axk
gilt, denn dann ist die Newtonsche Bewegungsgleichung (1.5.1) offenbar durch die Euler-Lagrange-Gleichung
(1.5.2) beschrieben. Die erste Gleichung (1.5.4) konnen wir einmal nach er Zeit integrieren, wobei fiir unse-
re Zwecke zunichst eine spezielle Losung der entsprechenden Differentialgleichungen ausreicht, denn jede

Lagrange-Funktion, deren Euler-Lagrange-Gleichung die Newtonsche Bewegungsgleichung reproduziert, ist
physikalisch gleichberechtigt. Wir kénnen also einfach

mi, (1.5.4)

dL
X, = = 1.5.5
mXp ik ( )
verlangen, und diese Gleichungen werden offensichtlich durch
L(xk, &) = %?c%i(xk) (1.5.6)

geldst. Dabei ist [ nur noch von den x* abhingig, also bzgl. der %* konstant. Diese verbliebene Funktion

mufy gemif} der zweiten Gleichung in (1.5.4)

~

aL av
— = 1.5.7
Jxk J xk a5.7)
erfiillen. Dies wird offenbar durch £ = —V erfiillt, und eine mégliche Lagrange-Funktion ist damit durch
L(x*, %) = %;%2 V) (1.5.8)
gegeben.
Wie bei der Herleitung von gezeigt, ergibt sich, daf} die Hamilton-Funktion
2 L
H=S"gk. oL 1.5.9

entlang der Trajektorie erhalten ist. Setzt man ein, erhilt man den Energiesatz, der stets gilt, wenn die
Krifte konservativ sind und demzufolge die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, d.h. die
Grofle -

H:7>?2+V(9?):E (1.5.10)

ist fiir die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, also die Trajektorie des Teilchens unter Einflufl der konser-
vativen Kraft, erhalten. Dies ist die von der Newtonschen Mechanik her bekannte Energieerhaltung. Man
bezeichnet den ersten Term T = mX?/2 als kinetische und das Potential V(%) der Krifte als potentielle
Energie.

Der erste Vorteil des Hamilton-Prinzips gegeniiber der Newtonschen Bewegungsgleichung ist, daf§ es sich
leicht auf verallgemeinerte Koordinaten umschreiben lif3t. Dies ist bequem, wenn bei einer Anwendung

14



1.5 - Das Hamiltonsche Prinzip

bestimmte Symmetrien vorliegen, z.B. wenn das Potential V(x) = V(r) mit » = |%| gilt, d.h. wenn ein
Zentralpotential vorliegt. Dann ist es offensichtlich, dafl statt der oben verwendeten kartesischen Kugelko-
ordinaten (7,3, ¢) zu benutzen.
Seien also ¢/ (7 € {1,2,3}) beliebige verallgemeinerte Koordinaten, die zumindest einen Teil des Raumes um-
kehrbar eindeutig beschreiben, d.h. die kartesischen Koordinaten x* sind umkehrbar eindeutige Funktionen
der ¢/:

xF = xk(g7). (1.5.11)
Die Trajektorien in diesem Raumbereich werden dann eindeutig als Funktionen ¢* = ¢*(¢) der generalisier-

ten Koordinaten von der Zeit beschrieben. Wir miissen nun nur die Lagrange-Funktion durch diese generali-
sierten Koordinaten und deren Zeitableitungen ausdriicken. Zunichst gilt wegen der Kettenregel.

——§'q 8 (1.5.12)

Hier und im folgenden bietet es sich an, die Einsteinsche Summationskonvention zu verwenden, wonach
wir das Summenzeichen einfach weglassen und tiber Indizes, die doppelt in einer Gleichung auftreten, sum-
mieren. In der hier verwendeten Schreibweise des sog. Ricci-Kalkiils muf} dabeti stets ein Index dieses Paares
oben und einer unten stehen. Ableitungen nach Gréflen mit einem oberen Index sind dabei Grofen mit einem
unteren Index. Wir kommen darauf gleich nochmals zuriick.

Definieren wir nun

Ixk Ix!
()=, 22 1.5.13
8;(q) Py (1.5.13)
ergibt sich
m i
T="g;q)q'q" (1.5.14)

Dabei sind die iiber die generalisierten Koordinaten ¢ vom Ort abhingigen Koeffizienten g; j die Kompo-
nenten der Euklidischen Metrik bzgl. der lokalen Basisvektoren

. Ox -
gj:é’_qf’ 8i; =8 & (1.5.15)

Das Potential konnen wir iiber die Parametrisierung (1.5.11) direkt durch die generalisierten Koordinaten
ausdriicken, wobei wir dem etwas laxen Physikerbrauch in der Notation folgendend, das gleiche Symbol V
fiir die Funktion verwenden, d.h. wir schreiben einfach

V(g)=V[x(q)]- (1.5.16)

Die Wirkung wird nun einfach durch

)= | ilad) mic Lad)=T(0d)= V@)= g0 7~ Via) (15.17)

1

gegeben.
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich wieder nach dem Hamilton-Prinzip der kleinsten Wirkung, nur daf§
wir jetzt die Trajektorie vermdge der verallgemeinerten Koordinaten g% = 4*(¢) ausdriicken. Entsprechend
gelten die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir beliebige generalisierten Koordinaten, d.h. sie sind forminvariant
unter allgemeinen Koordinatentransformationen:

d dL JL

Eg_q'k—a_qk. (1.5.18)
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Wichtig ist noch der Begriff der kanonisch konjugierten Impulse. Sie werden definiert als

dL

dgk
Wir konnen dann die Euler-Lagrange-Gleichgungen (1.5.18) in der Form
. dL
by = —— (1.5.20)
dqk

schreiben. Daraus ist ersichtlich, daf§ ein kanonisch konjugierter Impuls p, entlang der Trajektorie erhalten
ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht von der generalisierten Koordinate ¢* abhingt. Man nennt eine solche
generalisierte Koordinate zyklisch.

Es ist also fiir die Integration der Bewegungsgleichungen eines Problems wiinschenswert, solche generalisier-
ten Koordinaten einzufiihren, fiir die moglichst viele Koordinaten zyklisch sind. Dies erreicht man i.a. da-
durch, dafy man Symmetrien eines Problems ausnutzt. Zu einer systematischen Betrachtung dazu kommen

wir in Abschnitt

1.5.2 Aquivalente Lagrange-Funktionen

Es ist klar, daf$ die soeben hergeleitete Lagrange-Funktion nicht die einzige Funktion ist, die auf die Bewe-
gungsgleichungen fithrt. Wir bezeichnen zwei Lagrange-Funktionen als dquivalent, wenn sie zu denselben
Bewegungsgleichungen fithren. Dies ist sicher immer dann der Fall, wenn die Variation der Wirkungen, die
aus diesen beiden Lagrange-Funktionen vermoge definiert werden, tibereinstimmen.
Sei also

L'(q*,4", 1) =L(q*,4", 1)+ Mq*, 4", 1). (1.5.21)

Dann sind die Lagrange-Funktionen L’ und L offenbar iquivalent, wenn die mit der Funktion A gebildete
Euler-Lagrangegleichungen identisch erfiillt werden, also fiir alle Trajektorien (q*(t))

d dN A
i — 1.5.22
dt dgk  dq* ( )
gilt. Fiihren wir also die Zeitableitung auf der rechten Seite aus, erhalten wir]
2 ‘ 2
N a’°N ., d IN A (1.5.23)

~ + 5 +—====.
250qkT T a5aqkT T a1 34% a4k
Dabei bedeutet die partielle Zeitableitung d /J ¢ die Ableitung nach der expliziten Zeitabhingigkeit. Da nun
voraussetzungsgemif die rechte Seite dieser Gleichung nicht von §* abhingt, mufl notwendig
2N
———F—=0 1.5.24
dqidgk ( )

gelten. Dies ist aber nur méglich, wenn A eine lineare Funktion in die ¢* ist, wobei die Koeffizienten von g
und ¢ abhingen diirfen. Damit wird

Ag*, g%, 1) =A(q%, £)g" + A(g", ). (1.5.25)
Setzen wir dies in (1.5.23) ein, erhalten wir nach einer einfachen Rechnung
. dA

%Es gilt wieder die Einsteinsche Summenkonvention!
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1.5 - Das Hamiltonsche Prinzip

Das bedeutet, daf§ 5

Ak—aq (g%, 1) (1.5.27)

mit einer beliebigen Funktion €, die nur von den ¢* und ¢ abhingt, setzen miissen. Aus (1.5.26) folgt dann,
daf§
A=30 (1.5.28)

ist. Setzen wir nun (1.5.27) und (1.5.28) in (1.5.25) ein, folgt

a0 it d
A= aN=—0q. 1.5.29
é’q * dt ( )

Das bedeutet, daff die beiden Lagrangefunktionen L' und L genau dann dquivalent sind, wenn es eine Funktion

Q(g*, t) gibt, so dafl
L'(g*,4*,t)=L(g".4", 1)+ d%ﬂ(qk, t) (1.5.30)

gilt.
Betrachten wir nun die Wirkungen. Offenbar ist

:f " der = S[g]+ gt (), 6]~ gk ()1, ] (1.5.31)

Die Wirkungen unterscheiden sich also nur durch Randterme, also Werte der Trajektorien an den Randpunk-
ten des betrachteten Zeitintervalls [, £,], und zwar nur von den g*(¢,) und ¢*(z,) nicht von ¢*. Da beim
Hamiltonschen Prinzip definitionsgemif} die Randpunkete festgehalten werden, stimmen die Variationen der
beiden Wirkungsfunktionale iiberein.

1.5.3 Beispiel: Freier Fall bzw. schiefer Wurf

Wir betrachten in folgenden einige sehr einfache Beispiele, um die grundlegende Rechentechnik des Lagrange-
Formalismusses zu erldutern. Beginnen wir mit dem freien Fall in Erdndhe. Dazu nihern wir die Gravitati-
onskraft auf ein Punktteilchen als konstant:

ﬁ:—mgé}, (1.5.32)

wobei é; ein Basisvektor der kartesischen Basis (¢;) (7 € {1,2,3}) ist. Natiirlich lifit sich dieses Beispiel am
einfachsten durch direkte Anwendung der Newtonschen Bewegungsgleichungen 16sen, aber wir wollen den
Lagrange-Formlismus verwenden, um an diesem einfachen Beispiel die grundlegenden Rechenschritte zu er-
ldutern.
Zunichst miissen wir uns iiberlegen, welche generalisierten Koordinaten wir wihlen. Das entscheidet sich am
cinfachsten, wenn wir zunichst das Potential der Kraft bestimmerP} d.h. wir suchen eine skalare Funktion
V, so daf _

Ve =—F =—mgé, (1.5.33)

gilt. Offensichtlich sind dazu kartesische Koordinaten besonders bequem, denn es gilt

- >, 0% 9% Jd 9%
V@:j;ejng > 507320 Fa - Tme (1.5.34)

*Um den Lagrange-Formalismus anwenden zu kénnen, miissen wir annehmen, daf§ die Kraft ein Potential besitzt.
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Die ersten beiden Gleichungen besagen, dafl ® = ®(x?) ist, d.h. nicht von x! und x? abhingt, und die letzte
Gleichung 133t dich sofort integrieren zu

d(x’)=mgx’. (1.5.35)

Man kénnte noch eine beliebige Konstante addieren, aber diese spielt im folgenden keine Rolle fiir die Bewe-
gungsgleichungen, weil in den Euler-Lagrange-Gleichungen nur Ableitungen vorkommen, so daf$ eine addi-
tive Konstante in der Lagrange-Funktion irrelevant fiir die Bewegungsgleichungen ist. Die Lagrangefunktion
lautet also in unseren kartesischen Koordinaten

L:T—V:%j&z—mgx}. (1.5.36)

Die Lagrangefunktion hingt nicht von x! und x? ab, d.h. diese Koordinaten sind zyklisch und folglich sind
die dazugehorigen generalisierten Impulse wegen Erhaltungsgrofien, d.h. es gilt

o
1= 5 =mi = const,
1.5.37
= oL = mi? = const ( )
2= 35" = :
ax2

Damit lassen sich die Bewegungsgleichungen fiir x! und x? sofort 16sen:

vd =x1(0)=const, xi=x!(0)=const,

(1.5.38)

ONn O

=x2(0)=const, xZ=x%(0)=const.

Auch die Bewegungsgleichung fiir x> lift sich in diesem Fall am einfachsten direkt integrieren. Um sie aus
dem Lagrange-Formalismus herzuleiten, betrachten wir die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung

_Ib3:m5c' i—:—mg, (1.5.39)

und dies kann man in der Tat einfach zweimal nach der Zeit integrieren. Unter Berticksichtigung der An-
fangsbedingungen, folgt
()= —%tz o+l (1.5.40)

Wir bemerken noch, daf die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhingt und somit wegen (1.5.10)
die Energie erhalten ist. Es ist also

H= %i’z—i—mgaf = E = const. (1.5.41)

Das bestitigt man unmittelbar durch Einsetzen der Losungen (1.5.38) und (1.5.40) (Ubung!).

1.5.4 Beispiel: Harmonischer Oszillator

Als nichstes betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator. Die Lagrange-Funktion lautet
in diesem Fall

AL ) (1.5.42)
2 2
In der Tat lautet dann die Bewegungsgleichung
d JL 1 L
——— =mi=— =—kx. 1.5.43
deas T ax (1>4)
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Auch diese lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koetfizienten 1aft sich leicht direkt
integrieren (vgl. [Heel4]], Abschnitt 5.2). Wir wollen hier aber den alternativen Weg {iber den Energieerhal-
tungssatz verwenden, um diese generell wichtige Methode zu erldutern. Da nimlich L nicht explizit zeitab-
hingig ist, gilt der Energie-Erhaltungssatz, d.h.

L k
H:fca—.—L: %9&2+§x2:E:const. (1.5.44)

Dies ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung und insofern einfacher als die Bewegungsgleichung. Sie ist zwar
nicht linear, 143t sich aber leicht durch ,, Trennung der Variablen® 16sen:

i =4y —(E—kx) (1.5.45)
m
! / o, m
=t=4 . 1.5.46
fo dt'=1 fxo dx 1/ T ( )

Das Vorzeichen bestimmt sich dabei wie folgt. Wegen (1.5.44) ist |x,| < 4/2E [k, so daf} das Argument unter
der Wurzel positiv ist. Das Vorzeichen der Anfangsgeschwindigkeit bestimmt dann das Vorzeichen in (1.5.46)
und ob x < xy oder x > x, wird, denn die Zeit muf} immer monoton wachsen, d.h. # > 0 sein. Erreicht
dann x die Werte +4/2FE /k, mufl sich das Vorzeichen der Wurzel und die Anderungsrichtung von x wieder
umkehren. Das Teilchen bewegt sich also stets zwischen diesen beiden Endpunkten hin- und her. Das wird
auch an der nebenstehenden Skizze deutlich, wo das Potential V(x) = kx?/2 aufgetragen und der Wert der
Gesamtenergie also horizonale Linie eingetragen ist. Da die kinetische Energie 7' = mx?/2 > 0 ist, konnen
nur die Bereich von x durch den Massenpunkt erreicht werden, wo V(x) < E ist, und damit bestimmt die
Gleichung V(x) = E die beiden Umkehrpunkte der Bewegung.

Wir kénnen nun das Integral (1.5.46) ausfiihren:
fxdx/ [ _ /ﬁfx d'y| —
N 2F —kx"? 2F ), 1—Fk/(2E)x"?
0 0
(1.5.47)
m k k
=4/ — |arccos| \| ==x | —arccos| \| —=x; | | -
k 2E 2F

Setzen wir w = 4/ k/m, liefert dies gemafd (1.5.46)

d.h. es gilt

x(f):i\/%cos(wt—%), $o = Farccos 2£x° . (1.5.48)

Wir konnen die allgemeine Losung einfacher in der Form
x(t)=Acos(wt)+Bsin(wt), x(0)=A=x,; x(0)=Bw=1,,

x(t) = xqcos(wt) + %Sin(a)t). (1.5.49)

angeben. Um dies in die Form (1.5.48) zu bringen, bemerken wir, dafy wegen der Additionstheoreme fiir die
Winkelfunktionen

x(t) = Ccos(wt — ¢y) = C[cos(wt)cos @y + sin(cwt ) sin ¢ | (1.5.50)
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

gilt. Vergleich wir dies mit (1.5.49), ergibt sich

Ccospy=1x, Csingy= %. (1.5.51)
Zunichst folgt
C? = C*(cos® gy +sin’ gpo):xg—l—(%)z. (1.5.52)
Wir konnen dann willkiirlich C > 0 annehmen. Dann ist
COs g = % = @y = :I:arccos<%>. (1.5.53)

Da arccosa € [0, 7t] fiir @ € [0, 1], bestimmt sich das Vorzeichen aus dem Vorzeichen von v, d.h.

®o = sign v, arccos<%>. (1.5.54)
Nun ist wegen w = 1/k/m
1 2F 2F
szxg—l—%fvgzz(/exqumvg):? :>C:+‘/?, (1.5.55)

was mit der Definition tur ¢, auf die Form aufgrund der spezifischen Wahl fiir das Vorzeichen
der Amplitude C > 0. Den Parameter ¢, nennt man die Phase der Schwingung.

1.6 Das Noether-Theorem (Lagrange-Form)

Das Noether-Theorem stellt eines der wichtigsten Resultate der mathematischen Physik fiir die gesamte mo-
derne Theorie-Bildung dar. Es stellt einen Zusammenhang zwischen Symmetrien der Wirkung (bzw. der
Variation der Wirkung) und Erhaltungsgroflen her, d.h. GrofSen, die als Funktionen der generalisierten Ko-
ordinaten, ihrer Zeitableitungen und evtl. explizit der Zeit entlang der Trajektorien des Systems, also fiir die
Losungen der Bewegungsgleichungen zeitlich konstant bleiben.

1.6.1 Symmetrien

Dabet verstehen wir unter einer Symmetrie im Sinne des Lagrange-Formalismusses eine Transformation der
Zeit- und verallgemeinerten Koordinaten der Art

t'=1t(t,9%,4%), ¢ =4"(t,4",4"), (1.6.1)

fiir die die Lagrange-Funktion L(g*,4’%,t"), geschrieben in den urspriinglichen Koordinaten und der ur-
spriinglichen Zeitvariablen dquivalent zur urspriinglichen Langrange-Funktion L(g*,4%,t) ist, d.h. es exi-
stiert eine Funktion (g%, t), so da

. dt’ . d
L(g"*, 4", t/)a =L(q*,4%, 1)+ En(qk, £). (1.6.2)

Dabei haben wir den Faktor dt’/d¢ eingefiihrt, damit sich die Integration in der transformierten Wirkung

§'Tg'1= tzld ("% G 41y — tzd dZ/L kb 6.3
[q']= t'L(q”,q",t)= L (q",4",t) (1.6.3)
t 21

*Man beachte, daf§ hier auf der linken und der rechten Seite der Gleichung dieselbe Lagrange-Funktion stehen!
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1.6 - Das Noether-Theorem (Lagrange-Form)

auf beiden Seiten auf ¢ bezieht.
Dabeti ist definitionsgemafd

d
-1k Ik
=— 1.6.4
1" =1 (1.6.4)
Im folgenden geniigen uns ,infinitesimale Transformationen®, d.h. wir schreiben

t=t+eT(t,q%4"), q” =4 +eQ/(t,4",4") (1.6.5)

und betrachten die Symmetriebedingung (1.6.2) als giiltig zur Ordnung 0(¢). Wir benétigen zunichst gemif}
(1.6.4)

L d s d

q’ = dt,qf = e gt ). (16.6)
Nun gilt

dt dt'\7 53 1 d

- (== = — —1—e—T+4+0 1.6.7

de/ <dt> 1+eiT @ “ (167
und damit

d

i = <1 _fd%r + @(62)> <q'f + G%Qj> — i te <%Qf —qf5T> +0(). (1.6.8)

Entwickeln wir nun die linke Seite von (1.6.2) bis zur Ordnung O(¢), erhalten wir mit (1.6.8)

Lg"*,q",t") = L(g*,¢" 1) +¢ [Qk oL < Q- > 2 1l L} +0(). (1.6.9)
dt / dgk dt
In (1 miissen wir nur fordern, dafl 2 = —eQ) —|— 0 1sl Pl denn wir fordern die Aquwalenz der Lagrange-
Funkt1onen auf der linken und rechten Seite von nur bis auf Groﬁen der Ordnung 0(€?), und Q mufd
von der Ordnung O(¢) sein. Damit folgt durch Emsetzen von in unter Beriicksichtung des
Faktors dt’/dt =1+ €dT /dt, daf§ eine Symmetrie vorliegt, wenn

k k /e T T
Q 9 < Q" — ; > +L—T+ tL+ —0=0 (1.6.10)

gilt. Betrachten wir nun, was dies fiir die Trajektorien des Systems bedeutet, also fiir diejenigen ¢*(¢), die die
Bewegungsgleichungen

d dL JdL
1.6.11
dr dgk 361 ( )
erfilllen. Zunichst ist
d dL d dL d dL
# 9L kY 9L _ ok k k 1.6.12
Q <dtQ>3q' Q dr dg* <sz>3q‘ dz<Q > ( )
und weiter
d k&’L ké’L JdL kdé’L kaL dL d< 5’L> dL
—L= — —_— = —_—. 1.6.13
dt 1 dq* Sq EPRRR AT dg* 8q +3t dt dg* +3t ( )
Setzen wir dies in (1.6.10) fiir L/ Jt sowie ein, folgt nach einigen Umformungen (Ubung!)
d ~
a(Qkpk—TH+Q):O, (1.6.14)

>Die Einfiithrung des zusitzlichen Vorzeichens ist Konvention.
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

wobei wir die generalisierten Impulse und die Hamilton-Funktion

oL )
pk:g_q-/e’ H=gq * (1.6.15)

verwendet haben. Dies ist ein Noether-Theorem: Liegt eine Symmetrie unter der ,infinitesimalen Transfor-
mation® (1.6.5) vor, d.h. erfiillt die Lagrangefunktion die Bedingung (1.6.10), so ergibt sich eine Erhaltungs-
grofle entlang der Trajektorien des Systems gemafd (1.6.14).

1.6.2 Raum-Zeit-Symmetrien

Das Newtonsche Raum-Zeit-Modell weist viele Symmetrien auf, und diese Symmetrien sollten von den fun-
damentalen Naturgesetzen fiir abgeschlossene Systeme erfiillt sein. Wir wollen nun fiir die Spezialfille eines
Systems aus einem bzw. zwei Teilchen die Bedingungen an die Lagrange-Funktion suchen, die sich aus dieser
Einschrinkung ergeben. Dies geschieht am einfachsten in kartesischen Koordinaten.

Betrachten wir zunchst den Fall fiir ein Teilchen. Dann wihlen wir als die g% die kartesischen Koordina-
ten x* des Ortsvektors dieses Teilchens. Die Raum-Zeit-Symmetrien umfassen nun die Homogenitit von
Raum und Zeit, die Isotropie des Raums und die Symmetrie unter Galilei-Boosts, d.h. die Unabhingigkeit
der Naturgesetze in Inertialsystemen, d.h. wenn man von einem Inertialsystem zu einem dazu gleichférmig
geradlinig bewegten Bezugssystem tibergeht.

Betrachten wir zunichst die Homogenitit in der Zeit, d.h. daf§ beliebige Translationen in der Zeit eine Sym-
metrietransformation sein mufi. Dies wird in unserem oben entwickelten Formalismus durch

t'=t+e, g*F=xF=>T=1, Q*=0 (1.6.16)

erfiillt. Setzen wir dies in die Symmetriebedingung (1.6.10) ein, erhalten wir

JdL d
—+—0=0. 1.6.17
EPRP ( )
Offenbar i}t sich dies fiir 2 = 0 und die Bedingung
dL
— =0 1.6.18
3, (1.6.18)

erfiillen, d.h. die Lagrange-Funktion darf nicht explizit von der Zeit abhingen. Gemif (1.6.14) ist die Ha-
milton-Funktion, also die Energie die der Zeittranslationssymmetrie entsprechende Erhaltungsgrofie. Im

folgenden gehen wir davon aus, daf3 erfille ist.

Der Homogenitit des Raumes entspricht die Translationsinvarianz in einer beliebigen Richtung 7

q’k =xtten*t'=t = Q/e =nf =const, T =0. (1.6.19)
Die Symmetriebedingung (1.6.10) verlangt, dafl
dLd
k
n*———-+—0=0 1.6.20
dxk  dr ( )

ist. Dies i}t sich wieder mit € = 0 erfiillen, und die Symmetrie verlangt dann, da L nicht von den x*
abhingt, denn wir kdnnen 7 = €, fiir k € {1,2,3} setzen, d.h. alle drei kartesischen Koordinaten miissen
zyklisch sein, und folglich sind gemif} (1.6.14) alle drei Komponenten des kanonisch konjugierten Impulses

_ 9L
Pk = gk

22

L=L(i"), (1.6.21)
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erhalten.

Der Isotropie des Raumes entspricht die Symmetrie unter Drehungen um beliebige Drehachsen. Eine infi-
nitesimale Drehung ist durch

t'=t, q*=xF—e8%*nle, lx =>T=0, QF= —Sanfeljlxl n! = const (1.6.22)

definiert. Wegen JL/8x* = 0 verlangt die Symmetriebedingung (1.6.10), wieder mit {2 =0 nur noch

aL
ik ./
—8%*nle €j1% ) =0 (1.6.23)
Wir kdnnen wieder 72 = ¢; fiir die drei kartesischen Basisvektoren ¢; setzen. Demnach mufl dL/J ik oc xk
sein, d.h. es gilt

L=L(x%). (1.6.24)

Gemaif (1.6.14) sind die entsprechenden Erhaltungsgroflen die drei Komponenten des Drehimpulses, denn

-

= QF py=—8"nle;;yx pp =7 (3 x p). (1.6.25)

Da wir fiir 7 wieder die drei kartesischen Basisvektoren setzen diirfen, sind alle drei Drehimpulskomponenten

[=%x? (1.6.26)
erhalten.
Die Invarianz unter Galilei-Boosts wird durch
t' =1, q’k =x*—enft = T =0, Qk :—nkt, n* = const (1.6.27)
beschrieben. Mit (1.6.24) verlangt die Symmetriebedingung (1.6.10)
d L d ~ ; el 3 Q
/e ke yri22
Q —2n*x,L =0. 1.6.28
ik " WL o (1628
Dies kann fiir eine Funktion {1 = fl(xk, t) nur fiir
Q:nkxk =mn-X, m=const (1.6.29)

erfiillt werden. Setzen wir dies in (1.6.28) ein, erhalten wir fiir L die Differentialgleichung

d
=" 5 1="32 (1.6.30)
d(;z) 2 2
Gemif (1.6.14) ist also
mi-X, =7 -(mX—pt) (1.6.31)

und, da wir wieder 77 = ¢; fiir alle drei kartesischen Basisvektoren ¢; setzen diirfen, der Schwerpunktsvektor

-

K=mX,=mi—pt (1.6.32)
erhalten. In der Tat beschreibt (1.6.30) offensichtlich ein freies Teilchen, das sich mit der Geschwindigkeit

% = p/m und dem Impuls p = mx = const geradlinig gleichférmig bewegt.
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

1.6.3 Zweiteilchensystem mit Wechselwirkungs-Zentralpotential

Wir kénnen uns nun auch leicht ein abgeschlossenes Zweiteilchensystem definieren. Offensichtlich erfiille
nimlich die Lagrange-Funktion

L=—"%24+232—V(r) mit r=I%—%) (1.6.33)

die volle Galilei-Symmetrie. Man rechnet mit Hilfe von (1.6.10) und (1.6.14) leicht nach (Ubung!), daf} die
Erhaltungsgrofien durch

My oy My . C
H= 21 X7 22 X2+ V(r) (Zeittranslationsinvarianz), (1.6.34)
P= Pt+p= ’”19_51 + m2§2 (raumliche Translationsinvarianz), (1.6.35)
[ = my Xy X py+myX, X p, (riumliche Drehungen), (1.6.36)

S myXy+myX,

. =MX—DPt, M= my+m,, X= (Galilei-Boostinvarianz). (1.6.37)

Es liegt nun nahe, diese Symmetrien moglichst dadurch auszunutzen, dafy man geeignete neue Koordinaten
einfiihrt. Offenbar eignen sich dafiir als erstes, die Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

X = , =X —X,. 1.6.38
M r xl x2 ( )

Zur Umrechnung der Lagrange-Funktion in die neuen Koordinaten bendtigen wir die Umkehrtransformati-

on (nachrechnen!)

XY=, =
M M

Damit ergibt sich die kinetische Energie durch einfaches Einsetzen und einfache Umformungen mit Hilfe der

neuen Koordinaten (nachrechnen!)

(1.6.39)

5 2 M3, )
=" M Py By =0 (1.6.40)
2 2 2 2 M
Die kinetische Energie ist schon durch die Relativkoordinaten gegeben, d.h.
M3 5
L:T—V:?Xz—i-%rz—V(r). (1.6.41)

Damit haben wir die Translationssymmetrie und Galilei-Boostsymmetrie bereits vollstindig ausgenutzt,
denn die Schwerpunktskoordinaten X sind zyklisch und folglich der dazugehérige kanonisch konjugierte
Impuls, der in diesem Fall einfach der gewohnliche Gesamtimpuls des Systems

> L
P = 8— —MX = const (1.6.42)

X

ist. Damit bewegt sich der Schwerpunkt geradlinig gleichférmig, denn wir kdnnen diese Gleichung wegen
P = const sehr einfach nach der Zeit integrieren, um

-

P -
X(t)=—t+X,, 1.6.43
()=t +%, (1649
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1.6 - Das Noether-Theorem (Lagrange-Form)

)

wobei die Integrationskonstanten )20 = const durch die Anfangsbedingungen x,(t = 0) = 9_5]‘ und 5‘5]~(t =
0)= 5;0), ebenso wie 1_5, bei t =0 bestimmt sind:

20, . =0
- N N - mixX,  —+ m,x
P = mlfvio) + mzvéo), ){O = —1 L 272

Die Bewegungsgleichungen fiir die Relativkoordinate 7 entkoppeln vollstindig von der nunmehr geldsten
Schwerpunktsbewegung. Wir haben also das Problem der Bewegung zweier Kérper mit einer Zentralkraft-
wechselwirkung auf ein effektives Einteilchenproblem zuriickgefiihrt. Wir brauchen also nur noch die La-
grange-Funktion

(1.6.44)

Ly=572—v(7) (1.6.45)

rel

2
zu betrachten. Wie oben bei der Anwendung des Noether-Theorems auf den Fall der Bewegung eines Teil-
chens ist diese Lagrange-Funktion unter beliebigen Drehungen des Vektors 7 invariant. Dies fiihrt auf die
Erhaltung des Gesamtdrehimpulses, den wir als

PO - . - 3 L e
[=7xp mit p=—=ux (1.6.46)
ar
schreiben kénnen. Nun ist aber R
2. =0, (1.6.47)

d.h. die Bewegung verlduft in der zeitlich konstanten Ebene senkrecht zum Drehimpuls I. Geometrisch ist
dA = 1de|F x 7| = %dt die in einer kleinen Zeit dt tiberstrichene Fliche des Radiusvektors 7. Dies ist das 2.
Keplersche Gesetz, das demnach offensichtlich fiir beliebige Zentralkrifte gilt.
Legen wir nun die 73-Achse des Koordinatensystems in Richtung von [ und den Koordinatenursprung so,
dafl 7; = (¢ =0) =0 ist, kdnnen wir Polarkoordinaten in der !-r2-Ebene einfithren, d.h.

rl 7 cos @
r2|=| rsing |, 7'03 =0=const. (1.6.48)
3 /3
0
Dann ist
) cos —sing )
F=7|sing |+7¢| cosp | => =77+ r2p% (1.6.49)
0 0
Dies in (1.6.45) eingesetzt liefert
L =546 =V () (1.6.50)

Es ist also in diesen Koordinaten ¢ eine zyklische Koordinate. Dies ist zu erwarten, weil sie die Drehung
des Radiusvektors in der 7!-r?-Ebene beschreibt und das System unter diesen Drehungen invariant ist. Der
dazugehorige kanonisch konjugierte Impuls ist

_aL

rel 2 .
= = t. 1.6.51
Py EF Mr-¢ =cons ( )
Dies ist aber wegen
[=u7 x7=urgeé (1.6.52)

der Betrag des Drehimpulses: p, = 1.
Nun hingt L auch nicht explizit von der Zeit ab. Folglich ist die Hamilton-Funktion

_ M2 20 ko —FE—
TH+V==(r"+r¢)+V(r)= 57 +-——+ V(r)=E = const. (1.6.53)

H, =pq —L =
rel p]q rel P 2/,67‘
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

1.7 Beispiel: Kepler-Bewegung

Als konkretes Beispiel fiir ein exakt l16sbares Zentralkraftproblem betrachten wir die Kepler-Bewegung, das
fir die Himmelsmechanik eine herausragende Bedeutung besitzt. In unserem Sonnensystem dominiert die
Masse der Sonne namlich tiber die Massen aller tibrigen Himmelskorper, und man kann in einer ersten Nihe-
rung zur Beschreibung der Planetenbewegung annehmen, dafy man es mit einem Zweikorperproblem der im
vorigen Abschnitt beschriebenen Art zu tun hat. Das Potential ist das Newtonsche Gravitationspotential

_Gmm, @

V(r)= (1.7.1)

y

mit der Newtonschen Gravitationskonstanten G = 6,67408(31) - 107" m’> kg™ ' s™2. Wir setzen dies in

(1.6.53) ein:
u., 12 a
—7r°4+———=L. 1.7.2
2 2ur? r 17.2)
Diese Differentialgleichung 1if3t sich zwar formal integrieren. Die Losung ist aber nicht ganz einfach zu in-
terpretieren.
In diesem Fall kénnen wir aber die Bahnkurve bestimmen, indem wir 7(¢) berechnen. Wir nehmen dabei
an, dafl / > 0 ist. Dann ist

Dabei bedeutet der Strich die Ableitung nach ¢. Setzen wir dann r =1/s, folgt
, r ({T73) [,

S == = r=—s". (1.7.4)
r 7
Einsetzen (1.7.2) ergibt dann
2ua 2uE
(s') + 52— 7—25 - ';‘—2 (1.7.5)

Die Losung vereinfacht sich, indem wir diese Gleichung nochmals nach ¢ ableiten:

s/<s”+s—%> —o. (1.7.6)

Wir haben also entweder s’ =0, oder die Klammer muf verschwinden.

Der erste Fall s” = 0 bedeutet, dafl » = const ist, d.h. 7 beschreibt eine Kreisbahn. Im zweiten Fall gilt
_ K2

= 1—2.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wie in [Hee14]] in

Kapitel 5 austiihrlich gezeigt, ergibt sich die allgemeine Losung dieser Gleichung durch die Summe aus der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung

Z

s"+s (1.7.7)

st 4 Shom =0 (1.7.8)

und irgendeiner beliebigen Losung der inhomogenen Gleichung. Die allgemeine Losung der homogenen Glei-
chung ist offenbar durch

Shom($) = Acos(¢ + ¢5) (1.7.9)
gegeben. Offenbar ist weiter

Sinh(9) = % (1.7.10)
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1.7 - Beispiel: Kepler-Bewegung

eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung. Wir kénnen die allgemeine Lésung von (1.7.7) also in der

Form 2
a 1 1
s(9) =1+ ecoslp+ o)) = 1o)==, (1.7.11)

Dabei sind € und ¢, Integrationskonstanten. Wir kdnnen offenbar durch Drehen der Basis in der 7!-72-Ebene
erreichen, dafl die Integrationsconstante ¢, = 0 und € > 0 sind. Dann kennzeichnet ¢ = 0 den maximalen
Wert von s, d.h. ¢ = 0 kennzeichnet den minimalen Wert von r entlang der Bahn der beiden Kérper. Fiir die
Planetenbewegung um die Sonne ist das der Punkt, an dem sich Planet und Sonne am nichsten kommen, der
Perihel. Dann wird

(0) P i a (17.12)
r e S— = —. 7.

v 1+e€cose P ua

Das ist aber gemif3 der Betrachtung in [[Hee14] (Abschnitt 3.3) ein Kegelschnitt mit dem Koordinatenur-
sprung in einem Brennpunkt, und zwar fiir ¢ = 0 ein Kreis, fiir 0 < € < 1 eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine Parabel
und fiir € > 1 eine Hyperbel.

Wir kénnen leicht verstehen, warum es sowohl gebundene Kreis- bzw. Ellipsenbahnen als auch ungebundene

Parabel- bzw. Hyperbelbahnen gibt, indem wir auf (1.7.5) zuriickgehen. Dazu setzen wir die Losung (1.7.11)
in (1.7.12) ein. Dies ergibt nach einfachen Umformungen (Ubung!)

2[%E
pa?’

Wir haben also fiir £ < 0 eine Ellipsen- oder Kreisbahn, fiir £ = 0 eine Parabelbahn und fiir £ > 0 eine
Hyperbelbahn. Dies wird anhand der folgenden Skizze klar, in der das effektive Potential

a I?
r * 2ur?
geplottet ist. Gemaf3 muf} offenbar E > —ua?/(21?) sein, damit €2 > 0 sein kann. Fiir den Minimal-
wert beriihrt £ das Potential nur in seinem Minimum, und demzufolge muf$ » = const sein, denn Werte fiir
7, wo V.g(r) > E wird, kann das System entlang seiner Bahn nicht erreichen, weil T, = u#2/2 > 0 ist und
folglich nicht erfiillt sein kann. Fiir groflere Werte schneidet die Linie £ = const den Graphen von Vg
entweder in zwei Punkten (fiir —ua?/(2/%) < E < 0) oder in genau einem Punkt (fiir £ > 0). Im ersteren Fall,
bleibt r auf das Intervall zwischen diesen beiden Schnittpunkten des Graphen von V4 beschrinkt. An diesen
Punkten wird T, =0, und die Bewegung kehrt sich um. In diesem Fall ist die Bewegung also periodisch ent-
sprechend der Bewegung der Korper auf Ellipsen- bzw. Kreisbahnen um den gemeinsamen Schwerpunkt, der
ein Brennpunkt der Ellipse bzw. der Mittelpunkt des Kreises ist. Das ist das 1. Keplersche Gesetz. Fiir £ >0
erreichen die Korper den Punkt grofiter Annaherung, worauf sich die Bewegung umkehrt und sie sich wieder
voneinander entfernen. Die beiden Korper beschreiben dann beide Parabel- bzw. Hyperbelbahnen mit dem
gemeinsamen Schwerpunkt als Brennpunkt.

=1+ (1.7.13)

Verr(r) =— (1.7.14)

Wir konnen schliefilich auch noch das 3. Keplersche Gesetz fiir einen Planeten herleiten. In der Umlaufzeit
T iiberstreicht 7 die Fliche der Ellipsenbahn A = 7ab andererseits ist

=3 (1.7.15)
Wir miissen also nur noch
T = zn’l‘“b (1.7.16)
mit Hilfe von @ und Konstanten ausdriicken. Dazu verwenden wir die Geometrie der Ellipse aus [Heel4]]
(Abschnitt 3.3). Demnach ist
T= Z”Tf‘m/m = 2”7%2(1 —éY). (1.7.17)
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Andererseits ist

2
»= % —a(1—F) = a= 1iz (1'7'12:1'7'13)—% = E :—%. (1.7.18)
bzw.
1—é? :—ZZZE = L (1.7.19)
ua?  uaa
Quadrieren wir und verwenden (1.7.19), erhalten wir schliefllich
2 At A s (1.7.20)

= a
a G(my+ m,)

Falls nun, wie in unserem Sonnensystem 7, > m, (wobei m, die Masse der Sonne und 7, die Masse des
Planeten ist), gilt
4 2 4 2
C S L — L (1.7.21)
G(m1 + mZ) Gm1

d.h. die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der groflen Halbachsen der Kepler-Ellipsen,
und dies ist das 3. Keplersche Gesetz.

1.8 Die Hamiltonsche kanonische Mechanik

In diesem Abschnitt kommen wir nun auf die im Hinblick auf die Erweiterung der Physik im Sinne der
Quantentheorie wichtigste Formulierung der Mechanik, den Hamilton-Formalismus. Auch innerhalb der
klassischen Mechanik ermdglicht diese Formulierung die tiefgriindigste Behandlung der Symmetrieprinzipi-
en und elegante Methoden zur Losung der Bewegungsgleichung.

Die Grundidee besteht darin, das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung im Konfigurationsraum, pa-
rametrisiert durch verallgemeinerte Koordinaten ¢*, zu einem Hamiltonschen Prinzip im sog. Phasenraum
zu erweitern. Der Phasenraum beschreibt dabei die Bewegung des Teilchens durch die verallgemeinerten Ko-
ordinaten ¢* und die dazugehdrigen kanonisch konjugierten Impulse

AL

Wir gehen dabei davon aus, dafd sich die §* vermége (1.8.1) eindeutig als Funktionen der ¢* und p j ausdriicken

lassen. Es gibt zwar Fille, sog. singulire Probleme, bei denen dies nicht der Fall ist, aber wir behandeln diesen
recht komplizierten Fall in dieser Vorlesung nicht. Der interessierte Leser sei auf [[Dir58]] verwiesen.

Im reguliren Fall, also wenn sich die 4/ vermége (1.8.1) als Funktionen der ¢* und p; schreiben lassen (und

evtl. auch explizit von der Zeit, falls die Lagrange-Funktion L explizit zeitabhingig ist), folgt nun fiir das totale
Differential der Hamilton-Funktion

aL aL dL
_ -k _ .k .k b
H=pq4 —L = dH_<pk_3_qle>dq +4q dpk—g—qkdq —Edt (1.8.2)
Wegen (1.8.1) verschwindet die Klammer vor den dg¥, und es folgt
dL dL
dH =¢*dp, — ——dq* — ==d. 1.8.3
q dpy 24+ 3, t (1.8.3)

Da wir voraussetzungsgemiafl die ¢* durch die p; und g* ausdriicken konnen, konnen wir also

H = H(q*, p;»t) annehmen, d.h. die Hamilton-Funktion als Funktion der generalisierten Koordinaten q*,
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1.8 - Die Hamiltonsche kanonische Mechanik

der dazugehérigen kanonisch konjugierten Impulse p; und evtl. explizit der Zeit ¢ betrachten. Der Vergleich

mit (1.8.4) ergibt dann

JH JL JH JL JH
i =5—, =—a == (1.8.4)
dq* dqk’  dt dt
Betrachten wir nun die Bewegungsgleichungen. Aus dem Hamiltonschen Prinzip, wie wir es oben in Ab-
schnitt 1.5 hergeleitet haben, gelten fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen die Euler-Lagrange-Glei-

chungen

. d dJL  JL
_ddL _dL 1.8.5
Pe= 3 agk T agk (1.8.)
Wegen (1.8.4) gilt also
o_OH . _ IH 156
T=op =g &

Dies sind die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen. Sie sind eine weitere dquivalente Formulierung
der Bewegungsgleichungen der Newtonschen Mechanik, soweit es sich um ein dynamisches System handelt,
das sich mit dem Lagrange-Formalismus beschreiben 1af3t fiir das sich die generalisierten Geschwindigkei-
ten ¢* als Funktionen der ¢* und p; ausdriicken lassen (regulire Hamiltonsche Systeme). Es handelt sich
nun um ein System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir eine Trajektorie im Phasenraum, der durch
(4%, p;) aufgespannt wird. Hat man also / voneinander unabhingige generalisierte Koordinaten g*, ist der

Phasenraum 2f-dimensional. Die Bewegungsgleichungen fiir die 4* aus dem Hamiltonschen Prinzip waren
zweiter Ordnung, und ihre Losung wird eindeutig durch Vorgabe von Anfangsbedingungen g* und ¢/ zu
einer Zeit ¢, bestimmt Werden Entsprechend sind die kanonischen Gleichungen (1.8.6) leferentlalglelchun-
gen 1. Ordnung fiir die ¢* und p;» deren Losungen eindeutig durch Vorgabe von Anfangsbedmgungen g*

und p; zur Zeit ¢ = t, eindeutig bestimmt werden. Da wir die p; durch die ¢ * und q; ausdriicken kénnen,
bestimmen die Anfangsbedingungen fiir die Bewegungsgleichunen in der Lagrange-Form auch eindeutig die
Anfangsbedingungen im Phasenraum, wie sie fiir die Losung der kanonischen Gleichung vorgegeben werden
miissen. Da wir weiter angenommen haben, daff das Hamiltonsche System regulir ist, bestimmt auch um-
gekehrt die Vorgabe der Anfangsbedingung im Phasenraum eindeutig die Anfangsbedingung im Raum der
g* und 4*. Die Bewegungsgleichungen in Lagrangescher Formulierung und die Hamiltonschen kanonischen
Gleichungen sind also in der Tat vollstindig zueinander dquivalent.

Als nichstes folgt aber der entscheidende Vorteil der Hamiltonschen Formulierung, der darin besteht, dafy wir
das Hamilton-Prinzip der kleinsten Wirkung bzgl. Variationen im Konfigurationsraum erweitern konnen zu
einem Wirkungsprinzip bzgl. Variationen im Phasenraum.

Wir bemerken nun, daf} wir die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (1.8.6)) auch aus einem erweiter-
ten Prinzip der klemsten erkung erhalten kénnen. Dazu schreiben wir d1e Wirkung als Wirkung im
Phasenraum, indem wir (1.8.2) verwenden, um die Lagrange-Funktion durch die Hamilton-Funktion auszu-
driicken. Entscheidend ist dabe1 nun aber, dafl wir die Variationsmoglichkeiten dahingehend erweitern, dafy
wir die generalisierten Koordinaten ¢* #nd die kanonisch konjugierten Impulse p ; unabhingig voneinander

variieren diirfen. Dabei sollen die Variationen der g% den iiblichen festen Randbedingungen der Trajaktorien
im Konfigurationsraum wie beim urspriinglichen Hamilton-Prinzip erfiillen, also 8¢%(¢,) = 84*(z,) = 0,
wihrend wir den Variationen der p; keinerlei Randbedingungen auferlegen. Dann lautet das Phasenraum-

Wirkungsfunktional
o)
St p1= [ dita’ pu—10) 187
31

Die Variation lautet dann

oH oH
as:f dt[3 +< ——>8 _9H g ] (1.8.8)
. q Pr EPS Pr EPS q
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Da beim Hamiltonschen Variationsprinzip die Zeit nicht mitvariiert wird, gilt 8¢* = d(84*)/dt, und wir
kénnen im ersten Term partiell integrieren und die Randbedingungen 8¢%(z,) = 8¢*(t,) ausnutzen. Dann

folgt
b JH JH
é‘S:J dt[<'k——>3 —<' +—>8 ’e]. (1.8.9)
} q apk Pr Pr qu q

Dann wird &S fiir alle nun als #nabhingig voneinander angenommen Variationen 8 ¢* und & p,, genau dann
stationir, wenn die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (1.8.6) erfiillt sind, d.h. sie folgen aus dem eben
betrachteten verallgemeinerten Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung fiir Phasenraumtrajek-
torien.

1.8.1 Beispiel: Der harmonische Oszillator

Als einfaches Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator in der Hamilton-Formulierung des Wir-
kungsprinzips. Die Lagrange-Funktion lautet

=" 92 (1.8.10)
2 2
Der kanonisch konjugierte Impuls ist
dL
L=l (1.8.11)
ax m

Die Geschwindigkeit % 143t sich also eindeutig durch p ausdriicken, und es liegt demzufolge ein regulires
Hamiltonsches System vor. Daraus folgt eindeutig die Hamiltonfunktion als Funktion von x und p, also

2 2 2
. . m ., mw P mow
H=xp—L=mx’—L=—x*+ 2= 4 2, 1.8.12
Xp mx 5 X 5 X py 5 X ( )
Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten demzufolge gemif3 (1.8.6)
JH p . JH )
X=—===, =———=—mwx. 1.8.13
dp m P dx ( )
Setzt man nun die erste in die zweite Gleichung ein, folgt
p=mi=—mew’x = i=—wx, (1.8.14)

also wie zu erwarten die korrekte Bewegungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator.

1.9 Kanonische Transformationen

Die Bedeutung des erweiterten Hamiltonschen Prinzips die Bewegungsgleichung nicht nur forminvariant un-
ter allgemeinem Wechsel der Koordinaten ¢/ des Konfigurationsraums (in Gestalt der Euler-Lagrange-Glei-
chungen) sind, sondern auch unter allgemeineren die generalisierten Impulse einschlieffenden Transformatio-
nen, die die Variation des im Phasenraum formulierten Wirkungsfunktionals invariant lassen. Solche
Transformationen bezeichnen wir mit Hamilton als kanonische Transformationen.

Wir gehen nun wie bei der analogen Frage bei der Lagrangeschen Formulierung in Abschnitt[1.5.2]vor, wobei
wir die am Ende gegebene Betrachtung anhand des Wirkungsfunktionals ausnutzen.

Um die Bedingungen an eine beliebige Transformation
7" =q"Q% Py 1), pp=pp(QF. Py t) (1.9.1)
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1.9 - Kanonische Transformationen

dafiir zu finden, daff sie die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen forminvariant lassen, miissen wir nur
verlangen, daf} die Variation des Wirkungsfunktionals in beiden kanonischen Koordinatensystemen
gleich ist, wobei wir zulassen wollen, daf fiir die neuen kanonischen Koordinaten (QF, P, ) auch eine neue
Hamilton-Funktion H'(Q¥, P, t) eingefiihrt werden kann. Die Variation der Wirkung bleibt gemaf dieser
Betrachtung invariant unter dieser kanonischen Transformation, wenn

t
AI:f Zdt[pqu—H—Pka +H/:|, (192)
4

gelesen als Wegintegral im sogenannten erweiterten von (t,q, p) parametrisierten Phasenraum, ein totales
Differential
dt(H'—H)+dg* p, —dQFP, =df (1.9.3)

sein muf$, wobei f gemif} der auf der linken Seite auftretenden Differentiale als eine Funktion von ¢, Q und
t aufzufassen ist. Der Vergleich zwischen der linken und rechten Seite zeigt weiterhin, daf}

f __9f

H'—H=20f, sza—qk, Pk__Q_Qk

(1.9.4)
gilt. Die Transformation (1.9.1) ist also genau dann eine kanonische Transformation, wenn es eine Funktion
f der alten und der neuen generalisierten Koordinaten ¢* und Q¥ gibt, so daf§ die Beziehungen (1.9.4) gelten.
Nach dem Lemma von Poincaré ist das wenigstens lokal nur dann der Fall, wenn

e __ 9P

30/ = 7gF (1.9.5)

1St.

Esist klar, daf§ es viel einfacher ist, wenn wir die Funktion f willkiirlich vorgeben und die ,alten Koordinaten®
(¢, p) mit Hilfe der Bedingung durch die ,neuen Koordinaten“ (Q, P) ausdriicken. Wir nennen daher
f auch Erzeugende der kanonischen Transformation. Ist f explizit zeitabhingig, diirfen wir dabei nicht
vergessen, auch die Hamiltonfunktion gemaf3 zu transformieren.

Es ist manchmal allerdings bequemer, die erzeugende Funktion mit Hilfe anderer Paare alter und neuer Pha-
senraumkoordinaten auszudriicken. Hier bewihrt sich das schon bei der Herleitung der Hamiltonschen ka-
nonischen Gleichungen angewandte Prinzip der Legendre-Transformation. Als Beispiel leiten wir den fiir
das folgende wichtigsten Fall her, daff wir die Erzeugende als Funktion g der alten Konfigurationsraumkoor-
dinaten ¢ und der neuen kanonischen Impulse P vorgeben. Dann schreiben wir

a a a
f(@,Q.0)=g(q.P,t)— Q' Py = df =dg* Z5L —dQ*P, + <ﬁ—Q’€>dP,e + 284 (19.6)
24* P, 1
Das bedeutet, daf$ p
81
Q=251 (1.9.7)
oP,

sein mufl, damit f die geforderte Abhingigkeit von ¢ und Q hat. Setzten wir (1.9.6) in (1.9.4) ein, finden wir,

daf§ die kanonische Transformation durch g gemif}

%
H/:H"i_atgl’ Pr= _glle’ Qk
dq
erzeugt wird. Aus der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von g; nach den ¢ und P folgt daraus die
Beziehung

_9a

= 1.9.8
35, (1.9.8)

dpe _ 3Q!
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Als nichstes betrachten wir die Legendre-Transformation

% d
— k _ & /e k &
Daraus folgt wieder wie im bei (1.9.6)
dg dg
H' =H+3,g, ¢"=—=>2, P=—222. 1.9.11
+08 4 apk k ng ( )
Die Vertauschbarekeit der zweiten Ableitung von g, nach p und Q liefert damit die Bedingung
k
29" _ 90 (1.9.12)
aQl dp

Schliellich kombinieren wir beide Legendretransformationen (1.9.6) und (1.9.10) indem wir von g, ausgehen:

dg, dg dg
2(p,Q.1) = &(p, P, 1) — Q" P, =>dg2—dplegp +dpk<gp3 k>—koP/e+9—:df- (1.9.13)
Mit folgt daraus
dg dg
H =H+3d,g, ¢"'=—222, Q*=22. 1.9.14
tag, =g Q 2P, (1.9.14)
Die Vertauschbarkeit der zweiten Ableigungen von g; liefert schliefllich die Bedingung
k /
99° _ 9 (1.9.15)
ar,~ dp

Aus den Bedingungen (1.9.5}[1.9.9}[1.9.12}[1.9.15) kénnen wir nun die Unabhingigkeit der sog. Poisson-Klam-
mer von der Wahl der kanonisch konjugierten Phasenraumvariablen nachweisen, also die Kovarianz der
Poisson-Klammer bzgl. kanonischer Transformationen. Dabeti ist die Poisson-Klammer fiir zwei beliebige

Funktion A(g, p) und B(g, p) durch

JA 9B _ JdB JA
dqk dp, Iq* 3Pk.

Dazu schreiben wir fiir zwei beliebige Phasenraumfunktionen A und B die Poisson-Klammern mit den neuen
Phasenraumkoordinaten (Q, P) an,

aA 3B
N aqf N A 9p; <aB aqm+ dB dp,
- \dq/ dQF  Ip; IQk )\ g™ AP, Ip,, IQ

{A’B}:

(1.9.16)

{4, B}QP) =
(1.9.17)

)- s

wobei (A4, B) fiir den Ausdruck steht, der durch den voranstehenden Term durch Vertauschen von A mit B
hervorgeht. Ausmultiplizieren der Klammern und Beriicksichtigung der Antisymmetrisierung bzgl. Vertau-
schen von A und B ergibt unter Zuhilfenahme der Begingungen (1.9.5, [1.9.9}[1.9.12} [1.9.15) in der Tat die
Poissonklammer geschrieben in den ,alten Variablen® (g, p). Als Beispiel fiir diese Rechnung betrachten wir
den antisymmetrisierten ersten Term

JA OB <aqf dqm  dqm 9qf'>__3A B | a4/ 0Q% 384/ ap, o (1.9.18)

091 dqm\3Q, P, 3QkIP, dq) dqm | IQ* dp,  IP, Ip,

94712,
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Zusammentfassen der tibrigen Terme ergibt dann in der Tat

{A, B} @) = (A, B}@P) .= {A,B)}. (1.9.19)

1.10 Die symplektische Struktur des Phasenraums und Poisson-Klammern

In diesem Abschnitt verwenden wir das erweiterte Hamiltonsche Prinzip um einen Einblick in die lokale
geometrische Struktur des Phasenraums zu gewinnen. Dies liefert auch noch weitere Einsichten zur Poisson-
Klammer und der eben hergeleiteten Forminvarianz unter kanonischen Transformationen.

Dazu gehen wir von der oben hergeleiteten Kovarianzbedingung (1.9.3) aus, die wir jedoch in der Abhingig-

keit von den neuen Koordinaten (Q, P) und in seiner Gestalt in Form von Zeitableitungen anschreiben, d.h.

wir setzen F(Q,P,t) = f[q(Q,P),Q,t]:

. : d
Prd* —H(q", ppt) = P*Qu—H'(Q", Py 1) + - F(Q, P,1). (1.10.1)

Integration dieser Gleichung bzgl. ¢ von #; bis #, und Substitution der (g, p) zugunsten der (Q, P) auf der
linken Seite ergibt schliefilich

4t i (.-, 20 .20 (1 1) | = —FQ. P 102
. £ Q j_p/eg_(gj — Pk 73_Pj_< —H)|=—=F(Q,P,1)|;. (1.10.2)
Jetzt fassen wir das linksstehende Integral als Kurvenintegral im sogenannten erweiterten Phasenraum, der
durch die (2f + 1) Parameter (Q, P, t) parametrisiert wird, auf. Da die rechte Seite nur von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve abhingt, mufl nach dem Poincaréschen Lemma der Integrand ein totales Differential
sein. Dabei ist —F das Potential des iiber die Kurve integrierten Feldes im erweiterten Phasenraum:
I(=F) 9q*  I(=F) 9q*  I(=F) :

—=P.—pp=—, =—pr=, =—(H —H). 1.10.3
Das ist aber nur der Fall, wenn die Integrabilititsbedingungen, die aus der Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen von F nach den Q und P folgen, erfiillt sind:

' _ 94" Ip 99" Ipp _ ol — _
(k=567 25, ~ 25200 =% (@@, =(PpP1), =0 (1.104)

Das fir beliebige Phasenraumtransformationen ¢(Q, P, t), p(Q, P, t) definierte Objekt (X, Y);, , wobei fir X
und Y beliebige neue Phasenraumkoordinaten (Q, P) eingesetzt werden konnen, heifit Lagrange-Klammer.
Eine kanonische Transformation liegt also genau dann vor, wenn die Lagrangeklammern invariant unter
dieser Transformation sind. Es ist namlich klar, daf} fiir die identische Transformation Q = ¢, P = p die
Lagrangeklammerbeziehungen erfiillt sind.

Die Lagrangeklammer stellt nun aber keine besonders bequem zu berechnende Konstruktion dar, wenn es

darum geht, fiir gegebene neue Koordinaten (Q, P) zu entscheiden, ob sie eine kanonische Transformation
der (gq, p) darstellen. Wir wollen vielmehr die Bedingungen (1.10.4) durch Ableitungen der neuen Phasen-

raumkoordinaten nach den alten ausdriicken. Dazu betrachten wir die Jacobimatrix der inversen kanonischen
Transformation , , .
j=(3Q1e 221
apz/aq] 8Po/apj .

Dabei sollen die partiellen Ableitungen jeweils als f x f-Blockmatrix verstanden werden. Damit ist / insge-
samt eine (2f) x (2f )-Matrix. Die Bedingunen (1.10.4) lassen sich nun durch die inverse Matrix

L (99/9Q" 9p;/9Q
r=(Gan ) (100

(1.10.5)
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

ausdriicken. Dazu fithren wir die sogenannte symplektische Fundamentalmatrix

j
S = <_Z\]. é;z' > (1.10.7)

ein. Offenbar gilt S~! = —§ = §*. Man bezeichnet einen (2f)-dimensionalen Vektorraum mit einer anti-
symmetrischen Bilinearform dieser Art als symplektischen Vektorraum. Analog dazu, wie im euklidischen
Raum die Einheitsmatrix das kanonische Skalarprodukt darstellt, gilt dies fiir die antisymmetrische Bilinear-
form eines symplektischen Vektorraums mit der symplektischen Fundamentalmatrix §.

Das Analogon zu den orthogonalen Transformationen im euklidischen Raum entsprechen bilden im sym-
plektischen Raum die symplektischen Abbildungen, die entsprechend als diejenigen umkehrbar eindeutigen
linearen Abbildungen im R? definiert sind, die das durch S definierte symplektische Produkt (x,y), = xSy
zweier beliebiger Vektoren x und y invariant lassen. Ist 7 die darstellende Matrix einer symplektischen Ab-

bildung, dann muf§ gelten 7°ST = S.
Man kann nun die Bedingungen (1.10.4) kurz wie folgt schreiben:

ghys =8 =8t =5. (1.10.8)

Das bedeutet aber, daf} J in jedem Punkt des Phasenraums eine symplektische Transformation ist. Demnach
ist eine Transformation (g, p) < (Q,P) genau dann kanonisch, wenn sie lokal symplektisch ist. Man be-
zeichnet solche lokalen symplektischen Transformationen einer Mannigfaltigkeit auch kurz als Symplekto-
morphismen.
Die in letztgenannte Form der Bedingungen lassen sich in Komponenten zerlegt kurz wie
folgt schreiben

_3Q/dp,  3Qi Ip
B dqk dp,  Ipp Ig*

{Q.p}: =5/, {Q.Q'}={r.p}=0. (1.10.9)

Damit ist aber eine manifest kovariante Charakterisierung der lokal symplektischen Struktur des Phasen-
raums durch die bereits im vorigen Abschnitt eingefiihrten Poisson-Klammern

JA 9B _ JA 9B
dqk dp, Ipy, Iq*

{A,B} = (1.10.10)

gegeben, wobei A und B beliebige im Phasenraum definierte Funktionen sind.

Auch die Bewegungsgleichungen lassen sich leicht mit Hilfe von Poissonklammern formulieren. Die totale
Zeitableitung einer im Phasenraum definierten Funktion entlang der durch die Bewegung des Systems gege-
benen Trajektorie, ist nimlich offenbar durch

dA_3A ., GA. 3A_ oA
a—a—qkq +a—pkpk+— {A’H}+E (1.10.11)

at

gegeben. Dabei haben wir die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen benutzt und einer eventuel-
len expliziten (d.h. nicht durch die Trajektorie [¢(¢), p(t)] eingeprigten) Zeitabhingigkeit, von A Rechnung
getragen.

Wir betrachten nun noch einige wichtige Eigenschaften der Poisson-Klammer, die zeigen, daf} sie auf dem
Vektorraum der glatten Phasenraumfunktionen (d.h. beliebig oft partiell stetig differenzierbaren Funktionen
A(q, p)) ein sog. Lie-Produkt bilden, d.h. mit der Poisson-Klammer als Produkt wird dieser Funktionenvek-
torraum V zu einer Lie-Algebra. Das Lie-Produkt ist zunachst eine bilineare Abbildung V x V — V, d.h.
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sie bildet zwei glatte Phasenraumfunktionen in eine neue glatte Phasenraumfunktion ab, und fiir beliebige
Phasenraumfunktionen A, B und C und beliebige A, A, € R gilt (nachpriifen!)

und die analoge Beziehung fiir das zweite Argument. Weiter rechnet man nach, daf§ die Bezichungen

(A,B} =—{B,A}, (1.10.13)
{A,{B,C}}+{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0 (1.10.14)

gelten (nachrechnen!). Dies sind die definierenden Eigenschaften eines Lie-Produkts. Die zweite Zeile heifit
Jacobi-Identitit. Die so definierte Algebra der Poissonklammern macht also den Funktionenraum V zu einer
Lie-Algebra.

Die Poissonklammern gentigen zusitzlich zur Lie-Produktstruktur auch der sog. Derivationseigenschaft
(AB,C}=A{B,C} +{A,C}B, (1.10.15)

wobei das Produkt zweier Funktionen punktweise aufgefaflt wird. Die Bezeichnung ,Derivationseigenschaf-
ten® rithrt daher, daf§ (1.10.15) die Form der Produktregel fiir Ableitungen besitzt. Wie wir im nichsten
Abschnitt sehen werden, konnen wir fiir eine fest vorgegebene Phasenraumfunktion C mittels

LoA={A,C} (1.10.16)

den Operator £, die durch C generierte Lie-Ableitung, definieren. Offensichtlich ist dieser Operator eine
lineare Abbildung im Vektorraum der Phasenraumfunktionen, der wegen (1.10.15) die Produktregel

Weiter gilt die Produktregel auch fiir Poisson-Klammern:
S0 [{A,B)] = (£cA,B) +{A, £.B) . (1.10.18)

Zum Beweis rechnen wir die rechte Seite aus, indem wir die Definition der Lie-Ableitung (1.10.16) verwenden
und mittels (1.10.13) und (1.10.14) umformen:

{LcABY+{A, LB} ={{A,C},B} +{A,{B,C}}
B2 .0 — (8. (4.

{A,{B,C}}+1{B,{C,A}} (1.10.19)
= (A {B,C}} +{B.{C.A}) + {C.{A.B)} = {C.{A.BY
29 (e P am), ) B e A B,

1.11 Beispiele zu kanonischen Transformationen

Hier wollen wir einige Beispiele zu kanonischen Transformationen, die wir in den vorigen Abschnitten
auf verschiedene Arten definiert haben. Zum einen kann man kanonische Transformationen definieren, in-
dem man erzeugende Funktionen willkiirlich festlegt. Sie sind stets als Funktionen eines Satzes alter und
neuer kanonischer Koordinaten definiert und diirfen auch explizit zeitabhingig sein. Man kann alle vier
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Kombinationen von alten und neuen Koordinaten verwenden, je nach Bequemlichkeit fiir die jeweilige An-
wendung. Wir stellen die vier Fille nochmals tibersichtlich zusammen. Sie wurden hergeleitet in den Gln.
(T9AT9.8/T9.111.9.14)

dg

g=28(¢,Q,t): szg_qk, Pk:_é’—Qk’ H’:H+E, (1.11.1)
g=2g(g,P1): pk=§—;,€, Qk=5—1§k, H’:H+%, (1.11.2)
g=g(p,Q,1): qk:—j—}i, Pk:_;_ée’ H’:H+%, (1.11.3)
g=g(p,Pt): qk:—;—;, Qk:j_li’ H’:H+%. (1.11.4)

Andererseits haben wir auch gezeigt, daf} eine Transformation (g, p) <= (Q, P) genau dann kanonisch ist,
wenn die Poisson-Klammern ungedndert bleiben:

{¢".d'} ={Q" Q) ={pep;} ={PuP;} =0, {d".p;}={Q"P;}=3]. (1.11.5)

Dabei ist die Poisson-Klammer zwischen Phasenraumfunktionen ihrerseits frominvariant unter den kanoni-
schen Transformationen, kann also sowohl mittels der alten als auch der neuen Koordinaten ausgerechnet
werden gemaf3

JA 3B 3B A _ 3A 3B 3B 24
24 3p. 34t dp,  OQFIP, AQFIP,

{A,B} = (1.11.6)

1.11.1 Beliebige Diffeomorphismen im Konfigurationsraum

In der Lagrangeformulierung der analytischen Mechanik konnten wir von beliebigen generalisierten Koordi-
naten g zu beliebigen neuen generalisierten Koordinaten Q tibergehen. Die Abbildung muf3te nur (zumindest
lokal) umkehrbar und differenzierbar (also ein Diffeomorphismus) sein. Es ist klar, daff demnach eine solche
Transformation stets zu einer kanonischen Transformation erweiterbar sein mufy. Wir geben also lediglich

7" =1Q.1) (1.11.7)

vor und fragen, ob wir diese Vorgabe durch eine kanonische Transformation im Hamiltonformalismus rea-
lisieren konnen. In diesem Fall ist das sehr einfach, denn wir brauchen z.B. nur auf den Generator vom Typ

(1.11.3), g = g(p,Q, t) zuriickzugreifen. Zunichst ist

bl .
7' =—25 = HQ.0) > ¢(p. Q1) =—p,f1(Q1). (1.11.8)
apk

Man beachte, daf§ wir nicht den allgemeinst moglichen Fall betrachten. Wir brauchen nur eine mégliche ka-
nonische Transformation, d.h. wir verzichten auf das Ausschreiben der jeweiligen ,Integrationskonstanten®
beim Hochintegrieren partieller Ableitungen. Gemif} miissen wir dann die neuen kanonischen Im-
pulse gemaf3

__9ds _ fF
k= _S_Qk =P é’_Qf

Voraussetzungsgemifl ist (1.11.7) ein Diffeomorphismus und damit diese Gleichung nach den p; auflésbar,

(1.11.9)

weil die Jacobi-Matrix d f*/JdQ’ eines Diffeomorphismus invertierbar ist. Damit haben wir aber die ge-
wiinschte kanonische Transformation gefunden.
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1.11 - Beispiele zu kanonischen Transformationen

Wir bemerken, dafl sich die p; kontravariant zu dg’ transformieren, was die Wahl der Indexstellung der
kanonischen Variablen inspiriert. In der Tat gilt (bei festgehaltener Zeit ¢!)
dq*

. aqQ7
k_ — — + —
dg® =dQ’ 207 P =P, e (1.11.10)

Als Beispiel betrachten wir die Transformation von kartesischen Koordinaten (¢%) = (x,y, z) zu Kugelkoor-

dinaten (Q*) = (7,9, ¢):

x rcospsin
" )=y )=/ rsingpsind |. (1.11.11)
z r cos¥
Dann gilt wegen
2(p, Q) =—ppq"(Q)=—(p, rcospsin ¥ + pyrsingsind + p,r cos?). (1.11.12)
Die neuen zu den Q kanonisch konjugierten Impulse sind durch
P, J.g prcosgsind + p singsind + p, cos?
Py |=—|9g | =| pxrcospcosd+p,rsingcosd—p,rsind |. (1.11.13)
P, d,8 —p,rsingsind + p, r cospsind

Da Jd,g = 0 ist nun einfach H” = H, aber wir miissen H’ durch die Q und P ausdriicken, d.h. wir miissen

(1.11.13) nach p umstellen. Dazu schreiben wir das lineare Gleichungssystem in Matrixschreibweise

P, cos@sin singsin cos Py [ ps
Py |=| rcospcost rsingcos? —rsind || p, |=T ?y |- (1.11.14)
P, —rsingsind  rcosgsind 0 P, ,

Die inverse Matrix ergibt sich zu (nachrechnen!)

cosgcos? cospcost/r —sing/(rsind)

T-'= singsind  singcosd/r  cosp/(rsind) (1.11.15)
cos¥ —sind/r 0
und damit (nachrechnen!)

P 2 2

1 1 A A r 1 P P
H'=H=—73"=—(P,,Pg,P) T TT7" Py |=— P2+ L+ —L_). 1.11.16
2mp 2m( mhd gp) ]319 2m\ " r? y2sin’ @ ( )

¢

Freilich erhilt man das gleiche Ergebnis auch, indem man die Berechnung der generalisierten Impulse mit der
Lagrange-Funktion vornimmt. Zunichst ergibt sich

i= 7"37+7'19§19+rsin19gbe¢, (1.11.17)

wobei ¢, =d. X, ey =1/rJdgx und ¢, =1/(rsin 19)3(?9_5 die orthonormierten Basisvektoren der Kugelkoordi-

naten sind. Fiir das freie Teilchen ist

L:%;2:%(¢2+7282+72sin28¢2). (1.11.18)

Die kanonisch konjugierten Impulse sind

L. oL

JL
P =5z =mi Py=""=mr*¢, P,= 2
P

P ¢_8—¢:mr sin® ¢, (1.11.19)
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

und die Hamiltonfunktion ergibt sich zu
H=#P +dPy+ 5P —L=L=——(p? P —P; 1.11.20
— P, + Pyt 9P, —L=L=— (P24 -0 4 , AL
" §T P 2m\ 7 r?2  y25in? ¢ ( )

was in der Tat mit (1.11.17) {ibereinstimmt. In diesem Fall erweist sich die Umrechnung von kartesischen zu
Kugelkoordinaten tiber den Lagrangeformalismus als bequemer als mittels der kanonischen Transformation.

1.11.2 Freier Fall

Wir betrachten den freien Fall eines Massenpunktes in Erdnidhe. Die z-Achse sei senkrecht nach oben gerich-
tet, und wir betrachten das Problem in kartesischen Koordinaten (¢*) = (x, y, z). Dann lautet die Hamilton-
Funktion -,

H=2 4 gz (1.11.21)
2m

Es liegt nahe, neben den selbstverstindlich zyklischen Koordinaten x und y auch noch eine neue Koordinate
Z dadurch zyklisch zu machen, daff wir in ein beschleunigtes Bezugssystem iibergehen mit

Z:Z—%tz, py=Py—mgt. (1.11.22)

Um dies mit einer zeitabhingigen kanonischen Transformation zu bewerkstelligen, liegt es nahe, die erzeu-

gende Funktion in der Form (1.11.3) zu verwenden. Der Ansatz (1.11.22) ergibt nach einfachen Integrationen

g3, X, t)=—p X — p,Y — p, <Z — §t2> —mgtZ+§(t). (1.11.23)
Dann erhalten wir gemaf3

- X - - P
i=—V,e= Y |, P=—Vye=| pn | (1.11.24)
Z—gt*)2 p3tmgt
Nun ist (zachrechnen)
H=H+dg=—+mg’t?+-5. (1.11.25)
2m dt
Setzen wir nun noch -
t
~(t)=—mg3 : (1.11.26)
wird die neue Hamilton-Funktion tatsichlich zu der fiir ein freies Teilchen
P2
H = —. (1.11.27)
2m
Die Losungen der Bewegungsgleichungen sind demnach in den neuen Koordinaten
— — 1 - - -
X(t)=Xy+ —Pyt, P(t)=Py=-const. (1.11.28)
m

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung fiir die alten Koordinaten liefert dann gemifl (1.11.24) wie
zu erwarten das korrekte Resultat

-

- i 1 - - -
x(t):XO+——§tZe3, 5(t) = B,— mgte,. (1.11.29)
m
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1.11 - Beispiele zu kanonischen Transformationen

1.11.3 FEindimensionaler harmonischer Oszillator

Der eindimensionale harmonische Oszillator ist durch die Hamiltonfunktion
2 2

H=2_ 7" (1.11.30)

2m 2

definiert. Wir wollen nun neue kanonische Variablen (Q,P) finden, so dafy Q zyklisch ist, d.h. die neue
Hamiltonfunktion nicht von Q abhingt. Das erreichen wir offenbar fiir eine beliebige Funktion f, indem

WI1r B ‘/_f
p=vV2mf(P)cosQ, gq= o

31 Q (1.11.31)

setzen. Die kanonische Transformation enthalt dabei die Zeit nicht explizit, und es ist folglich

H'(Q,P)=H[q(Q,P), p(Q,P)]= f*(P). (1.11.32)

Wir miissen nur sicherstellen, dafl wir f so bestimmen konnen, dafy (1.11.31) tatsichlich eine kanonische
Transformation ist. Dazu berechnen wir die einzige nichttriviale kanonische Poisson-Klammer

(gpy=—LZ2_2L %9 _ = r(pyf/(p)=1. (1.11.33)
Die Differentialgleichung fiir f ist leicht [3sbar:

f(P)f'(P) 201sz 5 = f=VwP. (1.11.34)

Damit sind aber alle Poisson-Klammern die kanonischen, und mit (1.11.34) ist (1.11.31) kanonisch:

j£51nQ p=2vmewPcosQ. (1.11.35)

q=

Die neue Hamiltonfunktion ist also gemaf$ (1.11.33)

. 9H' . JH'
H’ PY=cwP = = P=— =0. 1.11.36
@P)=wP = Q=51 =0, P=—0 (11136)

Dabei haben wir die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen fiir die neuen Koordinaten benutzt. Die Be-
wegungsgleichungen sind sofort 18sbar

Q(t)=wt+Qy, P(t)=P,=const. (1.11.37)

Dabei haben wir die Anfangsbedingungen Q(0) = Q,, P(0) = P, gleich eingearbeitet. Mittels der kanonischen
Transformation (1.11.35) erhalten wir dann die Losungen fiir die urspriinglichen Phasenraumkoordinaten
einfach durch Einsetzen

P
q(t)= %sin(a)t +Q,),  p(t)=+/4mcwPycos(wt + Q). (1.11.38)

Dies ist offenbar die allgemeine Lsung der Bewegungsgleichungen fiir die urspriinglichen Phasenraumkoor-
dinaten, wenn auch in nicht ganz expliziter From (nachrechnen!). Offenbar gilt

4P,
q0)=¢g,= % sinQg,  p(0) = py = +/4mwPycos Q. (1.11.39)
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Damit folgt aber in der Tat die Losung der Bewegungsgleichungen fiir den harmonischen Oszillator in der
gewohnten Form. Dazu missen wir nur die Additionstheoreme fiir sin und cos verwenden und (1.11.39)
anwenden

q(t)= ﬂ[cos(a)t)sin Qo +sin(wt)cos Qy] = gy cos(wt )+ P sin(wt),
mew mew (1.11.40)

p(t) = v/4mcwPy[cos(wt)cos Qy—sin(wt)sin Qy] = pycos(wt) —mewxysin(wt).

1.12 Lie-Gruppen und -Algebren

Wir kdnnen nun mit Hilfe der Lie-Ableitung kanonische Transformationen definieren, die von ei-
nem reellen Parameter abhingen und eine sog. Einparameter-Lie-Gruppe bilden. Diese Transformationen
wirken auf beliebige Phasenraumfunktionen. Fiir eine beliebig vorgegebene Phasenraumfunktion G, den Ge-
nerator (oder infinitesimale Erzeugende) definiert die Differential-Gleichung

dO,(¢,p)

1o = 260ua:0), Ou=old,p)=O(q, ) (1.12.1)
eine Transformation O,_, — O, .Offenbar gilt
0,(¢,9)=0(qy o), (1.12.2)
denn es ist
iO( )= dg; 9 e )+_dpa,k£0( )
da QQ’pa d 9 qa’pa da apk qa’pa
d % (1.12.3)
= Gi=——O G}=—O
{46} 370 p2) + {21 ) 5~ Ol 22)
=1{0,,G}.

Daf? (1.12.1) dariiber hinaus auch eine Schar endlicher kanonischer Transformationen, wobei @ € R der Schar-
parameter ist, definiert, erkennen wir wie folgt. Formal kénnen wir nimlich (1.12.1) mit Hilfe der Opera-
torexponentialfunktion integrieren:

O,(q> P) = O(q,: po) = exp(a-)O(q, p)
aZ
(o) ak
:ZF{O’G}n
k=0 ™°

Wenden wir dies nun auf O(q, p) = {q qf}_O O(q, p):{q p]} é‘ und O(q, p) = {p] P } 0 an,
folgt wegen {const, G} = 0 sofort, daf§

{dhat}={a" 0"} =0, {papat}=pia"=0% {pajsbur}={pjser} =0 (1.12.5)

d.h. es gelten fiir jedes & € R fiir die (Q, P) =(q,, p,) die kanonischen Poisson-Klammerrelationen, und folg-
lich ist die Transformation (g, p) — (Q, P) fiir jedes € R eine kanonische Transformation. Wir bemerken
noch, daf§ sich der Generator unter so definierten Transformationen trivialerweise nicht dndert, denn es ist
wegen {G,G} =0

G, =exp(als)G=G. (1.12.6)

40



1.12 - Lie-Gruppen und -Algebren

Wir kdnnen also die definierende Differentialgleichung (1.12.1) auch in der Form

dio = 2,0,={0,,G,} (1.12.7)

schreiben.

Wir gehen auf die Diskussion der Konvergenz der Reihe (1.12.4) nicht ndher ein. Wir werden unten an einigen
Beispielen diese Konvergenz explizit nachweisen. Wenn sie aber konvergiert, 16st sie auch die Differentialglei-

chung (1.12.1):

o0 LRkl

= epl@2)0(g.9)= > 10,6y
k=1

S 1.12.8
:Z%{O’G}k-{-l = {exp(a£45°)O, G} = ( )
k=0 *©*

:{Oa’G}'

Damit ist gezeigt, daf} die Einparameter-Lie-Gruppen durch ihre ,infinitesimalen Erzeugenden® eindeutig
definiert sind.

Das ist nun mathematisch insofern interessant, als die infinitesimalen Generatoren zusammen mit den Pois-
sonklammern eine Liealgebra bilden, wie wir oben bereits gezeigt haben, d.h. jeder Liegruppe ist eindeutig
eine Lie-Algebra zugeordnet, und wenigstens lokal fiir die Einparameteruntergruppen der Liegruppe kann
man durch Integration der Differentialgleichung die Liegruppe aus ihrer Liealgebra rekonstruieren.

Die Einparameter-Lie-Gruppen sind homomorph zur additiven Gruppe der reellen Zahlen. Um dies zu
sehen, sei G der Generator der Einparametergruppe. Dann definieren wir das Gruppenelement als den in

(1.12.4) definierten Operator
g, =exp(als), a€R. (1.12.9)

Wir wollen nun zeigen, daff fiir o, 5 € R gilt g,85 = g,, 3 = §58,- Wegen der algebraischen Produkteigen-
schaften der Poissonklammer gilt

[ee] n

gagﬂ:i(a > ﬁgG =3 > ek (,?:_G)n—):n =
k=0 !

1
n=—0m=0

(2 Jagorpeor— =3 K05 —opias preg).

n=0

(1.12.10)

o0 1 n

Dies zeigt, dafd in der Tat die Abbildung & — g, einen Homomorphismus von der additiven Gruppe der
reellen Zahlen in die von G erzeugte Einparametergruppe darstellt.

Wir betrachten im folgenden auch kompliziertere Gruppen, die von endlich vielen Generatoren und Parame-
tern abhingig sind. Wir behandeln auch hier wieder nur solche Gruppen, die als kanonische Transformatio-
nen von Phasenraumfunktionen erzeugt werden.

Seien G, mita € {1,2,...,d} linear unabhingige Phasenraumfunktionen. Ist dann der von ihnen aufgespannte
Untervektorraum U = span(G,),¢(1,.. 4} bzgl- der Poissonklammeralgebra abgeschlossen, so heifit U eine

Unter-Lie-algebra der Liealgebra der Phasenraumfunktionen.

Zur algebraischen Abgeschlossenheit ist es offenbar notwendig und hinreichend, dafl es fiir je zwei Basisfunk-
tionen von U reelle Zahlen f€_, gibt, so dafl

(G,,G} =f.,G.=—f<,.G.. (1.12.11)
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Die /€, werden als die antisymmetrischen Strukturkoeffizienten der Liealgebra bzw. der von ihnen er-
zeugten Liegruppe bezeichnet. Diese Liegruppe wird dabei definitionsgemif$ durch die Elemente

g(al,...,ad):exp<2aa£Ga> (1.12.12)

algebraisch erzeugt.

Zu beachten ist, daf$ i.a. diese Gruppe nicht kommutativ ist; das ist nur der Fall, wenn die G, wechselseitig
konstante Poissonklammern besitzen. Allgemein gilt namlich fiir eine beliebige Phasenraumfunktion O

[£4,£5]0 = (£4L5—£5£,)0
— ({0,B),A) —{{0,A},B} = (O, (B,A}} (1.12.13)
= L1540,

wobei wir von den Lie-Algebraeigenschaften (1.10.13) und (1.10.14) Gebrauch gemacht haben (nachrechnen!).

Dies zeigt, daf§ die £, genau dann vertauschen, wenn die Poissonklammern der G, untereinander jeweils
konstant sind. Dann und nur dann ist die erzeugte Liealgebra isomorph zur additiven Gruppe des R¥.

Im allgemeinen Fall ist {ibrigens die Exponentialabbildung noch nicht einmal surjektiv auf die von den Ele-

menten (1.12.12) algebraisch erzeugte Gruppe.

1.13 Das Noether-Theorem (Hamilton-Form)

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daff wir kanonische Transformationen mittels Generatoren ver-
moge der Lie-Ableitung gemifd (1.12.3) definieren kénnen, und dies Einparameter-Lie-Gruppen vermdge der
Operatorexponentialfunktion (1.12.4) definiert. Wir betrachten im folgenden auch Generatoren, die explizit

von der Zeit abhingen konnen.

Um zu sehen, wie wir in einem solchen Fall die kanonische Transformation der Phasenraumvariablen und
der Hamilton-Funktion zu definieren haben, benétigen wir zunichst nur eine kanonische Transformation,
die sich nur ,infinitesimal“ von der Identitit unterscheidet. Fiir einen infinitesimalen Parameter & @ ist nun

exp(8als)=1+38al. (1.13.1)

Wir verwenden dazu den in Abschnitt [1.9 entwickelten Formalismus mittels Generatoren der Art (1.9.8),
also fiir eine erzeugende Funktion der Art g, = g,(¢, P, t). Fiir eine nur infinitesimal von der Identitdt abwei-
chende Transformation gilt

2,(q,P,t) :q]-Pj +G(q,P,t)Sa :q]-Pj +G(q, p,t)Sa+ 0(8a?), (1.13.2)
und mit folgt dann in der Tat, daf3
H/(Q’p’t):H(Q’P’t)"i_gagt(;(q’p’t)"i_ﬁ(3a2>’

_ ad 2
pk_Pk+3aa—qu(c],p,t)+ﬁ(3a ) (1.13.3)

Qk = é‘aiG(q,p, t)+ ﬁ(Saz).
P
Folglich ist
H'(Q,P,t)—H(q,p,t)=8a3,G, Q*—g*=8aLuq", P,—p,=8aLcp,. (1.13.4)
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D.h. wir definieren die kanonische Transformation der Hamilton-Funktion vermdge

d d , , d

aHézatGa :atG’ aqa :SquU @pa,k :£Gpa,k‘ (1.13.5)
Fiir jedes @ € R haben wir dann eine kanonische Transformation tiber die Losung der letzten beiden Diffe-
rentialgleichungen von (1.13.5) gegeben. Dies definiert aber gemifl den Ausfithrungen im vorigen Abschnitt
eine Einparameter-Lie-Gruppe.

Diese Einparameter-Lie-Gruppe bildet nun eine Einparameter-Symmetriegruppe definitiongemif} genau
dann, wenn fiir jedes € R

H —H, =0 = di(H;—Ha) 0G—L,H=3G+(GH =£,G+3.G=0  (1.13.)
(04

ist. Dann gilt aber gemif3 (1.13.5) fiir die Losungen der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (1.8.6), also
fiir die Phasenraumtrajektorien

SHG+&}G:%G, (1.13.7)

denn fiir diese Phasenraumtrajektorien ist

3 g py ot 0G5 263G N _acaH .
PR S A PR (P P P PO P (1.13.8)
={G,H}+3,G=2,G+3,G.

Aus der obigen Herleitung folgt, daff auch umgekehrt jede Phasenraumfunktion, die entlang der Phasenraum-
trajektorien (also der Losungen der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen erhalten ist, Generator
einer entsprechenden Einparameter-Symmetriegruppe des Systems ist. Dies ist die vollstindige Formulierung
des Noether-Theorems:

Jede Einparameter-Lie-Symmetriegruppe eines Hamiltonischen Systems definiert eine Erhaltungsgrofie und
umgekehrt jede Erhaltungsgrofie eine Einparameter-Lie-Symmetriegruppe.

Es ergibt sich daraus sofort, dafy die Generatoren der Symmetriegruppe des Hamiltonschen Systems eine
Unter-Lie-Algebra der Lie-Algebra der Phasenraumfunktionen bilden, wobei die Poisson-Klammern gemif3
umkehrbar eindeutig (modulo Konstanten, denn £5 = £ > Wobei hier const fiir eine beliebige
von den Phasenraumkoordinaten unabhinge aber evtl. zeitabhingige Funktion steht) iber die Kommutato-
ren der entsprechenden Lie-Ableitungen verkniipft sind.

1.13.1 Die Galilei-Gruppe (Hamilton-Formulierung)

Wir kénnen nun die Analyse aus Abschnitt[1.6.2 wesentlich eleganter mit dem nun ausformulierten Apparat
der Lie-Gruppen- und -Algebrentheorie formulieren. Dabei kénnen wir die Erhaltungsgrofien als Generato-
ren der entsprechenden Lie-Symmetrien {iber den eleganten Formalismus mit Hilfe der Lie-Ableitung bzw.
Poisson-Klammern verwenden.

Zeittranslationsinvarianz: Die Zeitentwicklung des dynamischen Systems wird durch die Hamilton-Funk-
tion im Sinne dieses Formalismusses erzeugt, denn die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen lassen sich
mit Hilfe der Poisson-Klammern und damit der Lie-Ableitung ausdriicken (nachrechnen!)

e OH JH

9 [k gl LI —{p, H)= ) 1.13.9
=3, {¢"H}=2ud", B Ep {(Pe: H}=Lupp (1.13.9)

Die zur Zeittranslation gehorigen Erhaltungsgrofle ist demnach gemif der Symmetrieanalyse im Lagrange-
Formalismus die Hamilton-Funktion. Die Bedingung fiir Zeittranslationsinvarianz ist gemif3 (1.13.6) J, H =
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0, d.h. die Hamilton-Funktion darf nicht explizit von der Zeit abhingen. Dann gilt aber in der Tat entlang

der Trajektorien
dH

Riumliche Translationsinvarianz: Eine infinitesimale Translation wird fiir die kartesischen Ortsvariablen

durch

SxF=8aF =847 L. x* =8d/ {xk,G-}:é‘aJ—] (1.13.11)
/ ! I P
definiert. Fiir den Generator ergibt sich also die partielle Differentialgleichung
9G; 5 o

Die einfachste Wahl fiir den Generator ist aber éj (x) = 0. Dann folgt
Gi=p = 3pk:3af£pjpk:0. (1.13.13)

In der Tat generiert p, = 7- p Translationen in eine beliebige Richtung Richtung 7. Das kénnen wir in diesem
Fall auch mit der Operatorexponentialfunktion (1.12.4) verifizieren, denn es ist

xf = exp(a.,%;;,i))xk =x* +anl {xk,pj} =x* +an*, (1.13.14)

wobeli alle héheren Terme verschwinden, weil Sﬁ,;;xk — n* = const ist. Ebenso folgt wegen 27—1»,;; pk =0

Do = Pp = const. (1.13.15)

Die Translationsgruppe ist abelsch, und in der Tat vertauschen die Lie-Ableitungen der Generatoren und auch
die Poisson-Klammern verschwinden, denn es gelten die kanonischen Vertauschungsregeln { D> P ]-} =0. Aus

der Hamiltonschen kanonischen Gleichung folgt sofort, dafy der Impuls p;, genau dann erhalten ist, wenn
JdH /3Jx* =0ist, also die Hamilton-Funktion nicht von der dazugehérigen Ortskoordinate x* abhingt (also
x* zyklisch ist).

Isotropie des Raumes: Eine infinitesimale Drehung um eine Drehachse in Richtung eines Einheitsvektors 7
wird fiir die kartesischen Orts- und Impulskoordinaten durch

Si=80piix%, 8p=8upixp (1.13.16)

beschrieben (vgl. [Heel4]]). Wir geben nun der Einfachheit halber fiir die kartesischen Koordinaten der Orts-
vektoren und Impulse die Unterscheidung in ko- und kontravariante Indizes auf, wobei aber die Einsteinsche
Summationskonvention weiter gelten soll. In Komponentenschreibweise lautet (1.13.16)

Oxp =8 Pep1 Xy O Py = O Q€1 Pry- (1.13.17)
Driickt man dies mit Hilfe eines Generators G aus, folgt
dG I
Loxp ={x, G} = W = €M%y, = G=€p1n X, pp +G(X)=n-£ +G(p). (1.13.18)
k

Dabei ist [ = % x 7 der Drehimpuls. Fiir den Impuls folgt daraus

~

oG oG aG oG
Lepr =1{pp, G} = T = kP~ 3 = kP T 5 = i Py = 5 = 0. (1.13.19)
X X X X

~
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Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit G = 0 setzen. Die zu einer Drehung um 7 gehé-
rigen Erhaltungsgroflen sind also die Komponenten des Drehimpulses in Richtung von 7. Auch hier lifit
sich die endliche Drehung wieder mit Hilfe der Operatorexponentialfunkion gewinnen. Betrachten wir der
Einfachheit halber eine Drehung um die 3-Achse, setzen also 77 = ¢, so folgt

£ Xi=¢xx,
2 - - - - > 3 -
£z3x =e; X (65X X)=e;x" —X, (1.13.20)

X —X
=1 E-x) =) ), LFR=()TE =) L) 132
3
0
Damit folgt
X, =exp(pLy )X
0 2 4 x! 3 5 —x?
(o )+ (1=Ga ) (2 )+ (- Er ) [ &
% 24 0 3t Al 0 (1.13.22)
1 2

x'cos@p—x-sing .
= x'sing +x%cosp | = Dy(—p)X.

3
Weiter ist fiir die Impulse
S0 ={x' =" pp; = {50} = {0 1= 8} = 8T (1.13.23)
bzw.
L0,p =8 X p, (1.13.24)
und dieselbe Rechnung wie fiir X ergibt
Py =Ds(—9)p, (1.13.25)

d.h. X und p verhalten sich unter Drehungen wie die Komponenten von Vektoren, wie es sein muf3.

Drehungen sind nicht abelsch, bilden aber eine Untergruppe der Galileigruppe. Die entsprechende Lie-Al-
gebra der Drehgruppe ergibt sich aus den Poisson-Klammern fiir die entsprechenden Erzeugenden, also die
Drehimpulskomponenten zu (nachrechnen!y]

Wt} = euijen {xipjsxipr )
= €aij€pri{xpxpp} pj+ {Pj,x/epz})
= €aij€pri (i p;— 01 %; 1) (1.13.26)
= €4i€pkiXk P T €aij€h1] % DI
=88 =80 p)xpp; +(8,4811 — S 8:)x; py

=X, Pp—XpPa = 6cab€c'

®Wir schreiben fiir die hier verwendeten kartesischen Komponenten der Einfachheit halber alle Indizes als untere Indizes, denn
die Komponenten der euklidischen Metrik sind ¢; - €, = &, und somit fiir alle Vektor- bzw. Tensorkomponenten die ko- und kon-

travarianten Komponenten gleich, dennesist V, =3, VEk=Vi,
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Dabei haben wir die in [[Hee14]] ausfiihrlich behandelte Formel
€abc€dec = OadOpe — 04eOpa (1.13.27)
verwendet. Die Drehimpulsalgebra (also die Lie-Algebra der Drehgruppe SO(3)) ist also durch
(0 =c,0, (1.13.28)

gegeben, und die Strukturkonstanten der Algebra sind gerade die Levi-Civita-Symbole. Man beachte, daf} in
diesem Fall diese Strukturkonstanten nicht nur in den beiden hinteren Indizes sondern vollstindig antisym-
metrisch sind. Dies ist der Besonderheit zu verdanken, dafl wir eine kartesische Basis fiir die Komponenten
von Vektoren und insbesondere des Drehimpulses verwendet haben.

Galilei-Boosts. Ein infinitesimaler Galilei-Boost in der Richtung 7 ist durch
Sx=—8vnt, Sp=—mSvn (1.13.29)

definiert. Fiir den entsprechenden Generator gilt also

Ska:{xk,G}zj—Zé—nkt = G=—7n-pt+G() (1.13.30)
und weiter )
aG aG ol - -
’QGPk:{pk’G}:_a_xk:_a_xké_mn/e = G=mn-x. (1.13.31)
Damit ist G = 7 - k mit )
K = mX — pt. (1.13.32)

Die endlichen Transformationen ergeben sich hier am einfachsten durch Losung der Differentialgleichung.
Fiir einen Boost in x*-Richtung haben wir z.B.

d

k3
T Yok = Lk, Xop = {xopsmx s —psth=—1t (1.13.33)
= Xp1 =Xy Xgp = Xpy  Xg3 = X3 — 0L
Fiir die Impulse folgt
i = — { mx. » — } = —m3
G Dok = K3 Pok = 1P %03~ Po3f = 3k (1.13.34)

= Po1 =P Pop=P» Po3=pP3—mv=p3—mo.

Wie vom Noether-Theorem zu erwarten, generieren also die durch (1.13.32) definierten Komponenten von K
tatsichlich Galilei-Boosts. Da die Galilei-Boosts eine abelsche Untergruppe der Galilei-Gruppe bilden, kom-
mutieren die Schwerpunktskoordinaten.

1.13.2 Beispiel: Hamilton-Funktion fiir freies Teilchen

Wir kénnen die bekannte Hamilton-Funktion H = p?/(2m) fiir ein freies Teilchen nun aus der Forderung
herleiten, daff die Bewegungsgleichung Galilei-invariant sein muf. Dazu miissen alle 10 Generatoren der Ga-
lilei-Gruppe die Symmetriebedingung (1.13.6) erfiillen. Die zeitliche Translationsinvarianz, fiir die G = H
ist, verlangt

{H,H}+ 3, H=0,H=0 = H=H(X, p), (1.13.35)
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1.13 - Das Noether-Theorem (Hamilton-Form)

d.h. H dart nicht explizit zeitabhingig sein. Fiir die riumliche Translationsinvarianz ist G = p; fiir j € {1,2,3}
und damit

H .
{pj,H}:—ﬁ:O = H=H(}). (1.13.36)

Die Drehungen werden durch die drei Komponenten des Drehimpulses £; = ¢, ;x* p, erzeugt. Daraus folgt

JH 1
{éj,H} = Gj/el {kal,H} = ijl {Xk,H} P = ijla—pkpl =0. (11337)
Das bedeutet aber, daf}
aH -2 - 1 -2
5, =/ )me = Hp)=5f(p°). (1.13.38)
Pr 2

Nun miissen wir noch die Boost-Invarianz erfiillen. Die Generatoren sind durch (1.13.32) gegeben. Die Sym-
metriebedingung (1.13.6) verlangt dann

{K),HY+ 87 = T f()) = py = mf (5)p; — £ =0

= = (1.13.39)
rm2y_ 1 =2 _ P P

1.13.3 Beispiel: Hamilton-Funktion fiir ein Zweiteilchensystem

Wir betrachten nun ein abgeschlossenes Zweiteilchensystem und leiten die Hamilton-Funktion her, der voll-
stindig symmetrisch unter Galilei-Transformationen ist. Wir verwenden wieder kartesische Koordinaten
(J?j,;j) (7 € {1,2}) als Phasenraumvariablen und werten wieder die Symmetriebedingung li fiir alle
10 Generatoren der Galilei-Gruppe aus. Die Zeittranslationsinvarianz (Generator H) verlangt wieder, dafl

0,H=0 = H=H,%,, p1» p3)- (1.13.40)

Die dazugehorige Erhaltungsgrofie, also der Generator fiir Zeittranslationen ist die Hamilton-Funktion (also
die Gesamtenergie). Die raumlichen Translationen werden durch den Gesamtimpuls

P=p+p (1.13.41)

erzeugt. Die Symmetriebedingung verlangt demnach

2 0H | > >
(PoHY == 5520 baw ¥, H=-V H. (1.13.42)
=17
Das bedeutet, dafs

sein muff. Die Drehungen werden durch den Gesamtdrehimpuls
L2
zzzxj X P, (1.13.44)
=1

erzeugt. Die Auswertung der Symmetriebedingungen ergibt dann analog wie bei der Betrachtung im Falle
eines Teilchens oben, daf}
H = H(|%, =%, [Pl [22]) (1.13.45)
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

ist. Die Galilei-Boosts werden schliefilich durch die Schwerpunktskoordinaten

2
Z tp] =

j=1 j=1

MN

m, (1.13.46)
erzeugt. Die Symmetriebedingung verlangt unter Beriicksichtung von
ﬁ:{mjzj,H}—ﬁ:mlj—;ng—{{—ﬁl—@:o. (1.13.47)
Integriert man dies, findet man schliefllich

H= Z—p] + V(% — %) (1.13.48)

d.h. die Bewegung zweier Teilchen, die iiber ein Zentralpotential wechselwirken. Die kanonischen Bewe-
gungsgleichungen lauten
- JH 1 1 7) _ ,7? _ JH _ X;—X,
‘ » 1= =53 =
T 3%, p; m; ! Idx, |x1 X|

V(1% — %) (1.13.49)

Wir konnen dieses Gleichungssystem allerdings erheblich vereinfachen, indem wir zu Schwerpunkts- und
Relativkoordinaten tibergehen, d.h.

X=—mT R ey % (1.13.50)

Dies konnen wir mittels der Betrachtungen in Abschnitt|1.11.1{zu einer kanonischen Transformation ergin-
zen. Dazu miissen wir (1.13.51) zunichst nach den X; auflésen (nachrechnen!):

X=X+ 7, Xy=X—

e — (1.13.51)
ml+mZ m1+m2

Gemif} (1.11.8) ist die erzeugende Funktion der kanonischen Transformation

- > o > - e m - - -
g(Pl,Pz,X,r)Z—P1-<X+—2 7’>_P2'<X——7’>. (1.13.52)
my+m;

Damit ergibt sich fiir die kanonisch konjugierten Impulse zu X und 7

1

By=—dig=htn B =dr=— (mbmif). (1135
mq + m,
Umgekehrt ergibt sich (nachrechnen!)
- g m - - m2 -
3,=P+— "4 P, $,=Db——"2 p (1.13.54)
my+my my+my
und schliefflich (nachrechnen!)
H=H=—P24 221 v(r), 1.13.55
M X 2/1 r (7) ( )

wobei M = my + m,, u=mymy/M und r = |7| ist.
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1.13 - Das Noether-Theorem (Hamilton-Form)

Wie aus dem Noether-Theorem zu erwarten, sind die Schwerpunktskoordinaten zyklisch und somit die

Schwerpunktsimpulse I_5X Erhaltungsgrofien. Die Bewegungsgleichungen separieren folglich in die freie Bewe-
gung des Schwerpunkts und die Relativbewegung, die durch die effektive Einteilchen-Hamilton-Funktion

€

1 -
Hy= 2—P3+V(r) (1.13.56)
u

beschrieben wird. Diese Hamilton-Funktion weist nun noch die Rotationssymmetrie um den Ursprung der
Relativkoordinaten auf. Nach dem Noether-Theorem ist der entsprechende Relativdrehimpuls

{.=7xP. =const (1.13.57)
erhalten. Wegen
¥ = aifff = 1137 (1.13.58)
ar,
folgt
Zr = u7 X 7 = const, (1.13.59)

und das bedeutet, dafl die Bewegung in einer Ebene senkrecht zu ¢ . stattfindet. Setzen wir Z; = [ ¢ und
fiihren Kugelkoordinaten ein, ist daher ¢ = 77/2 = const und folglich der kanonisch konjugierte Impuls

Py o< =0. Der kanonisch konjugierte Impuls zu ¢ ist p,, = I, (nachrechnen). Daraus ergibt sich schliefilich

gemify (L11.20)

2
H :i<P2+ﬁ>+V(r) (1.13.60)
eff P} r 2 . s
y r

Da also ¢ zyklisch ist, ist in der Tat P, = const und damit das Problem auf die eindimensionale Radialbewe-
gung mit der entsprechenden Hamilton-Funktion

1

zmzfi + V() (1.13.61)

€ €

1
H= 2_P3+Veff(7)’ Vie(r) =
,u

mit £, = p,, = const reduziert.

Wir bemerken noch, dafl sich diese Betrachtungen sehr leicht auf Vielteilchensysteme erweitern lassen. Ein
Beispiel fiir ein entsprechendes Modell eines abgeschlossenen Systems, das entsprechend die volle Galilei-
Symmetrie aufweist, ist durch ein iiber Paarzentralwechselwirkungen interagierende Punktteilchensystem
gegeben. In kartesischen Koordinaten ergibt sich

NP

H:Z7+EZVZ»]»(|xi—xj|). (1.13.62)

=1 ] i#]
Der Faktor 1/2 riihrt daher, dafl die Wechselwirkungspotentiale fiir jedes Teilchenpaar nur einmal in die
Gesamtenergie, also die Hamilton-Funktion, eingeht, aber in der Summe jeweils zweimal vorkommt (z.B.
die Wechselwirkungsenergie zwischen Teilchen 1 und 2 zum einen fiir 7 = 1, j = 2 und zum anderen fiir
j=1,1=2).

Die Bewegungsgleichungen lauten (nachrechnen!)

22 1. 5 > 9_5/6—7_5]‘ .
Xp = vﬁkH = —p], Pr :_vka:_ - vy Vl/](|xk —le) (11363)
m; |x/e_xj|
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

Man kann leicht zeigen (Ubung!), daf} die Erzeugenden der Galilei-Transformationen durch die Hamilton-
Funktion (Zeittranslationen), den Gesamtimpuls (Raumtranslationen)

N
P:Z;j, (1.13.64)
j:l
Gesamtdrehimpuls (raumliche Drehungen)

(1.13.65)

~
Il
—-

~
Il
M-
X
Y

und fiir die Galilei-Boosts durch
. N . N
K=>"mi —Pt, M=>m; (1.13.66)
j=1 j=1

gegeben ist.

1.13.4 Beispiel fiir dynamische Symmetrie: Isotroper harmonischer Oszillator

Wir betrachten nochmals das Beispiel des harmonischen Oszillators in einer Dimension. Die Hamilton-
Funktion ist

= x“. 1.13.67
2m 2 ( )

Wir vereinfachen diese Hamiltonfunktion, indem wir zu neuen Phasenraumkoordinaten

X =+mwx, P= (1.13.68)

P
Vv maw

{ibergehen. Dies ist offenbar eine kanonische Transformation, denn sie erfiillen offenbar die kanonischen
Poisson-Klammerrelationen

(XX} =mofux), (PP)=——{pp}, (X.Ph=(vp}=1 (1.13.69)

Die Hamiltonfunktion ist nun in den neuen Variablen ausgedriickt.
H= %(PZ +X2). (1.13.70)
Jetzt ist offensichtlich, dafl diese Hamilton-Funktion unter ebenen Drehungen, also SO(2)-Transformationen

der Art
X,\ _[cosa —sina)/X
<Pa> N <sina cosa ><P> (1.13.71)

invariant ist. Um zu sehen, ob wir dies als kanonische Transformation darstellen konnen, bilden wir die

Ableitung nach « bei @ =0:
d on _ 0 —1\/X _ —P
£<Pa> a:O_<1 O><P>_<X>' (1.13.72)

Wir suchen also eine Erzeugende G = G(X, P) mit

8G QG
SGX:{X’G}:Q_P:_P’ EGP:{P’G}:_Q_X:

X. (1.13.73)
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1.13 - Das Noether-Theorem (Hamilton-Form)

Dies lif3t sich sofort zu

G(X,P) :—%(P2 +X2) :—éH(X,P) (1.13.74)

integrieren.

Diese Symmetrie fiihrt also auf nichts neues, denn da H nicht explizit zeitabhingig ist, it H eine Erhaltungs-
grofle (bis auf konstante Faktoren die einzige). Es ist nun allerdings klar, dafl wir mit (1.13.72) bereits die
Losung der Bewegungsgleichungen gefunden haben, denn es ist ja wegen (1.13.71)

<§(/Eg> =exp(tLy) <§§§> =exp(—wt L) <§§g> = <§::::j;>
(S en)(F) a075
_{ %o cos(ewt)+ Py sir}(w t) .
<Po cos(wt)Py— X, sin(w t)>

Dies 16st offenbar in der Tat die kanonischen Gleichungen

_9H _ _9H _
- arp Ix

mit beliebig vorgegebenen Anfangsbedingungen X (¢ = 0) = X, und P(t = 0) = P,, d.h. (1.13.75) ist die

vollstindige Losung der Bewegungsgleichungen.

X wP, P= —wX (1.13.76)

Weniger trivial wird diese Symmetrie fiir den isotropen harmonischen Oszillator. Dann ist die Hamilton-
Funktion in kartesischen Koordinaten durch

H_Z?_2+ma)2_,2

= 1.13.77
2m 2 ( )

gegeben. Genau wie beim obigen Beispiel fiir den eindimensionalen Oszillator ist wieder

X =ymwx, P=—5 (1.13.78)
eine kanonische Transformation, und in diesen Koordinaten ist
=

H=> X2+ D). (1.13.79)

Offenbar ist diese Hamilton-Funktion nicht nur unter raumlichen Drehungen X’ = DX, P’ = DP mit

De SO(3) invariant sondern unter beliebigen Drehungen der sechs Phasenraumvariablen. Schreiben wir

== <)f> (1.13.80)

= =0Z, O0eSso®). (1.13.82)
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Dabei ist die SO(6) wieder die Gruppe der R®*¢-Matrizen, die durch (1.13.81) Skalarprodukte beliebiger Vek-
toren =, und =, invariant lif}t, d.h. fiir die

0T0=00"=1, (1.13.83)
gilt.
Wir betrachten nun wieder infinitesimale Transformationen. Da weiter das Skalarprodukt (1.13.81) wieder
durch kartesische Koordinaten ausgedriickt ist, unterscheiden wir auch hier ko- und kontravariante Indizes
nicht und notieren alle Indizes als untere Indizes. Fiir eine ,infinitesimale® SO(6)- Transformation O,; = 8, ; +
S w,; folgt wieder aus der Invarianz der Skalarprodukte (nachrechnen!) S w;; = =8 w;;.
Allerdings wollen wir nur solche Symmetrien betrachten, die wir als kanonische Transformationen realisieren
konnen. Da die oben betrachteten SO(6)-Transformationen linear in = = (X, ») sind miissen die entsprechen-
de Erzeugende bilinear in diesen Variablen sein, d.h. wir machen den Ansatz

Damit dies die Erzeugende einer Symmetrietransformation ist, muf3 sie nach dem Noether-Theorem erhalten
sein. Verwenden wir die kanonischen Gleichungen

8H =

X= wP, P=—2"2—_P, (1.13.85)
B ax

ergibt sich fiir die Zeitableitung von (1.13.86)
g=ol(a;; = 1)) X;P; + X, P)+ B,;(P.P; — X, X). (1.13.86)
Damit dies fiir alle méglichen Anfangsbedingungen an (X, P) verschwindet, mufl offenbar o j =7, und
Bi; =—3;; sein, d.h. die Generatoren werden durch alle symmetrischen Matrizen @;; = y;; und antisymme-
trischen Matrizen [8;; = —/3,; charakterisiert. Damit haben wir die folgenden 9 unabhanglgen Generatoren

1 - L o

Wir haben die willkiirlichen Koeffizienten geeignet gewahlt. Es ist klar, dafy wir die gewShnlichen Drehun-
gen, die von den Drehimpulsen / generiert werden, als Symmetriegruppe erhalten. Dies sind die Drehungen,

die gleichermaflen auf X und P wirken. Betrachten wir nun die 4, j- Die entsprechende kanonische Transfor-
mation wird wieder durch die Differentialgleichung (1.12.1) bestimmt

dXx 1 1 1
—E =2, X,=-{X,.P,P;} = S{Xe P} P+ P, {Xe Py = =(8 P+ P8y,
da 7 2 SO ! (1.13.88)
dr, o
PR S {Pk,XiX }Pk_ S (X; {Pk> } {Pe, X} X)) = (Siji—i_Sika)'
Betrachten wir das Beispiel = 1, j =2, ergibt sich
> p 3 X
1[2 P 1(72
g = - Pl 5 d_ = —— Xl . (1.13.89)
de 21, da 2\ 9

Die Losung dieses Differentialgleichungssystems (Ubung) ergibt, in bequemer Kombination von Variablen
Paaren zu zweidimensionalen Vektoren ausgedriickt
Xy
(1.13.90)

<X1(a)> :< cos(a/2) sin(a/2

Py(a —sin(a/2) cos(a

<X2Eaj)> _ < cos(@/2)  sin(a

P(a —sin(a/2) cos(a/2
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1.13 - Das Noether-Theorem (Hamilton-Form)

Ein Generator A;; mit # ] generiert also eine simultane Drehung in der (X;,P;) und (X}, P;) um densel-
ben Winkel a/2. Dies entspricht auch sicher einer speziellen SO(6)-Transformation. Fiir 7 = j erhalten wir
offenbar eine Drehung in der (X, P;)-Ebene um den Winkel a (wie im eindimensionalen Fall oben).

Natiirlich kdnnen nicht alle 9 Erhaltungsgrossen unabhingig voneinander sein. Offenbar entspricht z.B.

3
1oy =, H
> A= 5(X2+P2) =—. (1.13.91)

i=1 w

Insgesamt kann es nur maximal 6 unabhingige Erhaltungsgrofien geben, denn es gibt auch nur 6 linear unab-
hingige Anfangsbedingungen, d.h. wir kénnen nur X (¢ = 0) = X, und P(¢ = 0) = P, unabhingig vorgeben.
Dann ist die Losung der Bewegungsgleichungen eindeutig bestimmt und folglich auch die Erhaltungsgrofien.

Um nun die Losungen der Gleichung qualitativ zu verstehen, konnen wir die Erhaltungsgrofien ausnutzen,
ohne die Bewegungsgleichungen explizit 16sen zu miissen. Zunichst bedeutet die Erhaltung des Drehimpulses

{ =% x p = mX x X, dafl die Bewegung in einer Ebene senkrecht zum Drehimpuls erfolgt, wobei wir anneh-
men, daf§ / # 0. Wir kdnnen durch eine geeignete Drehung der Koordinatenachsen offenbar stets erreichen,

daR [ =1 ¢, ist, d.h. die Bewegung in der 12-Ebene verlduft. Dann ist effektiv H = w (A, +A4,,). Da{A4,,4,,}
vertauschen, ist folglich entsprechend der Analogie zum eindimensionalen Fall [vgl. (1.13.75)]

<X1<t>> _ <Xlo cos(et) + Pyo sin(wt>> <Xz<t>> _ <Xzo cos(eot) + P sin<wt>>. (1.13.92)

Die Bahnkurve kénnen wir iibersichtlicher in der Form

-

X:gcos(cot)+§sin(a)t), E:)?O, E:ﬁo/w. (1.13.93)

schreiben.
Um die Bahnkurve einfacher zu identifizieren, kénnen wir zusammen mit einer Phase ¢ neue Vektoren Al
und B’ einfiihren gemif}

X :E/cos(wt —|—§0)—|—1§/sin(a)t +9) (1.13.94)

Mit den Additionstheoremen der Winkelfunktionen folgt
Z:z‘?cosg&—l—é/sinfp, E:—z‘?singp +§/cosgp (1.13.95)

bzw. umgekehrt
A/:Acosgo—gsingo, E/:Asin¢ +Ecos§0. (1.13.96)

Nun wollen wir verlangen, daf} A’ und B aufeinander senkrecht stehen, d.h.
AB=0= (Ez —Ez)singo cos @ +A- l?(cos2 @ —sin® ) = 0. (1.13.97)

Mit den Doppelwinkeltheoremen folgt

(A>—B?)sin(2p) = —A - Bcos(20). (1.13.98)

N =

Falls A- B = 0, kénnen wir natiirlich @ = 0 setzen, um diese Gleichung zu erfiillen. Andernfalls brauchen wir

nur S
1 B?—A?
o= 2 arccot< — > (1.13.99)

-

2A-B
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1. Variationsrechnung und kanonische Mechanik

zu setzen. Dann ist klar, daf$ (1.13.94) eine Ellipse in der Ebene senkrecht zum Drehimpuls mit Halbachsen
A’ bzw. B'.
Wir kommen noch einmal zur durch die Generatoren (1.13.87) definierten Symmetriegruppe des isotropen

harmonischen Oszillators zurtick. Wir kdnnen die Gruppe noch durch etwas andere Generatoren charakte-
risieren. Dazu definieren wir zunichst die komplexen Vektoren

=
V2

a=

(X +iP). (1.13.100)
Dann gilt
H=wii=w(3|d). (1.13.101)

Fiir komplexe Vektoren , b € C° definiert die Sesquilinearform
<2’Z>;:2*-Z:a;bl+a;b2+a;b3 (1.13.102)

ein Skalarprodukt und macht C® zu einem unitiren komplexen Vektorraum. Es gelten die iiblichen Re-
chenregeln fiir das Skalarprodukt, nur daf (1.13.103) bzgl. des ersten Argumente antilinear ist, d.h. es gilt
fiir beliebige A, A, € C und Vektoren 4,4, € C’

(L, ( bY=2 (3 ]13>+A;<;2 | b) (1.13.103)
und beim Vertauschen der Argumente haben wir
(Z‘2):2*-2:(2*-2)*:(2@)*. (1.13.104)

Lesen wir 4 als Spaltenvektor und definieren den hermitesch adjungierten Vektor als den Zeilenvektor
a' =(a},a;,a;) Fiir irgendwelche Matrizen M € C**° gilt

<2|MZ )=atath = (i'a)'h = <MT;’ b), (1.13.105)

wobei die hermitesch adjungierte Matrix durch

A

(MY =M (1.13.106)

definiert ist, d.h. die transponierte und komplex konjugierte Matrix.

Es ist nun natiirlich wie beim reellen Skalarprodukt nach solchen Matrizen zu fragen, die das unitire Skalar-
produkt im C? invariant lassen. Solche Matrizen nennt man unitire Matrizen. Fiir sie muf} fiir alle Vektoren

ibeC?
<UZ(UZ>:<Z|Z> (1.13.107)

gelten. Nun ist
(Ui

UZ>:<I}T03’Z>. (1.13.108)
Damit demnach (1.13.107) fiir alle a, b € C? erfiillt sein kann muf}

Ut =1, (1.13.109)

sein. Daraus folgt aber bekanntlich auch UUt = 1, d.h. die Matrix U ist genau dann unitir, wenn U-'=0
ist. Offensichtlich bilden diese Matrizen eine Gruppe (warum?). Diese nennt man die Gruppe der unitiren
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Transformationen im dreidimensionalen komplexen unitiren Vektorraum und bezeichnet sie mit U(3). Es
gilt weiter

det(UTU)=detl; =1 = |det U| = 1. (1.13.110)
Die unitiren Matrizen mit der Determinante 1 bilden eine Untergruppe der U(3), die spezielle unitire Grup-
pe SUQ) (warums).

. . . . . . . . A . A
Wir betrachten nun infinitesimal von der Identitit abweichende unitire Transformationen U = 15 +i8 a

Die Unitarititsbedingung (1.13.109) verlangt dann fiir o € R
U0 =(1,—i8aTt) 15 +i8aT) = 1;+i8a(T — TN+ 0(8eA) =1, = TT=T. (1.13.111)

Man nennt die Matrix 7 selbstadjungiert.

Eine beliebige Matrix T € C*" besitzt 2n? reelle Parameter. Ist sie selbstadjungiert, gilt Tl’] = T;;. Dem-

nach sind die Diagonalelemente reell und die Elemente unterhalb der Diagonalen sind komplex konjugiert
zu denen oberhalb der Diagonalen. Folglich besitzt eine selbstadjungierte C**”-Matrix 7 + (n? — n) = n?
unabhingige reelle Parameter. Fiir #» = 3 sind dies gerade 9 freie reelle Parameter.

Wir zeigen nun, dafl die 9 infinitesimalen Transformationen, die durch die Generatoren (1.13.84) definiert
sind gerade die U(3)-Transformationen der Vektoren @ (1.13.100) entsprechen. Es ist klar, dafl wegen (1.13.101)

die Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators unter beliebigen U(3)-Transformationen invariant ist.
Dazu betrachten wir nun die Poisson-Klammern fiir die Komponenten der Vektoren @ und @*. Offenbar gilt

{apai} :%{Xﬁipf’Xk—iPk} :_%<{XJ"P/€}_{Pf’Xk}>:_ié\fk’
{a]-,ak} :%{Xj+iP]-,Xk +iPk} = %({Xj,Pk}+{Pj,Xk}):O, (1.13.112)
{“7’“2}:%{Xf_ipj’Xk_iPk}:_%<{XJ’P/€}+{PJ’X/€}>:O'
Weiter folgt aus den Bewegungsgleichungen
G=Cyi= (@ H) =X +iP = (P —i¥) = —iwd = & = +icwd". (1.13.113)

Nun gilt
Die von den Generatoren (1.13.84) aufgespannte Lie-Algebra I3 sich also auch durch A und B aufspannen.
Die entsprechenden Lie-Ableitungen von @ ergeben sich also zu

SAijE =¢, {ak,al-*a]- + al-a;} =—i€,(3y;a; + Sy ja;) = 1(€a; +¢;a;) = —ifil-]-é’. (1.13.115)
Dabei ist /ii ; fiir i # j eine symmetrische rein reelle (also auch selbstadjungierte) Matrix. Dies sind offenbar
drei voneinander linear unabhingige symmetrische selbstadjungierte Matrizen, die eine Basis fiir alle diese an-
tisymmetrischen selbstadjungierten Matrizen bilden. Angewandt auf den Vektor 4 vertauschen sie die beiden
Komponenten mit indizes i und j und anullieren alle tibrigen Komponenten. Die Linearkombination von
Generatoren

1 3
—H=- A 1.13.116
22 i ( )

"Der Faktor i erweist sich gleich noch als bequem, ist aber nur Konvention.
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entspricht der Matrix —i/2>", A;; = —il;. Offenbar generiert sie diejenigen Transformationen, die 4 mit
einem gemeinsamen Phasenfaktor exp(—ia) mit @ € R multiplizieren.
Weiter gilt

& a=ig, {ap.a:0) —aa;} =—iE,(i8 ;pa;,— 18 pa,) = —i(i&;a; —i6;a;) = —iB,;d. (1.13.117)

Dabei sind die éi j 3 linear unabhingige antisymmetrische rein imaginire (und damit auch selbstdjungierte)

3 x 3-Matrizen. Offenbar lassen sich mit den fii jund éi j alle selbstadjungierten C3*3-Matrizen durch Linear-
kombination autbauen. Wir kénnen also mit den Lie-Ableitungen £; und £; alle U(3)-Transformationen
ij ij

generieren, denn man kann zeigen, dafl sich alle U(3)-Matrizen in der Form exp(if) mit 7 = 7' schreiben
lassen. Folglich ist die vollstindige Symmetriegruppe des harmonischen Oszillators im Sinne eines Hamil-
tonschen Systems die U(3).

Diese Betrachtungen entfalten ihre volle Schonheit allerdings erst in ihrer Anwendung auf den harmonischen
Oszillator in der Quantentheorie. Die tibliche Wahl der 9 selbst-adjungierten Matrizen der U(3) ist neben
der Einheitsmatrix 15 (die wie oben gesehen die Multiplikation des Vektors Z € C* mit einem Phasenfaktor
generiert) sind die folgenden 8 Gell-Mann-Matrizen

o foroN o jo o\ 1 0 0
000 0 0 0 2 0 0 0
o foor1y /o0 -\ (000
1 0 O 1 0 0 010
R R 0 0 O R 1 . R 1 0 O
A =By=(0 0 —i|, 8:7( i tAy—245)=(0 1 0
0 i O 3 00 —2
Diese selbstadjungierten Matrizen sind zum einen alle spurlos, d.h.
3
A, => (A =0 (1.13.119)

und orthogonal im Sinne des auf Matrizen definierten Frobenius-Skalarprodukts (nacbrecbnenﬂ
tr(AjAk):tr(ijAk):zsjk. (1.13.120)

Sie bilden eine Lie-Algebra mit dem Kommutator als Lie-Produkt. Die iiber die Exponentialfunktion gege-

benen Matrizen
.8
A 1 A
U:exp<—§ > 1a]~/1]~> (1.13.121)
]:

sind wegen

1 8 A A A A
Ut =exp <+% Z a; /1]»> =U"" und detexp(A)=exp(trA) (1.13.122)
]:

allesamt speziell unitire Matrizenﬂ Die /i]- sind eine Basis fiir die zur Gruppe SU(3) gehorige Lie-Algebra
su(3). Die Matrizen A;, A, und A; besitzen nur von 0 verschiedene Matrix-Elemente fiir die ersten beiden

$Details zur Matrizenrechnung s. Anhang
?Die hier verwendeten Sitze iiber Matrizen, die Matrixexponentialfunktion und Determinanten finden sich ebenfalls in Anhang
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Komponenten der Vektoren Z € C. Daher bilden sie eine Unter-Lie-Algebra und die entsprechenden Matrix-
exponentialabbildungen liefern SU(2)-Matrizen, d.h. die Unter-Lie-Algebra ist die entsprechende Lie-Algebra
su(2).

1.14 Die Symmetrien des Keplerproblems

Ein interessantes Beispiel fiir die Anwendung der Symmetrieprinzipien ist auch das Keplerproblems, das wir
jaschon in Abschnitt[1.7]im Rahmen der Lagrangeschen Formulierung behandelt haben. Wir kénnen uns auf
das restringierte Problem beschrinken, d.h. wir haben bereits die Schwerpunktsbewegung absepariert, und
wir kdnnen das System so behandeln, daf§ wir ein festes Zentrum (,Sonne®), welches wir in den Koordina-
tenursprung eines kartesischen Koordinatensystems setzen, vor uns haben, um das sich der Korper (,,Planet®)
der reduzierten Masse u bewegt. Der Hamiltonoperator dieses restringierten Problems ist in kartesischen
Koordinaten durch
... P K .

Hx,p)=———=, mit K=Gmm, (1.14.1)

2u ||

gegeben, wobei G die Newtonsche Gravitationskonstante ist.

Unmittelbar ersichtlich ist zunichst die verbliebene Rotationssymmetrie, die freilich aus der Rotationssym-
metrie des Gravitationspotentials resultiert und jedem Zentralkraftproblem zukommt. Wie wir wissen, sind
die dazugehorigen Noetherschen Erhaltungsgrofien die drei Komponenten des Drehimpulses:

-

[=%x}. (1.14.2)

Im Sinne der obigen Liegruppentheorie sind diese gemif§ dem Noetherschen Theorem die Erzeugenden der
Drehungen, d.h.
D(a)=exp(£. ;) (1.14.3)

ist der Operator einer Drehung um die Drehachse in Richtung @/|a| um den Drehwinkel a.

Durch direktes Nachrechnen, was ein wenig Ableitungsarbeit erfordert, weist man nach, dafl aufler dem Dre-
himpuls und selbstverstindlich der Hamiltonfunktion selbst auch der Runge-Lenz-Vektor erhalten ist, also
die Poissonklammern seiner Komponenten mit der Hamiltonfunktion, verschwinden. Dieser ist durch

- 1 /5 = K
A:—<p><l—y9?7> (1.14.4)
Ku x|

gegeben. Einfacher als die Berechnung der Poissonklammern ist die Bildung der Zeitableitung, die aufgrund
der Bewegungsgleichungen verschwindet (Ubung).
Zunichst ist es nunmehr trivial, die Bahnkurve anzugeben. Dazu multiplizieren wir (1.14.4) mit X

Lo e & 2 1

x-A=r|Alcosp=——r > r=—- ————. (1.14.5)

Ku K 14 |A|cos

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen dem zeitlich konstanten Runge-Lenz-Vektor A und dem Ortsvektor ¥ und
r = |x|. Der Vergleich mit (1.7.12) zeigt, daf3

2 )
p=—1, e=|A (1.14.6)
Ky

Parameter und Exzentrizitit des Kegelschnittes sind.
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Es ist klar, dafl mit A auch A2 eine Erhaltungsgrofie ist, die aber nicht unabhingig von den tibrigen Erhal-

tungsgrofien sein kann, denn [ und A bilden ja zusammen schon sechs Erhaltungsgrofien. In der Tat liefert
die direkte Rechnung

2_ 72
=A"=1+ . 1.14.7
‘ K ( )

Dabei ist E die Gesamtenergie des Systems, welche natiirlich auch erhalten ist. Der Vergleich von (1.14.6) zeigt
vollstindige Ubereinstimmung mit (1.7.13), wo wir durch, verglichen mit der quasi algebraischen Methode,
derer wir uns hier bedient haben, mithsame Integrationen zu diesem Resultat gelangt sind.

Mit (1.14.5) ist auch erwiesen, dafl A richtungsmiflig vom Zentrum zum Perihel des Kegelschnitts zeigt, und
das entspricht auch der Zihlung des Winkels ¢, der hier freilich genau wie in Abschnitt|1.7|gewihlt wurde.

Wir sehen wieder, daf} fiir ! # 0 die konkrete Bahnform durch das Vorzeichen der Gesamtenergie bestimmt
ist:

(1) E <0:Dannistnach (1.14.7) 0 < € < 1, und der Kegelschnitt ist eine Ellipse, die sich fiir ¢ = 0 zum Kreis
spezialisiert. Kehrt man in diesem Falle das Vorzeichen von A um, erhielte man einen Vektor, der vom

Zentrum zum Aphel weist, was freilich an den Resultaten und der Bedeutung von A als zusitzlichen
Symmetrieoperatoren nichts dndern wiirde.

(2) E =0: Dann ist nach (1.14.7) ¢ =0, und die Bahn eine Parabel.

(3) E > 0: Dann ist nach (1.14.7) € > 1, und die Bahn eine Hyperbel.

Wir haben bis jetzt letztlich durch viel einfachere Rechnung lediglich die gleichen Resultate wie in Abschnitt
[L.7]erhalten. Mathematisch interessant ist im jetzigen Zussammenhang die Identifikation der Symmetriegrup-

pe, die durch die 6 unabhanglgen Erhaltungsgrofien [ und 7 erzeugt wird. Dazu bilden wir die Poissonklam-

mern der Komponenten von A untereinander sowie mit /, denn von / kennen wir diese bereits:
{lj’lk}zfjklll' (1148)

Die Poissonklammern der Komponenten von A untereinander und mit / erhilt man durch direkte Rechnung
(am besten unter Zuhilfenahme eines Computer-Algebrasystems):

{A].,A,e}:—;—ie]k,z,,

{LsAr} = euAr
Letzteres wissen wir allerdings auch ohne Rechnung, denn es ist klar, daf§ A sich unter Drehungen wie ein
Vektor verhilt. Wie wir aus (1.14.8{1.14.9) ersehen, bilden / und A eine Unterliealgebra der allgemeinen
Poissonklammer-Liealgebra. Durch Exponentiation und Bildung des algebraischen Abschlusses ergibt sich
also insgesamt eine durch diese sechs Generatoren erzeugte Lie-Gruppe.

(1.14.9)

Wir wollen nunmehr die Gruppen identifizieren, welche mit jedem der drei Fille £ < 0, E =0und £ >0
verbunden sind. Wir werden auch gleich sehen, warum wir diese Fallunterscheidung durchfithren miissen.

Beginnen wir mit £ < 0. Dann kdénnen wir eine neue Basis der Liealgebra wihlen, indem wir

i=\——A (1.14.10)
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einfiihren. Das ergibt dann die einfachere Liealgebra

{l]-,lk} = f]'/ezlb {a]»,ak} = 6]-16111, {lj,ak} =€p14)- (1.14.11)

Wir wollen nun zeigen, daf§ dies die Algebra der SO(4), also der Gruppe der Rotationen im R* ist. Das sind
diejenigen linearen Abbildungen, die das euklidische Skalarprodukt in vier Dimensionen ungeindert lassen
und die Determinante 1 besitzen.

Eine reelle 4 x 4-Matrix M ist offenbar genau dann eine SO(4)-Matrix, wenn M*M = 1, ist. Daraus leitet
man wie im Fall der Drehgruppe her, daf§ eine ,infinitesimal von der Einheitsmatrix verschiedene Matrix
My, = 8, + 3, genau dann eine SO(4)-Matrix ist, wenn da, = —Ja; ist. In der Tat besitzt also die
SO(4) insgesamt (4 - 4 —4)/2 = 6 linear unabhingige Erzeugende.

Die Drehgruppe SO(3) in drei Dimensionen ist offenbar eine Untergruppe, die aus denjenigen SO(4)-Matrizen
besteht, die nur die ersten drei Komponenten eines jeden R*-Vektors indern. Dies entspricht den drei Erzeu-

genden 8o =—e;;, mit/ € {1,2,3}. Identifiziert man also (ZAZ)]-k = —¢jk> Wobei wir jedes lA] als 3x3-Matrix

auffassen, entspricht dies der Drehimpulsalgebra fiir unsere Drehimpulskomponenten I In der Tat rechnet
man nach, daf§ diese Matrizen die Kommutatorrelationen der Drehimpulsalgebra erfiillen:

|:Z l/e].—lAlAk—lAklA'IéjkllAl. (11412)

Wir erweitern diese 3 x 3-Matrizen einfach in unserem Sinne zu 4 x 4-Matrizen, dafl wir die unterste Zeile und
die vierte Spalte durch Nullen auffiillen. Im R* agieren diese Matrizen dann fiir die ersten drei Komponenten
als ,infinitesimale Drehungen® und lassen die letzte Komponente ungeindert.
Jetzt fehlen offensichtlich noch die Erzeugenden, die eine Drehung in der Ebene, gebildet aus dem vierten
Einheitsvektor und einem der drei verbliebenen Einheitsvektoren generieren. Man rechnet nach, daf} diese
Erzeugenden 4; genau die den Poisson-Klammern entsprechenden Kommutatorrelationen ergeben.
Dabei sind die Poisson-Klammern durch Kommutatoren und vice versa zu ersetzen. Wir haben also einen Iso-
morphismus von Liealgebren, wobei das Produkt der Lie-Algebra zum einen durch die Poisson-Klammern
und zum anderen durch die Kommutatoren von Matrizen gegeben sind. Entsprechend sind die Basiselemente
der Liealgebra die Drehimpulskomponenten und Runge-Lenz-Vektorkomponenten einerseits und die ent-
sprechenden Matrizen lA] und 4;, andererseits. Wir konnen also die Lie-Algebra, unabhingig von ihrer Wir-
kung auf vierdimensionale Vektoren mit der Lie-Algebra der Gruppe SO(4) identifizieren. Man spricht daher
auch allgemein von der SO(4)-Symmetrie des Keplerproblems, obwohl dies nur die Symmetriegruppe fiir
E <0, also die gebundene Bewegung (Ellipsen- bzw. Kreisbahnen) ist.
Der Vollstindigkeit halber wollen wir zeigen, dafl die Liealgebren von SO(4) und SO(3)®SO(3) isomorph
sind. Dazu gehen wir erneut zu einer neuen Basis der Lie-Algebra tiber:

[ i +a; / i —a;

_ _ ]
ay=+—, B;= - (1.14.13)

Fiir diese gelten die Poissonklammerrelationen

{aj’a/e} = €jk190> {aj’ﬂ/e} =0, {ﬁpﬁk} = €11 (1.14.14)

Die Liealgebra zerfillt also in zwei SO(3)-Teilalgebren, deren Elemente untereinander verschwindende Lie-
klammern besitzen, d.h. es handelt sich um eine direkte Summe der beiden SO(3)-Algebren: so(4) = so(3) ®
s0(3). Durch Exponentiation zeigt man, daf} dies einem direkten Produkt der Gruppen entspricht.

Kommen wir nun zum Fall £ = 0, also dem Fall der Parabelbahnen. Dann ist die Liealgebra wegen (1

m 1.14.9) durch

(b=l {Apa}=0, {L, A4} =€uA, (1.14.15)
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gegeben. Das ist aber die gleiche Algebra wie zwischen Impuls und Drehimpuls, so dafl wir sofort die Lieal-
gebra der Isomorphiegruppe ISO(3) des R?, aufgefafit als euklidischer affiner Punktraum, erkennen. Freilich
handelt es sich hierbei nicht um den physikalischen Raum.

SchliefSlich betrachten wir noch £ > 0, also den Fall der Hyperbelbahnen. Hier gehen wir genauso vor wie
bei £ < 0 mit dem Unterschied, daf§ wir jetzt

K2y -
i=1\|2EA (1.14.16)
2F
definieren miissen. Die Liealgebra ist dann
{lj,lk}zfjklll, {dj’dk}:_fj/elll’ {lj’dk}zfjkldl' (11417)

Dies ist die Liealgebra zur Gruppe SO(1,3)!, der Gruppe, die die Bilinearform
x,y €ER* nuxty* mit (n,,)=dig(l,—1,—1,—1) (1.14.18)

invariant lassen. Die Indizes y, v laufen unserer Konvention gemifd von 0 bis 3. Die sich durch Exponentiation
ergebende Gruppe laf$ auch das Vorzeichen der 0-Komponenten von Vektoren ungeindert. Die entsprechende
Gruppe ist die eigentlich orthochrone Lorentz-Gruppe. Diese Struktur auf dem R* hat eine sehr wichtige
Bedeutung, legt sie doch die Raumzeit-Struktur in der Speziellen Relativititstheorie fest, worauf wir im
nichsten Kapitel ausfiihrlich eingehen werden. Der Beweis dieser Behauptung erfolgt genau analog zum Fall
E < 0und sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Die Drehungen, erzeugt durch die Drehimpulskomponenten
I, 138t man dabei auf die unteren drei Komponenten wirken. Klarerweise bilden diese eine Untergruppe der
SO(1,3)!. Die drei Operationen, die die 0-Komponente und je eine der drei unteren Komponenten der Vierer-
vektoren dndern, bilden dann die tibrigen Basiselemente der so(1,3)-Algebra. Von dieser Matrixalgebra kann
man wie im Fall der so(4) zeigen, dafl sie im Sinne von Liealgebren isomorph zu der Poissonklammeralgebra

(1.14.17) 1st.

Es sei noch betont, daf$ der wahre Nutzen dieser algebraischen Betrachtungen erst in der Quantentheorie des
Wasserstoffatoms voll zutage tritt, weil sie die Entartung der Energieniveaus zu analysieren helfen.

1.15 Ausblick auf die Quantentheorie
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Kapitel 2

Spezielle Reltivititstheorie

In der Physik um 1900 herum war eine der interessantesten ungeklarten Fragen die nach dem Nachweis des so-
genannten Athers. Dies war eine ,Substanz®, dessen Schwingungen die elektromagnetischen Wellen, die von
James Clerk Maxwell im Rahmen seiner Theorie der Elektrodynamik vorhergesagt (1865) und durch Hein-
rich Hertz entdeckt worden waren (1886), fortleiten sollte, zhnlich wie die Schwingungen der Luft Schallwel-
len entsprechen. Allerdings hatte zum einen diese Substanz sehr ungewdhnlich theoretische Eigenschaften
und konnte zum anderen auch nicht experimentell nachgewiesen werden.

So unternahmen Michelson und Morley mit einem Interferomenter ein Experiment zur Messung der Be-
wegung der Erde durch den Ather, demzufolge sich aufgrund der unterschiedlichen Lichtgeschwindigkeit
in Richtung der Bewegung und senkrecht dazu ein Effekt ergeben sollte, wenn das Interferometer um 90°
gedreht wird. Ein solcher Effekt konnte aber nicht nachgewiesen werden.

In den Maxwell-Gleichungen des elektromagnetischen Feldes ergab sich in einem Inertialsystem, in dem der
Ather ruhen sollte, eine bestimmte Phasengeschwindigkeit fiir die elektromagnetischen Wellen im Vakuum,
die Lichtgeschwindigkeit c. Da aber die Maxwell-Gleichungen nicht invariant unter Galilei-Boosts sind, sollte
sich eine Anderung der Lichtgeschwindigkeit fiir ein Bezugssystem ergeben, das sich gegeniiber dem Ruhsy-
stem des Athers bewegt.

Die Losung dieses Widerspruchs, die endgiiltig Einstein 1905 gelang, ist, daf$ die der Newtonschen Mechanik
zugrundeliegende mathematische Beschreibung von Raum und Zeit nur niherungsweise Giiltigkeit besitzen
und daher die Transformationsformeln zwischen Koordinaten (und der Zeit!) unterschiedlicher inertialer
Bezugssysteme modifiziert werden miissen. Wihrend dies in der Hauptvorlesung ausfiihrlich physikalisch
motiviert wird, beschrinken wir uns hier im wesentlichen auf die Mathematik des der speziellen Relativitits-
theorie zugrundeliegenden Raum-Zeit-Modells, des sog. Minkowski | -Raumes.

2.1 Das speziell-relativistische Raum-Zeit-Modell

In seiner berithmten Arbeit ,Zur Elektrodynamik bewegter Korper® [[Ein05]] ging Einstein von zwei Postu-
laten aus:

1. Es existiert ein Inertialsystem, in dem ein Korper in Ruhe verharrt oder sich gleichférmig geradling
(also mit konstanter Geschwindigkeit) bewegt, solange keine Krifte auf ihn einwirken.

2. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen (insbesondere des Lichtes) im Vaku-
um ist unabhingig von der Geschwindigkeit der Lichtquelle und des Empfiangers (Beobachters) dieser
Wellen.

Das erste Postulat entspricht genau dem Galileischen Trigheitsgesetz, wihrend das zweite der tiblichen
Realisierung dieses Postulats in der Newtonschen Mechanik widerspricht, denn es sollte unméglich sein, die
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Absolutgeschwindigkeit eines Bezugssystems durch irgendwelche physikalischen Vorginge zu bestimmen,
da die physikalischen Grundgesetze in jedem Inertialsystem gleich aussehen, und jedes gegen ein Inertial-
system gleichférmig geradlinig bewegte Bezugssystem ist notwendig wieder ein Inertialssytem, denn gemaf3
dem Trigheitsgesetz sind ruhende oder gleichférmig geradlinig bewegte Korper gleichberechtigt. Anders aus-
gedriickt kann man Geschwindigkeiten nur in Bezug auf einen Referenzkorper definieren.

Wir konnen nun mit diesen Postulaten die speziell-relativistische Raum-Zeit-Struktur finden. Dazu denken
wir uns eine punktférmige Lichtquelle, die in einem Inertialsystem A ruht, von der aus ein kurzer Lichtimpuls
zur Zeit t = 0 ausgesandt wird. Da die Lichtgeschwindigkeit ¢ ist, befindet sich das Lichtsignal zur Zeit ¢ auf
der Kugeloberfliche mit dem Radius ct, d.h. fiir diese Kugeloberfliche x gilt

P —%2=0. 2.1.1)

Wir betrachten nun einen Beobachter B, der sich relativ zu diesem Bezugssystem mit der konstanten Ge-
schwindigkeit o = ¢ S relativ zu A bewegt. Dies definiert ein anderes Inertialsystem. Dessen Zeit 7 und rdum-

liche Koordinaten ¥ seien so gewahlt, dafl zur Zeit ¢ = 0 auch 7 = 0 ist und daf} die Koordinatenurspriinge
zu dieser Zeit zusammenfallen. Gemify dem zweiten Postulat muf$ nun auch fiir B bzgl. seiner Raum-Zeit-
Koordinaten gelten, d.h. auch er beobachtet eine Kugelwelle, die von seinem Koordinatenursprung zur
Zeit t = 0 ausgesandt wurde, d.h. fiir die Position des Wellenpakets gilt auch fiir ihn

) -2
c“t"—x =0. (2.1.2)

Wegen des ersten Postulats muff nun die Transformation zwischen den Zeiten und der riumlichen Koordi-
naten bzgl. zweier Inertialsystem linear sein, denn jede beliebige gleichformig geradlinige Bewegung in dem
einen Inertialsystem mufl ebenso eine gleichférmig geradlinige Bewegung im anderen Inertialsystem sein.

Um die entsprechenden linearen Transformationen zu finden, ist es am bequemsten, Minkowski [Min09]] zu
folgen zunichst vierdimensionale Vektoren (x#) = (ct,x!,x2, x*) einzufiihren (mit x° = ct). Die Basisvek-
toren bezeichnen wir mit e, (man beachte hierbei die Indexstellung: obere Indizes fiir die Komponenten und
untere Indizes fiir die Basisvektoren). Dann fithren wir eine Bilinearform, das Minkowski-Produkt

x-y=x"°—%X.5 (2.1.3)
ein, so daf} dann die Gleichung in der Form
x-x=:x2=0 (2.1.4)
geschrieben werden kann. Offenbar gilt fiir die hierbei eingefiithrten ,pseudo-kartesischen Basisvektoren®

1 for u=v=0,
e,ce,=n,:={—1 for u=v, wuve{l,23}, (2.1.5)
0 for u#v, wuve{0,1,2,3}.

Damit kénnen wir nimlich das Minkowski-Produkt in der Form

x-y=xtyle e, =n,x"y (2.1.6)

schreiben. Dann folgt (2.1.2) aus (2.1.1), wenn wir annehmen, daff auch B solche pseudo-kartesischen Ba-
sisvektoren e p benutzt wie A. Das bedeutet dann, dafl die lineare Transformation zwischen den Raumzeit-

Koordinaten der beiden Systeme einfach einer Basistransformation mit einer Matrix (A# ) € R*** entspricht,

so daf§

e, =2,A", 2.17)
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gilt. Da nun sowohl e, als auch e, pseudo-kartesisch im Sinne von (2.1.5) sein sollen, folgt fiir die Transfor-
mationsmatrix

I _ - vV o 2
—e -eU_A”peM-AgeV_A”pA

ri/OO' /O (Tr]‘UV' (2'1‘8)

Dies ist sehr dhnlich zur Definition einer orthogonalen Matrix in einem vierdimensionalen Euklidischen Vek-
torraum. Allerdings weist das Minkowski-Produkt den entscheidenden Unterschied auf, dafl die raumlichen
Koordinaten mit einem —Zeichen in das Produkt eingehen. Das Minkowskiprodukt ist also im Gegensatz
zu dem iiblichen Skalarprodukt eines Euklidischen Vektorraums nicht positiv definit, sondern x - x = x?
kann sowohl positiv als auch negativ sein, und aus x - x = 0 folgt nicht notwendig, dafy x =0 ist.

Andererseits ist aber die Matrix (7,,,

dischen Raum mit Hilfe dieser Matrix und ihrer Inversen (n#”) = diag(1,—1,—1,—1) (nachrechnen!) statt der
kovarianten auch kontravariante Basisvektoren und Komponenten von Vektoren einfiihren, z.B. e# = n/"e,,

) = diag(1,—1,—1,—1) invertierbar, und wir kénnen wie in einem Eukli-

bzw. x, = g,,x", so dafl x = x e = x¥e, =1, x"e" sowie fiir zwei Vektoren x und y das Minkowski-

Produkt x -y = NuXHy” = xf‘y:: x,yY =nx,y, schreiben kann.

Wir betrachten nun die Transformation zwischen zwei Inertialsystem. Es moge sich das System des Beob-
achters B mit den kovarianten Basisvektoren €, mit der Geschwindigkeit ¥ = Bc¢, relativ zum Sytem des
Beobachers A mit den kovarianten Basisvektoren €, bewegen, und der Zeitnullpunkt sei so gewihlt, dafl fiir
t =7 = 0 die Urspriinge der Bezugssystem zusammenfallen. Es ist klar, daf} in diesem Fall x> = x? und
%° = x* ist und wir daher nur die Transformation in der (12)-Ebene zu betrachten brauchen.

Wir betrachten nun die Bewegung der inertialen Beobachter A und B vom Bezugssystem von A aus. Die
Beobachter denken wir uns dazu im Ursprung der jeweiligen raumlichen Koordinatensysteme lokalisiert. Wir
tragen nun die x° = cz-Achse von A senkrecht nach oben und die x!-Achse nach rechts auf (vgl. Abb.[2.1). Wir
konnen dann Bewegungen punktférmiger Objekte als Linien in diesem Minkowski-Diagramm betrachten,
die sog. Weltlinien. Die Weltlinie des Beobachters A ist offensichtlich durch x4(¢) = cte, gegeben, denn die
raumlichen Koordinaten dndern sich nicht, da der Beobachter A in seinem Bezugssystem ruht. Der Beobachter
B bewegt sich hingegen relativ zu A, und A wird in seinen Raum-Zeit-Koordinaten dessen Weltlinie durch

xp =ct(ey+ Bey) (2.1.9)

beschreiben. Andererseits muf} B seine eigene Weltlinie durch

xB:CtEO (2.110)

beschreiben. Die Zeitachse e, mufl nun aber e, - e, = 1 erfiillen. Wir miissen also den Tangentenvektor
dxg/dt = c(ey + Be;) im Sinne des Minkowskiprodukts normieren konnen. Wegen dxg/dt - dxz/dr =
c?(1—/3%), ist dies nur méglich, wenn | 3| < 1ist, d.h. B kann nur dann in einem Inertialsystem sein, wenn sei-
ne Geschwindigkeit v = B¢ die Bedingung |v| < c¢ erfiillt, d.h. ¢ stellt eine absolute Grenzgeschwindigkeit
fiir die Relativgeschwindigkeit zwischen inertialen Beobachtern dafl| Es ergibt sich dann also

. 1
e, =7y(ep+Pe) mit y=—=x (2.1.11)

Ji=p7
Wir konnen nun auch den riumlichen Basisvektor in der (12)-Ebene definieren. Fiir ihn muf§ gelten

Es ist klar, daf3 dies gerade der an der Winkelhalbierenden zwischen Raum- und Zeitachse von A gespiegelte
Vektor €. Die Winkelhalbierende wird in den Koordinaten von A aber durch x; = ct(e, + e;) beschrieben.

'Dabei ist die Relativgeschwindigkeit als die Geschwindigkeit des einen inertialen Beobachters im Ruhsystem des anderen iner-
tialen Beobachters zu verstehen.
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. “‘:’-“'Ct

Abbildung 2.1: Minkowski-Diagram, das die Konstruktion von B’s Raum-Zeit-Achsen illustriert: Die dicken grii-
nen Linien sind B’s Zeit- und Raum-Achse. Die Einbeitslingen werden auf den Achsen werden durch die Schnitt-
punkte mit den blauen Hyperbeln (ct)? — (x')? = £n? mit n € {1,2,...} bestimmt. Die orangenen Linien
ct = +x' definieren die Ausbreitung von Lichtsignalen in x'- bzw. x'-Richtung. Sie sind die Winkelbalbierende
zwischen den Zeit- und Raum-Achsen sowobl fiir A als auch fiir B, d.b. fiir beide Beobachter bewegt sich die Front
eines Lichtsignals mit derselben Geschwindigkeit ¢, wie es vom 2. Postulat Einsteins verlangt wird.

Fiir diesen Vektor gilt x; - x; = 0, und das bedeutet, daf§ dieser Vektor die Ausbreitung eines Lichtsignals
beschreibt. Dies ist aber wegen (2.1.12) auch die Winkelhalbierende zwischen B’s zeit- und raumartigem Ba-
sisvektor (s. auch das Minkowski-Diagramm in Abb.[2.1). Das bedeutet, daf} in der Tat durch unsere Rechnung

das Postulat 2 erfiillt ist, wonach die Lichtgeschwindigkeit des Lichtsignals unabhingig von der Bewegung des
Beobachters und der Quelle ist.

Um die Transformationsmatrix A#, zu bestimmen, bendtigen wir gemif (2.1.7) die umgekehrte Form, d.h.
wir miissen (2.1.11) und (2.1.12) nach den Basisvektoren von A umrechnen (Ubung):

e=y(E—Le), e=y(—fe+e), e=¢e, e=¢. (2.1.13)
Wegen (2.1.7) lesen wir aus (2.1.13) fiir die Transformationsmatrix fiir einen Lorentz-Boost in x!-Richtung

/}é —By 0 0
A=aiy=|—FPr v 00
R=@ey=| =07 1 2 (2.1.14)
0 0 01
ab.
Nun ist fiir jeden Vierervektor x
x=x"e,=x"A"e, =%"e, = T =A"\x". (2.1.15)
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Daraus ergibt sich nun fiir die Umrechnung zwischen den Komponenten bzgl. A’s und B’s Bezugssystem
X =cT=y(x—BxY), X =y(x'—px0), F=x% T=x (2.1.16)

Dieser Lorentz-Boost und ersetzt die entsprechende Formel fiir einen Galilei-Boost in der Newtonschen
Physik. Entwickelt man diese Formeln fiir kleine | 3| = |v|/c, erhilt man in der Tat

t=y(t—ox'/cH)~t+0(x'v/c?), ¥ ~x'—ovt+0(S?), (2.1.17)

d.h. fiir kleine Relativgeschwindigkeiten zwischen den Beobachtern A und B erhilt man niherungsweise wie-
der den Galilei-Boost der Newtonschen Mechanik.

Der gegeniiber der Newtonschen Raum-Zeit augenfilligste Unterschied ist, daff sich hier nicht nur die rium-
lichen Koordinaten transformieren sondern auch die Zeit. Dies wird durch Postulat 2 erzwungen: Damit die
Lichtgeschwindigkeit fiir beide Beobachter dieselbe sein kann, muf} sich auch die Zeit mittransformieren.
Dies hat einige ungewohnte Konsequenzen bzgl. des zeitlichen Ablaufs und der Messung von Lingen fiir
Beobachter in verschiedenen gegeneinander gleichformig geradlinig bewegten Inertialsystemen.

Wir benétigen dazu nur die oben hergeleiteten Beziehungen zwischen den Einheitsvektoren.
Betrachten wir als erstes den Fall, daf§ zwei durch Vierervektoren gekennzeichnete x und y Ereignisse fir A
am gleichen Ort stattfinden (z.B. Lichtblitze). Es gilt also x = ct, e, + x’e Iund y =ct,ey+x/e;. Offenbar
vergehen fiir A und B dann verschiedene Zeiten zwischen diesen Ereignissen, denn es gllt wegen

1 1
Aty=—ey-(y—x)=1t,—t, Atg=—€-(y —x)=yAlpjc (2.1.18)
C (4

d.h. bzgl. Bob vergeht eine um den Lorentz-Faktor y = 1/4/1— 32 lingere Zeit. Dies nennt man die Zeitdi-
latation. Natiirlich finden die Ereignisse fiir B nicht am gleichen Ort ab, denn er bewegt sich ja gegentiber 4,
so dafl er sich in dem Zeitintervall Aty weiterbewegt. Die entsprechende Distanz mufd natiirlich ScAz sein,
denn B bewegt sich relativ zu A mit der Geschwindigkeit Sc. Formal finden wir dies unter Verwendung von

(2.1.13) bestitigt:

(5—x)' =—e,-(y —x)=—LBcyAty =—LBcAty. (2.1.19)

Als nichstes betrachten wir eine Stange entlang der x!-Richtung, die relativ zu A ruht. Bzgl. A’s Koordinaten
sind die Weltlinien der Endpunkte der Stange durch

(x/“):</11>, (y/‘):</;2>, AL A ER (2.1.20)

X

gegeben. Dabei sind A, und A, beliebige Parameter dieser Weltlinie. Beobachter A mifdt die Linge der Stange,
indem er die Koordinaten zur gleichen Zeit ¢, abliest, d.h. fiir A; = A,. Die Relativkoordinaten der Enden
fiir diese ,Meflereignisse” der Stange und die entsprechende Linge sind dann

O=09=(,2,) = La=b' =+ 2121

Fiir B bewegt sich die Stange in negative x'-Richtung. Er wird die Linge der Stange aber ebenfalls bestimmen
indem er zu einem Zeitpunkt bzgl. seiner (!) Zeit die riumlichen Koordinaten der Stangenenden abliest. Fiir
die Zeitkomponente des Differenzvektors der Stangenenden bzgl. B gilt aber

Aty=¢y-(y—x)=y[(A,—A;)— BLy] =0 (2.1.22)
= L,— A =L,

Hier und im folgenden laufen lateinische Indizes stets von 1 bis 3, griechische von 0 bis 3.
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Abbildung 2.2: Links: Minkowski-Diagramm zur Zeitdilatation. Die Zeit, die zwischen den beiden bzgl. A am
gleichen Ort x' = 0 vergeht, erscheint fiir B linger als fiir A. Rechts: Minkowski-Diagramm zur Lingenkontrak-
tion: Die blauen Linien sind die Weltlinien der Endpunkte der Stange, die relativ zu A rubt. In B’s Bezugssystem
bewegt sich die Stange, und B mifst dessen Linge, indem er seine Koordinaten der Endpunkte zur fiir ibn gleichen
Zeit t = 0 markiert. Entsprechend mifst er eine kitrzere Linge als A. Dabei mufS man beachten, dafs die Lingen fiir
A und B im Minkowski-Diagramm nicht durch die siblichen euklidischen Abstinde in der Zeichenebene gegeben
sind sondern durch die psendo-euklidische Geometrie im Minkowski-Raum, wie in Abb. konstruiert, also in
den hier gezeigten Diagrammen durch die gepunkteten Koordinatenlinien. Offensichtlich besitzt fitr A die Stange
eine Linge von 2 Lingeneinheiten und fiir B eine kiirzere Linge. Wie die Rechnung zeigt, ist die Léinge gerade um

den inversen Lorentz-Faktor 1]y = 1/ 1— [3% verkiirzt.

D.h. wir bestimmen die Weltinienparameter der Enden durch die Forderung, daf} B die raumlichen Koordi-
naten der Stangenenden bzgl. seiner Zeit gleichzeitig abliest. Dies ergibt schlief8lich die durch B gemessene
Linge

LB=—e1-<y—x>=yLA<1—ﬂ2>=%z VI=BoLy. 2.1.23)
Dieses kinematische Phinomen bezeichnet man als Lingenkontraktion, denn B mift gemif} eine
um den inversen Lorentz-Faktor 1/y = 4/1— 32 verkiirzte Linge vgl. mit der Linge der Stange in ihrem
Ruhsystem.
Wir sehen an diesem Beispiel auch, dafl zwei bzgl. A gleichzeitige Ereignisse (wie hier die Ablesung der Stan-
genenden durch A), die an verschiedenen Orten stattfinden, fiir den gegen A bewegten Beobachter B nicht
gleichzeitig sind. Umgekehrt sind die Ereignisse des gleichzeitigen Ablesens der riumlichen Koordinaten der
Stangenenden durch B von A aus gesehen ebenfalls nicht gleichzeitig. Man bezeichnet dieses Phinomen auch
als Relativitit der Gleichzeitigkeit.
Wir kénnen nun auch die Messung der Linge einer Stange fiir beliebige Orientierung derselben relativ zur
Boost-Geschwindigkeit o = Bce; von B bzgl. A betrachten. Die Rechnung ist vollstindig analog wie zuvor.
Die Stange ruhe also in A’s Bezugssystem, d.h. die Weltlinien der beiden Enden seien durch

w=(3) om=(%) @124

gegeben. A mifit wieder die Linge, indem sie die riumlichen Koordinaten zur gleichen Zeit, also fiir A, = A,
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abliest, d.h.
L= —%)-(G—%) 2.1.25)

Fiir B’s Messung miissen wir A; und A, wieder so bestimmen, daf} er die riumlichen Koordinaten der Enden
der Stange zeitgleich bzgl. seines Referenzsystems abliest, d.h.

e (0 —x)=y[(h—4)—B0"'—x")] =0 = (L—A4)=B0"—x"), (2.1.26)

und daraus ergeben sich die entsprechend gleichzeitig abgelesenen raumlichen Koordinaten zu

1 xl

- =) = 110 )= Al = 2= 2
o — _ 2.1.27
PR =, (y—x)=—e;-(y—x) =y  — 3%, 2127
VT = (ymx)=—e - (y—x) =y’ —x",
Daraus folgt fiir die durch B gemessene Linge
1_ .22
L%:(y }/2)/) + (= x2? + (=27 (2.1.28)

Dies und (2.1.27) bedeutet, dafl nur die Komponente der Linge der Stange in Richtung der Boost-Geschwin-

digkeit lingenkontrahiert ist. Fiir die Komponenten in senkrechter Richtung dndern sich die scheinbaren
Werte nicht.

Wir betrachten nun schon die oben angedeutete Bemerkung, dafy die Gleichzeitigkeit von Ereignissen vom
Bezugssystem abhingt. Nehmen wir an, zwei Ereignisse finden bzgl. A gleichzeitig statt, d.h. es gilt

(x”):<i_§>, (y'“):<3_},t>. (2.1.29)

Bzgl. B finden wir dann, daff diese Ereignisse nicht gleichzeitig stattfinden sondern um die Zeit

Vﬂ

_ 1
AT = ~e,-(y—x) (y'—x1) (2.1.30)
C

versetzt.

Wir betrachten noch ein beriihmtes Gedankenexperiment von Einstein im Zusammenhang mit der Rela-
tivitit der Gleichzeitigkeit. Wir betrachten dazu einen Zug, der sich mit der konstanten Geschwindigkeit
¥ = [cé, bewegt. In diesem Zug befinde sich Alice in der Mitte und sende von dort aus zur Zeit ¢t = 0 ein

Lichtsignal zu den beiden Enden des Zuges (s. Abb. 2.3). Die Weltlinien der beiden Lichtsignale bzgl. Alices
Raumzeit-Koordinaten (parametrisiert mit Alices Zeit ¢) lauten

(xt)= <£t> (2.1.31)

wobei wir wieder nur die relevanten Raumzeit-Koordinaten (x°, x!) aufschreiben. Besitzt der Zug die Linge

L, erreicht demnach das Lichtsignal bzgl. Alice gleichzeitig zur Zeit t = L/(2¢) an den beiden Enden.

Betrachten wir nun die Weltlinie bzgl. Bobs Bezugssystem. Dazu miissen wir den entsprechenden Lorentz-
Boost anwenden. Da jetzt Alice relativ zu Bob mit ¥ = Bce; bewegt ist, lautet die Transformation jetzt

(g, ) )R)
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Abbildung 2.3: Zum Einsteinschen Zug-Gedankenexperiment. Erklirung s. Text.

Die beiden Lichtsignale erreichen also von Bob aus betrachtet die Enden des Zuges zu den Zeiten

_ (B

Iy - (2.1.33)

Dies erklart sich dadurch, daff sich von Bob aus betrachtet das Licht zum rechten (linken) Ende einen lingeren
(kiirzeren) Weg zuriicklegen mufl als bzgl. Alice, weil sich ja der Zug mit der entsprechenden Geschwindigkeit
v = B¢ in Ausbreitungsrichtung des Lichtsignals bewegt, dabei aber bzgl. Bob die gleiche Lichtgewschwin-
digkeit ¢ besitzt.

2.2 Das Zwillingsparadoxon

Das Zwillingsparadoxon ist ein Beispiel fiir die ungewohnte Relativitit der Zeitdauer zwischen Ereignissen
in verschiedenen Bezugssystemen, also der Zeitdilatation. Wir nehmen an, daf der Zwilling Bob mit grofler
Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn bzgl. Alices Bezugssystem reist. Bobs Weltlinie wird also in Alices Be-
zugssystem durch

ct
R[cos(ewt)—1]

Rsinwt
0

[xH(t)] = (2.2.1)

beschrieben. Wir konnen nun zu jedem Zeitpunkt durch einen geeigneten momentanen Lorentz-Boost in ein
momentanes Ruh-System von Bob transformieren. Vergeht in Alices Bezugssystem eine infinitesimale Zeit
dt’, so vergeht in Bobs Bezugssystem nur dessen Eigenzeit dv = dt’,/n wXtx¥[c. Dies wird dadurch klar,
dafl die Eigenzeit in Bobs momentanen Ruhsystem definiert ist, wo (dx*) = (¢dt,0,0,0) = (c¢d~,0,0,0) gilt.
Damit ist aber c?dr? =75 wdx“dx” =7,,dx“dx", denn ein Lorentz-Boost zwischen Alices und Bobs Bezugs-
system ldfit ja das Minkowki-Linienelement invariant. Damit ergibt sich Bobs Eigenzeit, also die Zeit, die fiir
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Bob, gemessen als die Summe {iber die infinitesimalen Zeitinkremente im jeweils momentanen Ruhsystem
von Bob vergeht, zu

1(° dxt(t") dxk(t) Jf w?R2 w?R?
= | diffq\| =——L " | di'q|1— =t\|1— . 222
’ CL t\J de’ de’/ 0 g c? g 2 @22

Das bedeutet aber, dafy Bob im Sinne von Alices Zeit weniger schnell altert, d.h. wenn Bob und Alice sich
nach einer in Alices System gemessenen Umlaufzeit 7 = 27/ wieder begegnen, ist Bob nur um = =
21t/wq/1—w?R2/c2, also um den inversen Lorentz-Faktor weniger, gealtert als Alice.

Dieser Effekt wurde mehrfach fiir die Lebensdauer von instabilen Teilchen in Speicherringen iiberpriiff’}

2.3 Allgemeine Lorentz-Transformationen

Wir betrachten nun die Lorentz-Transformationen etwas genauer. Bisher haben wir den Lorentz-Boost in
x!-Richtung betrachtet, d.h. die Transformation von den Koordinaten x* fiir ein Ereignis im Inertialsystem
des Beobachters A zu denen eines beliebigen anderen Beobachters B, der sich gegentiber A mit der konstan-
ten Geschwindigkeit Sc in x!-Richtung bewegt. Die Zeitzihlung erfolge in beiden Bezugssystemen so, daf§
die Urspriinge der raumlichen Koordinaten fiir beide Beobachter zur zeit ¢+ = ¢ = 0 zusammenfallen. Die
Koordinaten von B’s pseudo-kartesischer Basis bzgl. A’s Basis lauten dann gemifl (2.1.11) und (2.1.12)

1 s
@=r| 2| @=r|s] @)=

2.3.1)

O = O O
= O O O

Dabei ist }/ = 1/4/1— [32. Da weiter voraussetzungsgemifd beide Basissystme pseudo-kartesisch sein sollen,
d.h.da e, e, =€, e, =7,, mit den Komponenten des Minkowski-Produkts bzgl. solcher Basen (1,,,) =

diag(l,—l 1 —1) ilt, folgt daraus sofort.

e x y(ct — Bxh)
.. 1_

(TH) = _g;z _| xzﬁ”) . (2.3.2)
—e;-X x?

Damit gelangen wir wieder zur Lorentz-Transformationsmatrix (2.1.14

r  —Pr

X=A“x’ mit (A*)=A= _IgV g

0 0

(2.3.3)

O - O O
—_ O O O

Es ist nun leicht, dies fiir eine Bewegung von B mit beliebiger konstanter Geschwindigkeit 7 = ¢ ,é gegeniiber
A zu verallgemeinern. In offensichtlicher ,,(14-3)-dimensionaler Schreibweise ergibt sich

s ¥ B
B(ﬁ)—(_yﬁ —1ﬂ/3T+1> (2.3.4)

3Vgl. dazu den entsprechenden Wikipedia-Artikel
https://en.wikipedia.org/wiki/Time_dilation_of_moving_particles
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Dabet ist IBA = ,é /| /} |, und es gilt weiter

BB =5 B" (23.5)
Diese rotationsfreien Lorentz-Boosts sind nun offensichtlich nicht die einzigen Transformationen, die das
Minkowski-Produkt im Sinne von

Nuxx” =1, %" mit X =A° x" (2.3.6)

invariant lassen. Da dies fiir alle (x#) € R* gelten muf}, ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung
an die Lorentz-Transformationsmatrix A = (A,

qpaAPMA”V =74 (2.3.7)

bzw. in Matrixnotation

ATHA = 4. 2.3.8)

Dies impliziert, daf§ alle diese Matrizen zusammengenommen eine Gruppe bilden, denn offenbar erfiillt das
Produkt irgendwelcher zwei Lorentz-Transformationsmatrizen wieder (2.3.8). In der Tat folgt wegen #' =1

(AlAz)Tﬁ(AlAZ);} = AgA?ﬁAlAz = AEVA)Az =17. 2.3.9)

Offenbar sind nun neben den allgemeinen drehungsfreien Boosts (2.3.4) auch alle Transformationen, die einer
Drehung oder Raumspiegelung entsprechen, also Matrizen der Form

A AT
R:<é %) (2.3.10)

wobei 0T = (0,0,0) und Oc O(3) eine orthogonale R***-Matrix ist. Ebenso kann man Lorentztransforma-
tionen durch Multiplikation beliebiger Lorentz-Boost- und Rotationsmatrizen erzeugen.

orthogonal R**® matrix and also all combinations of such matrices. Man kann zeigen, daf} die allgemeinste
Lorentz-Transformationsmatrix in der Form

A

A =R, B(Bé)R,. 2.3.11)

geschrieben werden kann, wobei 1%1 und ]A{z Rotationsmatrizen der Form und B (Bé,) durch
definiert ist und in dem Fall mit tibereinstimmt. Auf den ersten Blick sieht es nun so aus, als benétig-
te man 7 Parameter, um eine allgemeine Lorentz-Transformation zu charakterisieren, nimlich jeweils 3 fiir
die beiden Drehungen und die Relativgeschwindigkeit 5 zwischen den Inertialsystemen. Dies ist aber nicht
korrekt, wie wir nun zeigen wollen.

Dazu stellen wir eine geometrische Betrachtung an und denken wieder an zwei inertiale Beobachter A und
B, die jeweils beliebige pseudokartesische Basisvektoren e, bzw. €, verwenden. Der einzige Unterschied zu
dem oben verwendeten Spezialfall ist, daff nun beide Beobachter beliebig zueinander orientierte raumliche
kartesische Basisvektoren verwenden. Zur Einfachheit nehmen wir an, daf§ beide riumlichen kartesischen
Basissysteme rechtshindig orientiert sind. Wir kdnnen nun die Lorentz-Matrix durch sukzessive Transforma-
tionen der Art gewinnen. Die Bewegung von B’s riumlichem Koordinatenursprung relativ zu A’s

riumlichem Koordinatenursprung sei durch den Vektor 7 = ¢ 3 gegeben. Als erstes verwenden wir eine Ro-
tationsmatrix (R, ')’ u» die Alices raumliches Basissystem so verdreht, daff ihre neue 1-Achse in die Richtung
von 7 fillt. Dies liefert das neue Basissystem

e,=(R,'Y e 2.3.12)



2.3 - Allgemeine Lorentz- Transformationen

das immer noch bzgl. A ruht. Dafiir bendtigen wir aber nur zwe: winkel, um diese Rotation zu, nimlich den
Polar- und Azimutal-Winkel von A’s alter 1-Achse relativ zur Richung S von B’s Dreiergeschwindigkeit.

A g . . . .
Dann fithrt A den Boost B~'(/3¢ ) aus, um in B’s Ruhsystem zu transformieren, was zu einer weiteren pseudo-
kartesischen Basis

" (p—1y a2l \N\P ./
e, =(B7'(BeY)) €0 (2.3.13)
fithrt. In dem dazugehorigen Bezugssystem ist nun B in Ruhe, aber die riumlichen Vektoren dieser Basis
brauchen nicht notwendig mit den von B gewihlten raumlichen Basisvektoren {ibereinzustimmen. Dies kann

aber durch eine weitere beliebige Rotation, fiir die wir drei Drehwinkel (oder drei Euler-Winkel, vgl. [Hee14]],
Abschnitt 1.7.3) benétigen:

e, =RV €. (2.3.14)
Bringen wir (2.3.12}2.3.13) zusammen, erhalten wir
e, :(Rz_lB(ﬂa)Rl_l)Vﬂev = e, =(RB(BE)R,) e, =N e, (2.3.15)

wie in (2.3.11) behauptet. Bei der Drehung ]AQZ bendtigten wir aber nur zwei Drehwinkel. Insgesamt ist also
eine allgemeine Lorentztransformation durch insgesamt sechs Parameter, nimlich zwei Drehwinkel fiir R,,
drei Drehwinkel fiir R; und die Boostgeschwindigkeit v = ¢S mit 0< S < 1.

Eine andere Art, einen rotationsfreien Boost zu charakterisieren ist die sog. Rapiditit. Die Idee dabet ist, daf3
man einen Boost in A’s 1-Richtung als eine Art ,hyperbolischer Drehung® der Basisvektoren der 01-Ebene,
die wir oben in den Minkowski-Diagrammen dargestellt haben, auffassen kann. Fiir den Lorentz-Boost in 1-

Richtung (2.3.3) fithren wir die Rapiditit 7 € R ein, indem wir
A% =y=coshp, A’ =A'y=—pBy=—sinhy, A' =coshy. (2.3.16)

setzen. Dann gilt offenbar 7 WA# o'y =7, denn esist cosh? 7 —sinh? » = 1. Der Zusammenhang zu B’s

Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit v = B¢ von B relativ zu A

Aly  sinhp
__ Ao — tanhn, 23.17
P A%  coshp AR ( )
und die Lorentz-Transformationsmatrix ergibt sich zu

coshn —sinhn 0 0

u_ | —sinhn coshn 0 0
(By,)= 0 9 Lo (2.3.18)

0 0 01

Mit dieser Parametrisierung ist es leicht, nachzurechnen, daf§ die Hintereinanderausfithrung zweier Lorentz-
Boosts in dieselbe Richtung wieder einen Lorentz-Boost in diese Richtung ergibt, und zwar ist (nachrechnen!)

A A A

By(n1)B1(n3) = By(n; +ny)s (2.3.19)

wobei wir die Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen

sinh(7n, + 7,) = coshn, sinh 7, + sinh n, cosh ,, (2.3.20)
cosh(n, + n,) = coshn, coshn, + sinh 7, sinhn, o

verwendet haben. Wir bestimmen noch die Dreiergeschwindigkeit 5 des zusammengesetzten Boosts. Wegen
(2.3.17) und (2.3.19) folgt

sinh(n; +7,) @329 sinh 7, cosh7, +sinh 7, cosh,

B =tanh(n, +n,)= (2.3.21)

cosh(n, +7,)  coshp,coshn,+sinhp,sinhn,’
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2. Spezielle Reltivititstheorie

Nun kiirzen wir den Bruch mit cosh 7, cosh 7, und erhalten damit schliefllich

B tanh n, 4 tanh7, B B+ B,

= = . 2.3.22
1+tanhp tanhn, 1+ 3,5, ( )

Wie wir sehen, geht dies fiir | 3, 5,| < 1 in die aus der Newtonschen Physik zu erwartende einfache Addition
der Boost-Geschwindigkeiten iiber

B=(B1+ L1+ 0(5,5,)] (2.3.23)

Die Boosts in einer Richtung ergeben also insgesamt eine Abelsche Untergruppe der Lorentz-Gruppe, denn

wegen (2.3.19) gilt

By(n1)B1(n2) = B1(12)B1(n1) = B1(71 + 7)- (2.3.24)
Wir bemerken ohne im Detail darauf weiter einzugehen, dafl die Boosts insgesamt keine Untergruppe der Lor-
entz-Gruppe bilden. Die Hintereinanderausfithrung zweier Boosts in unterschiedlicher Richtung ist weder
kommutativ noch ergibt sie wieder einen reinen Boost sondern einen Boost mit einer zusitzlichen Rotation,
die sog. Wigner-Rotation.

2.4 Addition von Geschwindigkeiten

Jetzt betrachten wir die Geschwindigkeit eines Punktteilchens in verschiedenen Inertialsystemen. Sei dazu

w die Geschwindigkeit des Punktes relativ zu B’s Inertialsystem, das sich relativ zu A’s System mit der Ge-
schwindigkeit 7 = [Bcé; bewegt. Dazu fiihren wir zunichst Lorentz-Vektoren fiir die Geschwindigkeit ein,
die Vierergeschwindigkeit. Dazu fithren wir zunichst die Eigenzeit des Punktteilchens ein. Ist x(A) die Welt-
linie des Teilchens im Minkowski-Raum, wobei A ein beliebiger Parameter ist, so lifit sich zunichst statt der
Koordinatenzeit bzgl. eines willkiirlichen Inertialsystems das Inkrement der Eigenzeit des Teilchens durch

, 1 ,,dx dx
_ 1 pax ax 2.4.1
b =300 @4

definieren. Offenbar ist diese Definition unabhingig von der Wahl des gewihlten Parameters A. Verwenden
wir die Zeit eines beliebigen Inertialsystems, folgt

dr=dey/1—x2/c2 = de (2.4.2)
Y

Dabei muf} freilich stets gewahrleistet sein, daf} |%| < c ist, d.h. ein Teilchen kann sich relativ zu einem belie-
bigen Inertialsystem nur mit einer Geschwindigkeit unterhalb der Lichtgeschwindigkeit bewegen. Statt der

Dreiergeschwindigkeit X verwenden wir nun die Vierergeschwindigkeit

1dx 1
w=-o (u“):y<}_-c,/c>, (2.4.3)

die offensichtlich einen Vierervektor bildet, denn dr ist gemif3 (2.4.1) invariant unter Lorentz-Transforma-
tionen und definiert das Zeitinkrement, die im momentanen inertialen Ruhsystem des Teilchens vergeht.

Betrachten wir nun wieder die obige Fragestellung. Die Vierergeschwindigkeit des Teilchens besitzt bzgl. B’s
Inertialsystem gemifl (2.4.3) die Komponenten

(Wﬂ) =Yy <?1’ > mit ?w = 1%), Voo = - (2.4.4)

=- —

w
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2.5 - Relativgeschwindigkeit zweier Teilchen
Wir konnen mit 1) sofort die Komponenten in A’s Inertialsystem angeben, wobei A= él(v)

7,(1 +/37JE;)
(WH) = A (W)= By (o)W =, | 2P Po) || (243)

By

ﬁ’w

Fiir die gewohnliche Dreiergeschwindigkeit in A’s Bezugsssytem ergibt sich daraus

» B, +PB.,
&= c% - ﬁ E; I |- (2.4.6)
TN Bolte

Wir wir sehen, ergibt sich ein recht kompliziertes Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten, was daran liegt,
dafl hier bzgl. der Kinematik des Teilchens alle drei kinematischen Effekte der Raum-Zeit-Struktur auftreten:
Fiir die Komponente der Geschwindigkeit in Boost-Richtung haben wir die Langenkontraktion, die Relati-
vitdt der Gleichzeitigkeit und die Zeitdilatation bei der Umrechnung zu beachten, wihrend fiir die Kompo-
nenten senkrecht zur Boost-Richtung die Lingenkontraktion wegfillt.

Driicken wir (2.4.6) mit Hilfe der Dreiervektoren aus, folgt

-

By=td=— Bﬁifw(l—i)ﬁszﬁw ’ @47)

>
1+ﬂfu'le T

und das af3t sich mit einiger Vektoralgebra in (nachprifen!)

O | =

-

Bu= %[ﬁﬁﬁﬁ 11’” B.x (B, x?w] (24.8)
1+/6'u'ﬂw °

umformen. Fiir den Betrag der Geschwindigkeit bzgl. A’s Inertialsystem ergibt sich nach einiger Rechnung

(Ubung!)
w@pﬁi(@ﬁw)z—(ﬁvx?w)z. @49

2.5 Relativgeschwindigkeit zweier Teilchen

In engem Zusammenhang mit dem im vorigen Abschnitt hergleiteten Additionstheorem der Geschwindigkei-
ten steht die Definition der Relativgeschwindigkeit zweier Teilchen. Dies spielt u.a. eine wichtige Rolle, um
eine Lorentz-invariante Definition von Streuquerschnitten fiir Zweiteilchenstreuungen definieren zu kénnen.
Dabei ist die Relativgeschwindigkeit eines Teilchens 2 gegeniiber einem Teilchen 1 definiert als die Geschwin-
digkeit des Teilchens 2 im (momentanen) Ruhsystem des Teilchens 1. Um diese Relativgeschwindigkeit aus
den Komponenten der Geschwindigkeit bzgl. eines beliebigen Inertialsystems zu berechnen, ist es wieder
bequemer zunichst mit den Vierergeschwindigkeiten

Mf:\/%fé;</§1>, ué‘:\/%ﬁ;ﬁlj (2.5.1)
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2. Spezielle Reltivititstheorie

zu arbeiten. Dann ist der Lorentz-Boost ins Ruhsystem von Teilchen 1 durch

1 " > 2.5.2)

(A%) :é 3
o < }’1/31 113+(}/1_1)ﬂ1161T

gegeben., denn dann gilt in der Tat
(#1) = (A, u}) = (1,0,0,0)T. (2.5.3)
Wir konnen also das Resultat des vorigen Abschnitts zur Addition von Geschwindigkeiten benutzen, indem

wir W = uf bzw. B = 3, und B, = —3, setzen. Dann folgt mit

ﬁ rel

|-+

= m Brx (B % ﬁz)] (2.5.4)

1+V1

and from (2.4.9)

6= —— (3=, (B, x Y. 5.
|/6re1|—1_ﬂ~1./52\/(ﬁ2 /61> (ﬁ1 /62> (2.5.5)

2.6 Die Lorentz-Gruppe als Lie-Gruppe

Die Lorentz-Gruppe hingt dhnlich wie die Drehgruppe, die ja eine Untergruppe der Lorentz-Gruppe ist,
kontinuierlich von Parametern wie Drehwinkeln und Boost-Geschwindigkeiten ab. Daher ergibt die Frage
Sinn, inwiefern man Lorentz-Transformationen als Hintereinanderausfithrung sehr vieler ,infinitesimaler®
Lorentz-Transformationen aufgebaut denken kann. Dazu betrachten wir eine allgmeine Lorentz-Transfor-
mation, die sich von der Einheits-Matrix nur sehr wenig unterscheidet:

A4 =8F +8wh, 2.6.1)

Die Lorentz-Transformation lifit sich gemifd (2.3.8) als pseudoorthogonale Transformation charakterisie-
ren, d.h. fiir die infinitesimal von der Einheitsmatrix abweichende Lorentz-Transformation gilt bis zur Ord-
nung 0(8 &)

nwA/‘pAVU:npa+(é\ww+8a) )—i—ﬁ(é\z) Moo (2.6.2)
wobei wir die Ubliche Regel zum ,Indexziehen®
Sw,, =n,,0w", (2.6.3)
verwendet haben; d.h. aus folgt bis zur ersten Ordnung in & ¢
Sw,, =—8w, . (2.6.4)

po op
Eine infinitesimale Lorentz-Gransformation ist demnach durch eine antisymmetrische Matrix S w,,, also
(4-4—4)/2 = 6 unabhingige reelle Parameter charakterisiert.

Fiir die infinitesimalen Matrizen mit einem ersten oberen und einem zweiten unteren Index gilt

Swt, =n* 8w, =—n*lw,,. (2.6.5)
Wir zerlegen nun diese Matrizen nach zeitlichen und rdumlichen Komponenten. Offenbar ist
Swoj = qofoé\a)pj = Swoj, Swly= r;fpé\copo = ’7]768‘%0 =—w ;o = +wy;. (2.6.6)

74



2.6 - Die Lorentz-Gruppe als Lie-Gruppe

Das bedeutet, dafl §0°; = & w! . Die gemischt zeitlich-raumlichen Komponenten der Matrix lassen sich also
als Linearkombination der drei symmetrischen Matrizen

01 0O 0O 01O 0O 0 0 1
A 1 0 0O A 0 0 0O A 0 0 0O
e | — 2\u | — e | —
[EY]=10 0 0 of [E]={1 0 0 o] [E]=]0 6 0 2:67)
0 0 0O 0 00O 1 0 0 O
schreiben.

A
Wir kénnen nun diese matrixwertigen Komponenten in einen Dreiervektor K anordnen, d.h. die zeit-rium-
lichen Komponenten der infinitesimalen Lorentz-Transformationsmatrix konnen in der Form

BSP)=1,—83 K (2.6.8)

geschrieben werden. Intuitiv ist klar, daf} dies infinitesimalen Boosts mit einem infinitesimalen Boost-Ge-

schwindigkeitsvektor & /35 entspricht. Um dies zu verifizieren, entwickeln wir lb bis zur Ordnung (8 Ié )
um 3 =0:

B(8B)=1,+88- <iz§(ﬁ)> +0(8?). (2.6.9)
3/6 ,é:O
Es gilt
y= =14 0(8?), (2.6.10)
V1-8p2
und daher folgt in der Tat
B p:S . 1 —SET 2N > 3 2
(8p8)= é‘ﬁ . +0(8°)==1,—8B-K+0(5°). (2.6.11)
- 3

Fiir die rein riumlichen Komponenten der infinitesimalen Matrix & ¢ folgt
Sawly = 77”8&)/0/6 = —é\cujk, = Swly = —kaj = Swjk =—Sw/y, (2.6.12)

d.h. der rein riumliche Anteil der infinitesimalen Lorentz-Transformation ist durch antisymmetrische Ma-
trizen 8 ¢d = —8 T charakterisiert und entspricht Rotationen. Diese antisymmetrische Matrizen lassen sich
als Linearkombinationen der drei antisymmetrischen Matrizen

000 0 0 0 00 00 0 0
000 0 0 0 01 00 —1 0

N 1= AV - e 1=

[U]=10 0 0 —1 | [U]=]s o o ol WUWNI=10 1 o o (2.6.13)
001 0 0 -1 00 00 0 0

schreiben.
Wir untersuchen nun, wie wir aus den infinitesimalen Transformationen endliche Transformationen gewin-

nen koénnen. Dazu betrachten wir die Rotation ]Ai(gw_i) um eine durch den Einheitsvektor 7 gegebene Achse
um den Drehwinkel ¢ (im Sinne der Rechte-Handregel)

x'(p) = ]A{(gor_i)x. (2.6.14)
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2. Spezielle Reltivititstheorie

Nehmen wir nun an, daf§ eine Rotation um den infinitesimalen Drehwinkel 8¢ durch —8 ¢7 - J gegeben ist,

sollte fiir die Differentialgleichung

d L 2
—x'=—7n-Jx (2.6.15)
dg
gelten. Nehmen wir nun weiter an, dafl wir diese Gleichung formal so 16sen konnen als wire die konstante
Matrix 7 - J eine Zahl, ergibt sich eine formale Lésung in der Form

A
-

x'(p) = exp(—g7i -] )x. (2.6.16)

Dabei haben wir auch benutzt, daff die Anfangsbedingung x'(¢ = 0) = x gelten soll. Rechts steht nun die
Exponentialfunktion einer Matrix. Diese definieren wir durch die entsprechende Taylor-Reihe mit matrix-
wertigen Summanden:

A i ]_ A A
expM =" EMk, M°=1. 2.6.17)
k=0 """

A
Wir kénnen nun (2.6.16) auswerten, indem wir (7 - ] }* fiir & € N berechnen. Wir brauchen natiirlich nur die
rein raumlichen Komponenten der Matrix zu betrachten, also 3 x 3-dimensionale Untermatrizen der 4 x 4-

Minkowski-Matrizen (2.6.13) Fiir diese Untermatrizen kénnen wir offenbar

(#-J), =n'elk (2.6.18)
schreiben, wobei wir fiir die rein riumlichen Komponenten nur obere Indizes schreiben. Hierbie ist ¢//* das
gewohnliche Levi-Civita-Symbol im dreidimensionalen euklidischen Raum. Es ist dadurch definiert, daf}
€12 = 1 ist. Ansonsten ist es total antisymmetrisch unter Vertauschung seiner Indizes. Dann folgt

A

[(7-]PV, =n'eT¥ nt 'FF =87k 4 nini, (2.6.19)

Da Potenzen dieser Matrix bis auf das Vorzeichen diese Matrix reproduzieren (nachrechnen), folgt

(- = (1)t <g ls_oﬁﬁT>=(—1)kﬁL(ﬁ), ke(1,2,3,...) (2.6.20)
und . .
(—7 - PR = (=115 ], ke{0,1,2,...). (2.6.21)

Setzen wir dies in (2.6.16) ein und schreiben die Reihe (2.6.17) fiir die Matrixexponentialfunktion aus, ergibt
sich

D(3) = exp(—¢ii -]) = Py () +cos P () —sin p(7i - ] ). (2.6.22)
Angewandt auf einen Vierervektor ergibt isch schliefflich (nachrechnen!)

A xo
Digy= <ﬁ(ﬁ %)+ cos gl — (7 - )] —sin (7 x z)>’ 2.6.23)
und dies beschreibt in der Tat die Anderung der Komponenten des rdumlichen Anteils unter einer Drehung

um eine Achse in Richtung 7 um den Drehwinkel ¢.
Auf analoge Weise lassen sich auch die endlichen Lorentz-Boosts mit Hilfe der Generatoren (2.6.7) gewinnen.
Als erstes bemerken wir, daf§

A
-

i _)T A A
3-
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mit

b, = <é 003 > (2.6.25)
Daraus folgt
(7 K = ;_Z’-KA for ke{1,3,5,...}, (2.6.26)
PO+P||(ﬁ) fOf /€€{2,4,6,}

Daraus ergibt sich fiir die Exponentialreihe (nachrechnen)
exp(—n7 l?) = cosh r)]so —sinhnn K+ (coshn— 1)15”(7_1’). (2.6.27)

Setzen wir nun y = coshn und 8 = tanh7, finden wir

B(B) = exp[—n(| 3 -K] mic 7(B)=artanh . (2.6.28)

Damit ist klar, daf} die Rapiditit » = artanh 8 der natiirliche Parameter fiir den Boost ist, denn bei der
Hintereinanderausfithrung zweier Boosts i die gleiche Richtung addieren sich gemaf3 (2.3.19) die Rapidititen.
Andererseits folgt fiir einen infinitesimalen Boost

7(8B)7 =artanh 8 B7 =[S B+ O(8 )i = S f+ 0(8 B°). (2.6.29)

Damit ist also bis auf Terme der Ordnung 0(8 5°) i ~ & /é in Ubereinstimmung mit .
Wir bemerken noch, daf§ diese aus der Identitit stetig hervorgehenden Lorentz-Tranformationen, d.h. diejeni-
gen Matrizen A(A), deren Komponenten als Funktion eines Parameters A stetig sind und fiir die A(0) = 1 gilt,
nicht alle Lorentz-Transformationen umfafit. Dazu betrachten wir zunichst nochmals die Bedingung
dafiir, daff eine Matrix A eine Lorentz-Transformation ist. Bilden wir die Determinante auf beiden Seiten der
Gleichung, ergibt sich

det(ATAA) = det H=—1 = [det(A) 2 =1, (2.6.30)

wobei wir benutzt haben, dafl fiir beliebige Matrizen det(z‘il% )= det(z‘i)det(é ) und det(fiT) = detA gilt. Die
Bedingung besagt, dafl sich die darstellende Matrix 7 des Minkowskiprodukts unter Lorentz-Transfor-
mationen nicht dndert. Die Lorentz-Transformationen bilden mit der Hintereinanderausfithrung (entspre-
chend der Multiplikation der Lorentz-Matrizen) als Produkt eine Gruppe, die Lorentz-Gruppe. Da hatn
einen positiven und dre negative Eigenwerte besitzt, nennt man die Lorentz-Gruppe auch die (pseudo-)or-
thogonal Gruppe des Minkowskiprodukts, das durch die Signatur (1,3), die die Anzahl der positiven und
negativen Eigenwerte ihrer darstellenden Matrix bzgl. einer beliebigen Basis des R* angibf} charakterisiert
ist und bezeichnet sie mit O(1, 3).

Jedenfalls folgt aus (2.6.30), dafl eine Lorentz-Transformation entweder die Determinante +1 oder —1 ha-
ben mufi. Da die Determinante eine stetige Funktion der Komponenten ist, kdnnen nur diejenigen Lorentz-
Matrizen stetig aus der Einheitsmatrix hervorgehen, fiir die det A = +1 ist. Die Lorentz-Matrizen mit Deter-
minante 1 bilden wieder eine Gruppe (warums), und sie sind eine echte Untergruppe der Lorentz-Gruppe.
Man nennt sie SO(1,3), die spezielle (pseudo-)orthogonale Gruppe zur Bilinearform mit Signatur (1,3).
Selbst die SO(1, 3) charakterisiert aber noch nicht die Zusammenhangskomponente mit der Gruppenidentitit
vollstindig. Die Lorentz-Bedingung lautet in Komponentenschreibweise geschrieben

Noa N WAy =1, (2.6.31)

*Wir bemerken, daf§ die Anzahl der positiven und negativen Eigenwerte der darstellenden Matrix einer Bilinearform fiir alle Basen
gleich bleibt, auch fiir solche Basen, die nicht (pseudo-)kartesisch sind. Dies ist als Sylvesterscher Trigheitssatz bekannt. Fiir einen
Beweis s. Lehrbiicher zur linearen Algebra, z.B. [[Fis10,[Art91]].
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Fiir y =v=01{olgt
(A% —[(A'o) + (A2 + (MY ]=1 = (A% > 1. (2.6.32)

Das bedeutet aber, daf fiir eine Lorentz-Matrix entweder A% > 1 oder A% < —1 ist. Fiir eine Lorentz-Matrix
die stetig aus der Identitit hervorgeht, wobei die Matrizen alle Lorentz-Matrizen sind, muf§ demnach A%, > 1
sein, d.h. z.B. die Matrix diag(—1,—1,—1,—1) € SO(1, 3) kann nicht stetig mit der Identitit zusammenhingen,
weil sonst A, von 1 auf einen negativen Wert springen miifite und damit die Stetigkeit der Abbildung verletzt
wire.

Wir bemerken, daf auch die Lorentz-Transformationen mit A% > 1 eine Untergruppe der Lorentz-Trans-
formationen bilden, die man als orthochrone Lorentz-Gruppe O(1,3)! bezeichnet. Der Name riihrt daher,
daf§ solche Lorentz-Transformationen die Zeitordnung von zeit- oder lichtartig zueinander gelegenen Ereig-

A
nissen ungeindert lassen, d.h. fiir einen Vierer-Vektor x mit x x* > 0 und x° > 0 ist auch x’ = Ax, wenn

u
Ace O(1, B)T. Schliefilich sei noch erwihnt, dafl die eigentlich orthochronen Lorentz-Transformationen,
also die orthochronen Lorentz-Transformationen mit Determinante 41, die SO(1,3) eine Untergruppe der
Lorentz-Gruppe bildet und die stetig mit der Identitdt zusammenhingende Untergruppe der O(1,3) ist.

Formuliert man die Forderung der Lorentz-Invarianz der Naturgesetze strikt, mufy man nur Invarianz
oder Kovarianz bzgl. der eigentlich orthochronen Lorentz-Transformationen beachten, denn nur die Zu-
sammenhangskomponente mit der Identitit entspricht tatsichlich realisierbaren Transformationen zwischen
den Raumzeitkoordinaten inertialer Beobachter. In der Tat zeigt sich in der Hochenergiephysik, daf§ die Na-
turgesetze nur unter dieser Untergruppe kovariant sind. Die schwache Wechselwirkung verletzt sowohl die
Symmetrie unter raumlichen Spiegelungen, die durch die Matrix P = diag(1,—1,—1,—1) € O(1,3) (aber
P ¢ SO(1,3)1, weil zwar P° = 1 aber det(IA’) = —1 ist) reprisentiert wird als auch die Symmetrie unter

Zeitumkehrtransformationen, die durch die Matrix 7' = diag(—1,1,1,1) € O(1,3) reprisentiert wird, und
diese Matrix ist in der Tat wegen 7% = —1 nicht orthochron und auch keine spezielle Lorentz-Transfor-

mation, da det(f) = —1 ist. Die schwache Wechselwirkung verletzt auch die Symmetrie unter der ,groflen
Raumzeit-Spiegelung” 7P = PT = diag(—1,—1,—1,—1) € SO(1,3). Diese Transformation besitzt zwar die
Determinante 41 ist aber wegen (Tﬁ)oo = —1 nicht orthochron.

2.7 Speziell relativistische Mechanik

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Dynamik von Punktteilchen im Rahmen der speziellen Relati-
vitdtstheorie zu. Wie in der Newtonschen Mechanik ist auch hier die Bewegung eines Teilchens in einem
gegebenen Feld (z.B. eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld) das einfachste Beispiel.
Allerdings wird dieses Beispiel fiir den relativistischen Fall weitaus bedeutender als in der Newtonschen Me-
chanik, denn es ist offensichtlich, daf$ schon die Wechselwirkung zweier Punktteilchen nicht mehr wie in der
Newtonschen Mechanik als eine instantane Fernwirkung erfolgen kann, denn wie wir oben gesehen haben,
impliziert die realtivistische Raum-Zeit-Struktur, daf sich keine Signale mit einer schnelleren als der Licht-
geschwindigkeit ausbreiten konnen, denn wire eine solche Wirkung gleichzeitig in einem Bezugssystem A
wire sie dies nicht mehr in einem relativ dazu bewegten Bezugssystem B. Da die beiden Ereignisse, die eine
solche instantane Fernwirkung charakterisieren raumartig zueinander liegen, finden sie je nach Boost bzgl. B
in unterschiedlicher zeitlicher Reihenfolge statt, d.h. es kann sich nicht um einen kausalen Vorgang handeln,
wie wir es fiir eine Wechselwirkung verlangen.

Der Ausweg aus diesem Dilemma ist es, die Kraftwirkungen zwischen Punktteilchens iiber Felder zu vermit-
teln. Das Paradebeispiel ist die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen. Im Feld-
bild erfolgt die Wechselwirkung dadurch, dafl aufgrund des einen Teilchens ein elektromagnetisches Feld,
das sich (maximal mit Lichtgeschwindigkeit!) ausbreitet, erzeugt wird und auf das andere Teilchen aufgrund
dieses Feldes an seinem Ort, also lokal, die entsprechende Kraft wirkt. In dieser Vorlesung werden wir dieses
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schwierige Problem allerdings nicht behandeln sondern uns auf die Bewegung von Teilchen in vorgegebenen
Feldern beschrinken.

Wir wollen die relativistischen Bewegungsgesetze plausibel machen, in dem wir zunichst mit allein Lorentz-
kovarianten Grofien, also Skalaren und Vierervektoren arbeiten. Wie schon in den vorigen beiden Abschnit-
ten charakterisieren wir daher zunichst die Bewegung eines Teilchens durch seine Weltlinie im Minkowski-
Raum x(A), wobei A ein beliebiger Parameter ist.

Wir fiir alle auf Symmetrien basierende Betrachtungen ist weiter hier das Hamiltonsche Prinzip sehr hilf-
reich. Betrachten wir also zunichst ein freies Teilchen. Die Wirkung sollte einerseits nur von der Dreier-
geschwindigkeit abhingen, damit die Wirkung translationsinvariant ist aber andererseits auch ein Lorentz-
Skalar sei Der einzige Lorentz-Skalar den wir fiir eine vorgegebene Weltlinie ist durch die Eigenzeit

dx dx dx# dxv
dS—CdT—d/{ aa—dt 77/‘“?? (271)

In der Newtonschen Mechanik wurde nun der Impuls eines Teilchens durch p = m3 definiert. Dies legt es
nahe, den Vierer-Impulsvektor durch

gegeben.

p=mSE 27.2)
dr

zu definieren. Da nimlich gemif3 (2.7.1) dr, also das Eigenzeitinkrement ein Lorentz-Skalar ist, ist demnach
(2.7.2) ein Lorentz-Vektor, wobei wir annehmen, daf} die Masse 7 ein Lorentz-Skalar ist’}

Betrachten wir nun die Komponenten des Viererimpulses in einem beliebigen Inertialsystem:

dx# dx# dt
wy— (N (3 A 2.7.3
0=(n3)= ("5 &) 273
Nun gilt wegen der Definition des Eigenzeitinkrements
-1
£:<d_T> -t _1 2.7.4)
dr dt 1— 9?2/62 14

und folglich
(pH)= my<;> (2.7.5)

Betrachten wir nun den nichtrelativistischen Grenzfall, d.h. |9_E |/c < 1.Dannist y =1+ 2/2+ 0(3*), und
die riumlichen Komponenten von (2.7.5) sind in der Tat

p:my?:m§[1+0’(ﬂ2)]zm§, (2.7.6)

d.h. der gewdhnliche nichtrelativistische Impuls. Die zeitliche Komponente ist

2
pO:mcy:mc[1+/67+ﬁ(,54):|z%(mc2+%§2>. (2.7.7)

>Streng genommen geniigt es, daf§ die Variations der Wirkung ein Lorentz-Skalar ist, aber dieser allgemeinere Fall wird wieder
dadurch abgedeckt, daf§ wir zu der hier hergeleiteten Lagrangefunktion eine beliebige totale Zeitableitung d/dz (¢, x) addieren.

®In einigen ilteren Lehrbiichern findet man oft auch die Definition einer sog. relativistischen Masse m,; = my. Dies vermeiden
wir in diesem Manuskript strikt, da diese Definition immer wieder zu Mifiverstandnissen Anlaf} gibt. Wir verwenden ausschliefilich
die als Skalar definierte Masse 7, die oft auch als invariante Masse bezeichnet wird, um sie klar von der relativisischen Masse m.,

zu unterscheiden.
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In der Klammer entsteht also bis auf eine additive Konstante Ey = mc? die kinetische Energie des Teilchens
wie sie in der Newtonschen Mechanik definiert ist. Es liegt daher nahe,

E=plc=mc*y=E,+E,, mit Ey=mc?, E_ =mci(y—1) (2.7.8)

als die relativistische Energie des Teilchens zu definieren’] Die riumliche Komponente des Viererimpulses
ist dann p° = &/c. Wir bemerken, dafl es in der relativistischen Mechanik sinnvoll ist, die Ruheenergie in die
Definition der Energie eines Teilchens einzubeziehen, weil dann die Energie (bis auf einen Faktor) die Zeit-
komponente des Impulsvierervektors (p#) = (&/c, p ist und damit leicht die Transformationseigenschaften
von Energie und Impuls unter Lorentz-Transformation folgen, nimlich als Komponten eines Vierervektors:

=M (2.7.9)
Mit dem Viererimpuls konnen wir nun den Lorentz-Skalar p - p bilden. Mit folgt
P p=pupt= <§>2 —pP=m?y(1— B2 = m?c. (2.7.10)
Daraus ergibt sich sofort die Beziehung zwischen Energie und Impuls zu

& =cy/ m2c2+ p2. (2.7.11)

Im folgenden ist es auch bequem, die dimensionslose Vierergeschwindigkeit

1
y—1dx 2.7.12)
cdr
einzufiihren. Dann ist (nachrechnen!)
p=mcu und u-u=1. (2.7.13)

Wir bemerken noch, dafl wir aus (2.7.12) die Dreiergeschwindigkeit in einem gegebenen Inertialsystem durch
die Vierergeschwindigkeit bzw. den Viererimpuls gemaf3

de/dr 3 > P
(%ﬂ):<1/c i/iz/dr> = ﬁ:zgz 5 ﬁ:% (2.7.14)

ausdriicken konnen.

Jetzt konnen wir auch Newtons zweites Postulat relativistisch erweitern, indem wir schreiben

d d d?
Epf“:mcgz,ﬂ:m@x” =KH*, (2.7.15)

wobei die raumlichen Komponenten K der Kraft entsprechen. Dabei ist allerdings zu beachten, daf} wir auf
der linken Seite nach der Eigenzeit des Teilchens 7 abgeleitet haben und nicht nach der Zeit ¢ eines Inertial-
systems, so dafl wieder eine Vierervektorgleichung entsteht. Man nennt den Vierervektor K die Minkowski-
Kraft. Die vier Komponenten sind aber nicht unabhingig voneinander. Aufgrund der Definition der Vierer-
geschwindigkeit gilt ndmlich # - # = 1. Leitet man diese Bedingung nach 7 ab, folgt

du o, 2.7.16)
dr

"Wir bezeichnen die Energie mit dem kalligraphischen &, um Verwechslungen mit dem elektrischen Feld, das bei der Bewegung
geladener Teilchen eingefiihrt wird (s.u.), zu vermeiden.
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d.h. multipliziert man (2.7.15) mit #*, erhilt man die Bedingung

K-u=n, K'u =0 (2.7.17)

Ny

tiir die Minkowksikraft. Damit 133t sich auch die Zeitkomponente der Bewegungsgleichung (2.7.15)) interpre-
tieren, denn aus (2.7.17) folgt

-

rij'“MV:uoKo—ﬁ-k:O = K% =7 - k. (2.7.18)

Damit folgt fiir die Zeitkomponente von (2.7.15

me—— =K'=~ .K=f-K. (2.7.19)

d® > K
me——=f.— (2.7.20)
d Y
Multiplizieren wir dies mit ¢ und schreiben K=uF = }/ﬁ erhalten wir wegen 1)
& dé U=
46 _ dbiin _ 5 F. (2.7.21)

dr ~ de
Fiir den rdumlichen Teil von (2.7.15) erhalten wir die nicht manifest kovariante Form der Bewegungsgleichung

d. 1d. 1- -

dtp_ydrp_}/K_F’ (2.7.22)
wobei F die Kraft im Sinne der Newtonschen Mechanik in dem willkiirlich gewahlten Inertialsystem ist,
wobei dies aber nicht die raumlichen Komponenten eines Vierervektors darstellen. Fiir Betrachtungen zum
Transformationsverhalten von Kriften ist es daher stets einfacher, die Minkowksi-Viererkraft K# zu betrach-
ten. Jedenfalls erweist sich die Zeitkomponente der Bewegungsgleichung (2.7.15), geschrieben in der Form
einfach als die iibliche Form des Energie-Arbeits-Theorems in genauer Analogie zur Newtonschen
Mechanik.

2.8 Zerfall und Stofle von Teilchen

Besonders wichtig werden Energie- und Impuls und deren Zusammenfassung zum Viererimpulsvektor in
der relativistischen Kern- und Elementarteilchenphysik, wo man Zerfille von und Stofprozesse zwischen
Teilchen betrachtet. Dabei kommt es leicht auch zur Erzeugung bzw. Vernichtung neuer Teilchen. Um solche
Prozesse genauer zu verstehen, benotigt man eigentlich die relativistische Quantentheorie. Allerdings gelten
auch dort stets Energie- und Impulserhaltung und die Energie-Impulsbeziehung (2.7.11). Daher kdnnen wir
Energie und Impuls der Endprodukte eines Zerfalls oder Stofles aufgrund der Erhaltungssitze bestimmen.
Wir betrachten nur die einfachsten Fille des Zweiteilchenzerfalls und (2 — 2)-Stéf3e.

2.8.1 Zweiteilchenzerfall

Wir betrachten den Zerfall eines Teilchens mit der Masse M in zwei Teilchen mit Massen 72, und »2,. Um die
Zerfallskinematik zu charakterisieren, ist es geschickt, moglichst mit invarianten Groflen zu arbeiten. Diese
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2. Spezielle Reltivititstheorie

Groflen lassen sich, wie wir gleich sehen werden, besonders einfach in dem Bezugssystem interpretieren, in
dem das Teilchen vor dem Zerfall ruht.

Zunichst gilt die Erhaltung von Energie und Impuls, d.h. mit den Viererimpulsvektoren p fiir das zerfallende

Teilchen mit p und pj, d.h.
P=pi+1 @81

Weiter gelten die Energie-Impulsbeziehungen fiir jeden dieser Viererimpulse. Diese konnen wir am einfach-

sten in der kovarianten Form (2.7.10) beriicksichtigen:

p-p=M, pipi=mic®, py-py=mic’. 2.8.2)

Gehen wir nun in das Ruhsystem des zerfallenden Teilchens, ist

<p“>:<”ff>, ()= <6}//C> P = <%f> (2.8.3)

Offenbar ist durch diese Schreibweise der raumliche Teil von (2.8.1), also die Impulserhaltung, identisch er-
tille. Die Zeitkomponente ergibt
&+ 8 =M. (2.8.4)

Wir wollen nun |f) | bestimmen. Wegen der Energie-Impuls-Beziehungen (2.8.2) und der Energieerhaltungs-
gleichung (2.8.4) ist dies nimlich der einzige freie Parameter. Dzu miissen wir aber nur ( im Sinne des
Minkowski- Produktes quadrieren. Es folgt dann

p-p=m* 2—1’1 PPy Py 2D Pz—(m1+m2)c +2p} - p)- (2.8.5)

Im obigen Bezugssystem, wo das zerfallende Teilchen vor dem Zerfall ruht, gilt

1 -pQZ%ﬂ-f)’z. (2.8.6)
Mit folgt
PPy = —gl(Mi_gl) +p2=ME —(mic*+ )+ P =ME —mic. (2.8.7)
Setzen wir dies in ein, erhalten wir
M*? = (mi +m3)c? + 2(M & —mic?) = (mj —mi)c* +2M &, (2.8.8)
b7 (M? + m? —m3)c?
& = L2 (2.8.9)

2M

Mit der Energie-Impulsbeziehung erhalten wir daraus schlieflich (nachrechnen!)

- & 2o WP 4mi—miPet o [MP—(my 4 my PN MP — (my — m,) )
=——mjc" = —mjcT = . (2.8.10)
c? 4M? 4M?
Da p’? > 0 sein muf}, kann der Zerfall nur unter der Bedingung stattfinden, daf§
M>m;+m, (2.8.11)

ist. Mit (2.8.11) ist die Kinematik des Zerfalls in dem betrachteten Inertialsystem, in dem das Teilchen anfangs
ruht, vollstindig bestimmt.
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2.8.2 Zweiteilchenstofle

Als nichstes betrachten wir den Stof§ zweier Teilchen mit Massen 72, und m, zu zwei Teilchen mit Massen
m5 und m,. Die Viererimpulse der Teilchen vor dem Stof§ seien entsprechend p, und p, und nach dem Stof3
p5 und p,. Es gilt beim Stoff wieder die Energie- und Impulserhaltung, d.h.

p1+pPr=p3+ Py (2.8.12)

Wir kdnnen nun aus diesen vier Impulsen drei Invarianten, die Mandelstam-Variablen

s=(p1+p) =(ps+04)
t=(py—ps) =(p,— ) (2.8.13)

bilden. Diese sind aber nicht voneinander unabhingig. Multipliziert man die Minkowskiprodukte aus und
benutzt die Energie-Impulsbeziehungen p]? = mjz.c2 sowie (2.8.12} erhilt man (nachrechnen!)

s+t+%:mf+m22+m§+mf. (2.8.14)
Es sind nun zwei Bezugssysteme besonders ausgezeichnet, und zwar das Schwerpunktssystem, wo ﬁESPS) =

_%SPS) gilt sowie das sog. Laborsystem, in dem im Ausgangszustand ein Teilchen ruht, also z.B. f)éLS) =

O gilt. Dabei geht die Bezeichnung Laborsystem auf die Anfangszeit der Teilchenbeschleuniger zuriick, in
der man gewdhnlich einen Strahl von Teilchen (wie Elektronen oder Protonen) auf ein ruhendes Ziel (z.B.
Metallfolien) gerichtet hat.

Wir bemerken zuerst, dafl es fiir massive Teilchen stets sowohl ein Schwerpunkts- als auch ein Laborsystem
gibt. Fiir das Laborsystem ist dies besonders leicht zu erkennen, denn es ist p, wegen p3 = mj > 0 ein

zeitartiger Vektor. Ein Lorentz-Boost mit 5 = Do/ P9 = P2/ 4/ m3c? + p2, woraus sich offensichtlich | ,é |<1
ergibt, liefert dann (nachrechnen!) in der Tat (p} ) = (m,¢,0,0,0).
Ebenso kénnen wir fiir p, + p, argumentieren, wenn wir zeigen konnen, daf dieser Vektor ebenfalls zeitartig

ist,d.h. s > 0 gilt. Diesist aber sicher der Fall, denn es ist wegen der Dreiecksungleichung fiir die gewohnlichen
Euklidischen Betrige der Dreierimpulse

P2+ pS =i+ 52 mEe2+ 52> Pl + 1Pl = By + Pl = 5= (00 + p3) —(By + )* > 0. (2.8.15)

Wir miissen also nur mit einem Boost mit der Geschwindigkeit B = (p1+,)/(p2+p3) boosten, um %1 +§2 =
0 zu erreichen.
2.8.3 Kinematik im Schwerpunktssystem
Wir beginnen mit der niheren Analyse der Kinematik im Schwerpunktsystem. Dann gilt
& /c &,/c 8s/c 8,/c
e0=() wo=(25) en=(%) eh=(%). s

und folglich ergibt sich aus (2.8.13)

C C

ﬁ:

d.h. ¢4/s ist die Gesamtenergie der Teilchen vor und nach dem Stofs.

(2.8.17)
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Wir kénnen nun die Energien und Impulsbetrige im Schwerpunktsystem mit Hilfe der Mandelstamvariablen
ausdriicken. Zunichst ist

&6, .
s=(p+p,) =(mf+m§)cz+2<%+p2>

es. 13 —& -
-(m2+m§)c2+2< i(c . Y 2> (2.8.18)
C

1 —— P

= (m}—m})c?

28,4/
+ 1_\/_,
¢
Dabei haben wir im letzten Schritt die Energie-Impulsbeziehung &7 /c?— p? = m?c? verwendet. Aus (2.8.18)

erhilt man schlie§lich
& s+ (mf — mzz)c2

2.8.19
Eliminieren wir in (2.8.18) &, zugunsten von &, erhalten wir
& s+ (m2—m?)c?
& _stlm—m) . (2.8.20)

¢ 24s

Die Energien im Endzustand ergeben sich durch Ersetzen der Indizes 1 und 2 durch 3 bzw. 4:

& s+ (m?—m3)c?

2 b
¢ 2‘/; b (2.8.21)
& 5+(m4—m3)c

o NG
Die Impulsbetrige im Anfangs- bzw. Endzustand ergeben sich daraus mit Hilfe der Energie-Impuls-Beziehung
nach einigen Umformungen (nachrechnen)

L, & 1
2= = —micd = —[s—(m +my)’][s—(m—m,)’c’],
C 4s 2.8 22)
e 1 2.8.
P2 =2 —mic = —[s—(my+m, s —(my—m, ]

2.8.4 Kinematik im Laborsystem

_(&/c [ myc
P1—< %’1 >’ P2—< 02 > (2.8.23)

Im Laborsystem haben wir

Damit ist

, , (2.8.24)
_[E1+mye 22_%1
B ¢ ! c?
Nach einigen Umformungen erhilt man
2 ,.2\.2
s—(m;+mj)c
& = (e +m)) (2.8.25)
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Weiter folgt (nachrechnen!)

., & [s —(my +my) 2P 1[s — (my —my)*c?]
pi=—F—mic’= A (2.8.26)
c 4mzc
und der Vergleich mit (2.8.22) liefert
Pl = _m§c2 2 2.8.27
Psps = — —Pis (2.8.27)
Fiir die Mandelstam-Variable ¢ gilt (nachrechnen!)
_ A 2 =2_/ 2 N2
t=(pr—p4) = — e — py = (mi+my)c” —2m,6, (2.8.28)
bzw. , )
ms+mi)c—t
&, = (my &) . (2.8.29)
2m,
Ebenso erhilt man aus der Definition der Mandelstam-Variablen #
m2+msy) el —u
& = (m3 + m3) (2.8.30)

2m,

2.9 Aquivalenz zwischen Energie und Masse

Eine weitere wichtige Anwendung der relativistischen Kinematik ist die Aquivalenz zwischen Energie und
Masse, die in der populirwissenschaftlichen Literatur oft in der ,berithmten Formel* E = mc¢? zusammen-
gefaflt wird. Wir wissen aus den obigen Betrachtungen, dafl dies etwas ungenau ist. Fiir ein massives Teilchen

ist dies lediglich die Ruheenergie &, = mc?, wenn wir die unter der Masse, wie iiblich, die invariante Masse
verstehen und den Energienullpunkt so legen, dafl die Energie & = &, + &, = mc?y = cy/ m2c2 + p2 = p°c
die Zeitkomponente eines Vierervektors im gerade betrachteten Bezugssystem wird.

Die eigentliche Bedeutung des Prinzips der Aquivalenz zwischen Energie und Masse wird fiir zusammenge-
setzte Systeme klar. Wir betrachten dazu drei Beispiele.

2.9.1 Voll inelastischer Stof}

Wir betrachten den Fall eines total inelastischen Stofles. Dazu nehmen wir an, zwei massive Kérper mit Mas-
sen m, und m, stoflen zusammen und bewegen sich dann als ein Korper mit der Masse M weiter. Man kann
sich z.B. ein Geschof} vorstellen, das auf einen Korper abegefeuert wird und in diesem stecken bleibt. In der
nichtrelativistischen Physik ist klar, dafy M = m, 4+ m, ist. Wir zeigen nun, daf dies in der Relativititstheorie
nicht der Fall sein kann. Es ist klar, daf§ dieser inelastische Stoffvorgang kinematisch nur mdoglich ist, wenn
Energie dissipiert wird, d.h. wenn der Gesamtkdrper nach dem Stof$ sich erwidrmt hat, d.h. es wird kinetische
Energie der Korper vor dem Stof§ teilweise in die intrinsische Wirmebewegung des Gesamtkorpers nach dem
Korper umgewandelt. Dabei gilt allerdings immer noch die Erhaltung des Gesamtimpulses.

Es ist wieder am einfachsten, die Kinematik im Schwerpunktssystem zu betrachten, d.h. die beiden Korper

besitzen in diesem Bezugssystem vor dem Stof} entgegengesetzt gleiche Impulse p, = —p, = —p und nach
dem Stofd liegt ein einziger ruhender Korper vor. Die Energie-Impulsbilanz dieses Stofies ergibt dann
& +8,)/c Mc
o+ o= (). 9.1
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Es ist also

(9@1 + gZ glkin + ngin

M = = 77’21 + m2 + (2.9.2)

c? c?

Da die kinetische Energie des ruhenden Teilchens im Endzustand 0 ist, bedeutet dies, daf$ die gesamte kineti-
sche Energie im Anfangszustand in Warmenergie AQ = &y, + &5y, umgewandelt worden ist. Gemif}
ist die invariante Masse des Kérpers nach dem Stofl um AQ/c? grofer als 7, + m,, und dies ist ein Beispiel
dafiir, daff die intrinsische Energie AQ (in diesem Fall Wirme) zur Gesamtmasse des Korpers beitrigt.

2.9.2 Zerfall eines Pions in zwei Photonen

Ein weiteres Beispiel fiir die Aquivalenz ist der Zerfall eines neutralen Pions (Masse mnoc2 = 134,98 MeV).
Dabei ist MeV eine Energieeinheit, die in der Teilchenphysik besonders bequem ist. Wir kénnen sie im nich-
sten Abschnitt genauer definieren. Hier geniigt es zu bemerken, daf} 1eV (ein Elektronenvolt) der Anderung
der kinetischen Energie eines Elektrons entspricht, das eine elektrostatische Potentialdifferenz von 1V durch-
liuft. Es ist also 1eV = |e|- 1V. Mit der Elektronenladung (in SI-Einheiten) e = —1,602 - 10~C folgt daraus,
dafl 1eV = 1,602 - 10~ 1°] entspricht. Dies zeigt, warum man in der gerne die Einheit MeV = 10%V oder
GeV = 10%eV verwendet und dabei die Massen als ihre Ruheenergien mc? (m: invariante Masse!) angibt.
Photonen sind strikt genommen die Quanten des elektromagnetischen Feldes, und die Vorstellung, es han-
dele sich im ,Teilchen® eigentlich etwas irrefithrend, und man kann sie erst im Rahmen der relativistischen
Quantenfeldtheorie wirklich vollstandig korrekt definieren. Fiir die Energie-Impulsbilanz bei Teilchenreak-
tionen oder Zerfillen, in denen Photonen auftreten, konnen wir sie aber wie Teilchen mit der invarianten
Masse m, = 0 behandeln. Ein Photon besitzt also Energie und Impuls, die in jedem Inertialsystem tiber die
Energie-Impulsbeziehung mit m = m, =0 zusammenhingen

8, =clp,l. (2.9.3)
Daraus ergibt sich fiir die Geschwindigkeit in jedem Inertialsystem

B |=——-=1. 2.9.4

Daraus ist ersichtlich, dafl fiir solche ,masselosen Teilchen® wegen y — oo fiir | 3| — 1 eine Vierergeschwin-
digkeit keinen Sinn ergibt, der Zusammenhang zwischen Energie und Impuls (2.9.3) aber sehr wohl, und nur
diese Beziehung bendtigt man, um die Energie-Impulsbilanz auszunutzen.

Wir konnen direkt die Beziehung (2.8.10) im Schwerpunktssystem der Photonen (also dem Ruhsystem des
zerfallenden Pions) mit 7, = m, = 0 verwenden, um den Photonenimpuls zu

N Mc
Bl=" 29.5)

zu bestimmen. Wir haben hier den Extremfall vorliegen, dafl die invarianten Massen der Zwerfallsprodukte
0 sind aber die Masse im Ausgangszustand durch

M =6+ & =2lp,| 2.9.6)

bestimmt ist. In gewissem Sinne konnen wir sagen, daf im Zerfall des neutralen Pions in zwei Photonen die
Masse vollstindig in ,kinetische Energie“ zweier Photonen ,umgewandelt* wird.
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2.10 Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld

Jetzt konnen wir recht einfach Bewegungsgleichungen fiir Teilchen in dufleren Feldern postulieren. Ein wich-
tiges Beispiel ist die Bewegung geladener Teilchen in einem elektromagnetischen Feld. Wie im 3. Semester in
der Vorlesung zur Elektrodynamik ausfiihrlich erliutert werden wird, sind die Maxwell-Gleichungen des
elektromagnetischen Feldes ein Paradebeispiel fiir eine relativistische Feldtheorie, und sie lifit sich entspre-
chend auch in vierdmensionaler Form mit Hilfe von Minkowski-Tensoren schreiben. Das elektromagneti-
sche Feld wird in einem beliebigen Inertialsystem beispielsweise durch die 6 Komponenten eines antisymme-
trischen Tensorfeldes 2. Stufe F#'(xP) = —F"#(x”) beschrieben. Das einzige, was wir tiber Tensoren wissen
miissen ist, dafl sich diese Komponenten unter Lorentz-Transformationen gemif}

F*™ (@) = M N gF*P(x7) mit x7 = (A7) %P (2.10.1)

transformieren. Man nennt F#” auch den elektromagnetischen Feldstirketensor oder Faraday-Tensor.

Man kann mit solch einem antisymmetrischen Tensorfeld sehr leicht eine Minkowski-Kraft postulieren, die
die Einschriankung (2.7.17) erfiille. Da F#” antisymmetrisch ist, brauchen wir nur den Ansatz

d?x# , 1dx#
me— =K* =qF" (xF)u, with u”:—i, u,=n,u" (2.10.2)
dr? ¢ dr #
zu machen. Uberschiebt man diese Gleichung mit # ., ergibt sich sofort 2.7.17), weil F*u ,u, = —F" u,u,

ist. Andererseits sind die beiden vollstindig kontrahierten Tensoren gleich, und damit mufl F#*u ,u, = O sein,

und dies entspricht gerade (2.7.17) fiir die Minkowski-Kraft (2.10.2). Wegen (2.10.1) transformiert sich diese

Minkowski-Kraft unter Lorentztransformaationen auch wie ein Vierervektor (nachrechnen), wie es sein muf?.
Um die Bewegungsgleichung (2.10.2) besser interpretieren zu konnen schreiben wir den Feldstirketensor mit
Hilfe der iiblichen elektrischen und magnetischen Feldkomponenten E und B:

0 —E' —E? —E°
E' 0 —B> B?
py —
F)=m m o5 | (2.10.3)
E3 —B*> B! 0
Um zu sehen, dafl diese Wahl der Anordnung der Feldkomponenten einen Sinn ergibt, schreiben wir die

Minkowski-Kraft (2.10.2) explizit hin

E.
K*=gF*y = N S . 2.10.4
(KF)=qF"n, q<MOE+MxB> ( )

by

Dies schreiben wir, wie oben im allgemeinen Fall bereits besprochen noch um in die nichtkovariante Form
mit Ableitungen nach der gewohnlichen Zeit im hier betrachteten Inertialsystem. Dazu schreiben wir die
Bewegungsgleichung als System erster Ordnung, indem wir den Viererimpuls einfiihren:

d 4 E-i st 1d
N < Y L), ar=Pl 2w 2.10.5
<d7p > Tt (&) q<uoE+ﬁxB T me T cde ( )
Danun #° = uy =y = (1— 82)7/? with [} =3/c, ¥ = i /u°, ergibt sich fiir den riumlichen Anteil der ersten
Gleichung
1d. do > U -
———p=—p=g|E+—%xB), 2.10.6
uydr dac? 6]( * ¢ > ( )

und das entspricht genau der iiblichen Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen
Feld mit den Komponenten (E, B) in er nichtrelativistischen Mechanik. Dabei ist g die Ladung des Teilchens
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E die elektrischen und B die magnetischen Feldkomponente Fiir die riumlichen Koordinaten von (2.10.5)
bemerken wir, daf

- 1. 1d.
Dividiert man dies durch #° = p°/(mc) erhalten wir
%i - cﬁ. (2.10.8)

Wie wir oben bei der allgemeinen Betrachtung gesehen haben, ist die Zeitkomponente in (2.10.5) automatisch
fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen (2.10.6) und (2.10.8) erfiillt, denn multiplizieren wir (2.10.6) mit
o, folgt
- d - -
v-—p=qv-E, 2.10.9
L P=1 (2.10.9)
und dies ist genau die durch #° dividierte zeitliche Komponente von (2.10.5). Damit ist klar, daf} die Bewe-
gungsgleichung mit der Energie-Impuls-Beziehung (2.7.11) vertriglich ist, wie es aufgrund unserer Konstruk-
tion der Minkowski-Kraft zu erwarten ist.

2.10.1 Teilchen im homogenen elektrischen Feld

Eines des einfachsten Beispiele fiir die relativistische Bewegung eines geladenen Teilchens ist die Bewegung
in einem homogenen elektrischen Feld, wie es (niherungsweise fiir einen begrenzten riumlichen Bereich)
in einem Plattenkondensator, der auf konstanter Gleichspannung gehalten wird, realisiert werden kann. In
dem Fall istﬂg = (E,0,0)T = const und B = 0. Wir betrachten als einfachsten Fall das Anfangswertproblem

7(0)=0, X(0) =0, d.h. das Teilchen startet aus der Ruhe im Ursprung des riumlichen Koordinatensystems.
Die Gleichung (2.10.6)) 1af3t sich dann sehr leicht l6sen

do_dp pl(t)=qEt. (2.10.10)
dt m

Die beiden anderen Komponenten des Impulses sind Erhaltungsgrofien und daher aufgrund der Anfangsbe-
dingungen p? = p* = 0. Aus der Energie-Impuls-Bezichung (2.7.11) folgt fiir die zeitliche Komponente des

Viererimpulses
&
P°(t) ===/ m2c2+(qEt)? (2.10.11)
¢

und daher
dx!  cpt qcEt

P /m2c + q?E2 12

Dies 1af3t sich unter Beriicksichtigung der Anfangsbdingung leicht nochmals nach der Zeit integrieren, wo-
durch wir die Losung

vl(t)=

(2.10.12)

_ mc? q?E?t?
- gE m2c?

x1(z) 1 (2.10.13)

erhalten.

$Man beachte, daff hier statt der iiblicherweise verwendeten Einheiten des Internationalen Einheitensystems (SI) das sog. Gauf}-
sche Einheitensystem verwendet wird, welches fiir die relativistische Darstellung der Theorie etwas bequemer als die SI-Einheiten
ist.

“Man beachte, daf§ hier £ die 1-Komponente des elektrischen Feldes und nicht die Energie bezeichnet. Deshalb haben wir oben
& als Bezeichnung fiir die Energie gewihlt.
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ct
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World. line

Light-like asymptote

£ ¢ ___Non-relativistic limit

|0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.4: Minkowski-Diagramm fiir die ,,hyperbolische Bewegung* in einem homogenen elektrischen
Feld. Die entsprechende Weltlinie ist eine Hyperbel und besitzt eine lichtartige Asymptote. Dies zeigt, dafs
ein Lichtsignal, das vom Ursprung zu einer Zeit t > t;; = % ausgesandt wird, das Teilchen nicht erreichen
kann. In diesem Sinne ist die lichtartige Asymptote ein Ereignishorizont fiir einen mit dem Teilchen mit-
beschleunigten Beobachter, denn ihn kénnen vom Ursprung zu Zeiten t > t;; ausgesandte Lichtsignale (und
damit auch keine anderen Signale jedweder Art) erreichen. Man nennt diesen Horizont auch den Rindler-
Horizont (benannt nach dem theoretischen Physiker Wolfgang Rindler).

In dieser Form lifit sich auch leicht der nichtrelativistische Limes der Losung diskutieren. Diese gilt fiir |1 <
¢, also fiir t K mc/(gE). Dann k’Onnen wir die Wurzel in (2.10.13) entwickeln (zachrechnen) und erhalten

xl(t)— mc? <qZE2t2 +@’|:<q_Et>4i|>: thz o (2.10.14)

© gE \ 2m2c? mc 2m

In fithrender Ordnung erhalten wir die erwartete Zeitabhingigkeit fiir die Bewegung in einem konstanten
Kraftfeld.

Wir konnen auch den relativistischen Limes betrachten, wo t > mc/(gE) ist dann folgt durch die entspre-
chend angepafite Entwicklung der Wurzel

2 (o FEt 2¢2
Wy = (20 1 ) = c<x—ﬂ>. (2.10.15)
qE \ mc q*E?1? t—o0 qE

89




2. Spezielle Reltivititstheorie

Das impliziert auch, daf} ein in Sect. 2.1 diskutiertes vom Ursrung ausgesendetes Lichtsignal das Teilchen nur
erreichen kann, wenn es zu einer Zeit ¢ < fy; mit t; = % ausgesandt wird (vgl. das Minkowskidiagramm in

Abb. ).

2.10.2 Teilchen in einem homogenen Magnetfeld

Jetzt betrachten wir die Bewegung in einem homogenen Magnetfeld, wie es (ndherungsweise) im Inneren einer
langen stromdurchflossenen Spule erzeugt werden kann. Hier ist es im Gegensatz zu unserem Vorgehen bei
der Bewegung im homogenen elektrischen Feld bequemer, wenn wir von der manifest kovarianten Formel
ausgehen, wobei wir nur den riumlichen Teil der Bewegungsgleichung verwenden miissen, denn die
Zeitkomponente der Gleichung wird ja dann automatisch erfiillt. Diese raumliche Bewegungsgleichung lautet

fiir £ =0und B = BE,

d . Bu?
L= ixB="1{_Bu). (2.10.16)
dr mc mc 0

#>(T) = u3 = const. (2.10.17)

Die Bewegung in der (12)-Ebene lifit sich elegant finden, indem man die komplexe Hilfsvariable

E=u'+in? = j_f :ﬁ(uz—iul):—iwg (2.10.18)
T mc

einfiihrt, wobei wir die Zyklotronfrequenz cw = gB/(mc) eingefiihrt haben. Diese Gleichung wird offenbar
durch

&(1) =& exp(—iwT) (2.10.19)

gelost. Wir erhalten die Komponenten der Vierergeschwindigkeit, indem wir diese Losung wieder in Real-
und Imaginirteil aufspalten, zu

1 —R — 1 + 2. ,
uz(T) e&(1)=uy clos'(co'r) uy szm(cof) (2.10.20)
u (1) =Im& (1) = —uysin(cwt) + ug cos(w).
Die raumliche Komponente der Vierergeschwindigkeit ist wieder durch die Identitdt » ,#* =1, d.h.
#0(t) = /14 7() = 1+ |E()P + (#2)? = /1 + 42 = const (2.10.21)

gegeben. Dies bedeutet, daf} in der Tat die Zeitkomponente der Bewegungsgleichung (2.10.5) automatisch

erfiillt wird, wie es sein muf3.

Durch eine weitere Integration von (2.10.20) und (2.10.18) nach der Eigenzeit T ergibt sich schliefilich die
Weltlinie zu

,/1+17§7

()] = ¢ —ul[ewsin(wt)+ u? |w[cos(cwt)— 1]+ x}
(=)= Méo/a)[cos(a)f)—lﬁ—i- ué/wsin(wr)+x§o ’ (2.10.22)
ugr—l-xg

Dies 1af3t sich noch einfacher interpertieren, indem wir die komplexe Form der Bewegung fiir die 1- und 2-
Komponenten (2.10.19) betrachten. Integriert man diese Gleichung, erhilt man

&y

(1) =x'(r)+ix*(r) = ?[exp(—iw’r) —1]+ ¢, (2.10.23)
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Und dies beschreibt einen Kreis vom Radius

Col&) e/ ()P (ug

R=""%=
|| ]

(2.10.24)

Man kann die Losung (2.10.20) leicht mittels der Zeit ¢ im hier verwendeten Inertialsystem ausdriicken, denn

es ist
dt =
I =u’ == T4/ 1+ Mg = const. (2.10.25)
-

bzw. mit der Dreiergeschwindigkeit B =3/c=1i/u’

1 1 S
W=——x=y=——==>t=ty1-52 (2.10.26)
J1— 32 / 2
1 ﬁ 1_160
Mit @ = ¢4 /u® fiihrt dies gemif (2.10.17) und (2.10.20) zu
) vy cos(ewp,,t) + vg sin(cewy,t) _
U(t) = | —v; sin(wyt) —3|— vgcos(wpt) | with = wy/1— 53, (2.10.27)
Y
und
ct
1 . 2 1
[x*‘(t)] — _Z;O/wlab Sln(wlabt) + 7)0/O()I:éb|:COS(("‘)13.bt) - 1] + );0 . (21028)
Vo @pap[cos(ygpt) — 1]+ g /oy, sin(eoy ) + x5
'z)g t+ xg

Der Radius des Kreises der Projektion der Trajektorie auf die (12)-Ebene ergibt sich daraus zu

()2 +(2g)? _ _mey/(oP+(%)f (2.10.29)
1| gBA/1— (Bl + (B2

2.10.3 Teilchen in parallelen homogenen elektrischen und magnetischen Feldern

Wir betrachten weiter das Beispiel der Bewegung eines massiven Teilchens in beliebigen homogenen parallelen
elektrischen und magnetischen Feldern. Es sei

E=E?é, B=BE,. (2.10.30)

Wir schreiben die Bewegungsgleichungen wieder in ihrer kovarianten Form (2.10.5) hin. Fiir den Viererim-
puls gilt

Ep’

d Bp?

E(p“):% _éppl (2.10.31)
Ep°

Wir sehen, daf} die Bewegungsgleichungen fiir (p°, p°) einerseits und fiir (p?, p?) entkoppeln, so daf} wir sie
getrennt voneinander 16sen kénnen. Zunichst ist

d 0 E 3 0 A 0
dr <§3> B % <§°> =<l <2 é) <§3> =M <§3>- (2.10.32)
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Dies ist die Bewegung eines Teilchens auf der x°-Achse unter dem Einflufl eines elektrischen Feldes in x°-

Richtung. Dieses Problem hatten wir zwar oben in Abschnitt [2.10.1| bereits in der nicht-kovarianten Form

gelost. Hier konnen wir aber die elegante Methode der Matrixexponentialfunktion aus Abschnitt 2.6/anwen-
den. Offenbar ist nimlich die Lésung von (2.10.32)

<p O(T)> — exp(tH) <§ <§> (2.10.33)

0

wobei p und p; beliebige Anfangswerte fiir die entsprechenden Viererimpulskomponenten sind. Man rech-

net leicht direkt nach, daf§

(+M)? = (7)1 = (2M)* = (oo 7)?1, (TM)%“:(w”T)kG é> (2.10.34)

Setzt man dies in die Exponentialreihe ein, erhilt man (nachrechnen!)

(2.10.35)

A cosh(ewyt) sinh(cw)
eXp(TM):cosh(coHT)]l+sinh(a)||r)<? é>:< (e)7) (o) )>

sin(ew)7)  cosh(w7)

Ebenso konnen wir fiir die beiden iibrigen Komponenten vorgehen. Die Bewegungsgleichungen (2.10.31)
lassen sich in die Form (nachpriifen!)

d /p! 0 1\/p! . B
E<§2>:%<—1 o><§2> mit wl:% (2.10.36)

bringen. Auch in diesem Fall 3t sich die Matrixexponentialfunktion explizit angeben (Ubung/)

()< (sose) st (1) 21037

(1) —sin(w; 7) cos(w ;7))\ p?

Dabei sind p; und p; die Anfangsimpulskomponenten bei = = 0. Wir bemerken, dafl 7 = (p')* + (p?)* =
(p5)* + (p3)* = const und ebenso (p°)* — (p?)? = (pg)* — (p9)* = const. Es ist also

p[up/u . 5 N pg — /m2c2+7)§ =&,/c. (2.10.38)

Wegen dx/dt = p/m folgt die Weltlinie durch einfaches Integrieren von (2.10.33) und (2.10.37) nach 7. Wir
nehmen der Einfachheit halber an, daf8 (v = 0) = plé, (was wir durch einen geeigneten Lorentz-Boost
in x” Richtung und eine Drehung um die x>-Richtung stets erreichen kénnen). Unter Beriicksichtigung der
Anfangsbedingungen fiir die Raumzeit-Koordinaten (7 =0) = 0 und x(7 = 0) = X, folgt dann

0
=

Sil’lh(a)”T),
mca)”

)i+ ()

0

(1) = P [cosh(w).)— 1]+ X3
m(,()HT

Die Trajektorie im Ortsraum ist also eine Helix mit einem Kreis vom Radius p; /( M., als Projektion auf
die (x'x?)-Ebene.
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2.10.4 Teilchen im gekreuzten homogenen elektromagnetischen Feld

Wir betrachten nun noch einen speziellen Fall fiir ein homogenes elektromagnetisches Feld mit |E |= |E |=
und E = E%, und B = E&;. Im folgenden Abschnitt werden wir dann zeigen, daf} wir aus den vier Beispielen
in diesem Kapitel alle moglichen Bewegungen in homogenen elektromagnetischen Feldern behandelt haben,
weil wir durch eine geeignete Lorentz-Transformation alle anderen Fille auf die hier behandelten Spezialfille
abbilden kénnen. Behandeln wir aber zunichst das oben beschriebene spezielle Problem.

Die Bewegungsgleichungen (2.10.5) lauten in diesem Fall

2

p
d 2 ) E
(=0 pofipl mit w:%. (2.10.40)
0

Wir konnten leicht wieder das Verfahren mit Hilfe der Matrixexponentialabbildung anwenden, um dieses
Gleichungssystem zu 16sen (Ubung). Es ist aber wesentlich einfacher zu bemerken, daff aus den ersten beiden
Komponenten der Gleichung

q (P —p N=0=> po—plza:pg—pézconst (2.10.41)
T

folgt. Fiir die dritte und vierte Komponente ergibt sich dann
PA(v)=wat+pd, p*(r)=p3 = const (2.10.42)

und daraus durch eine weitere Integration

P="rT ront . p' =TT b opt . (2.1043)
Insgesamt ist also
—T +wpyT+
(p*)= waniOp Po ) (2.10.44)
T Fo
Po

Man rechnet leicht nach (Ubung), dafl die Lésung, wie zu erwarten, mit der relativistischen Energie-Impuls-
Beziehung kompatibel ist, denn es gilt
PP =po- Po=const - m*c?, (2.10.45)

und es ergibt sich daraus, daf§ nur die Anfangsbedingungen fiir den Dreierimpuls unabhingig vorgegeben
werden konnen. Fiir die rdiumliche Komponente gilt

pg =1/ m2c2+ p2. (2.10.46)
SchliefSlich miissen wir nur (2.10.44) noch einmal nach 7 integrieren, um die Weltlinie des Teilchens

aw}

+ 52 2 0 72 +p0
(x*)= o 3+ 2 272 +P17+xo (2.10.47)

waz

5 T +poT+xO
pOT+xO
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2.11 Relativistische geladene Teilchen und das Wirkungsprinzip

Im folgenden untersuchen wir die Frage, wie man die Bewegung geladener Teilchen in vorgegebenen elektro-
magnetischen Feldern mit Hilfe des Hamilton-Prinzips der kleinsten Wirkung behandeln kann. Dazu bemer-
ken wir, daf§ die nichtkovariant geschriebene Bewegungsgleichung proportional zu dx* /dt ist. Wir
betrachten zunichst die nichtkovariante Formulierung in einem beliebig gewahlten Inertialsystem, im sog.
(3 + 1)-Formalismus und untersuchen dann die Moglichkeit eines manifest kovarianten Wirkungsprinzips,
d.h. daf§ man die Wirkung und Bewegungsgleichungen mit Hilfe von Vierertensoren schreibt.

2.11.1 (3+1)-Formalismus

Zusammen mit der Lagrangefunktion fiir freie Teilchen legt dies den Ansatz
5 . e . ., dxt
L:—mcz\/1—x2/02—%xMA”(xP):—mg/rywx:“xv—%xﬂA“(xP), x"‘:?, (2.11.1)

nahe, wobei A#(x*) die Komponenten eines Vierervektorfeldes sind. Als Vierervektorfeld bezeichnen wir
dabei eine Grofle deren Komponenten sich unter Lorentz-Transformationen x* = A” x” gemif}

A (@)= A A (x%) = AL AT (AT 3] 2.11.2)
transformieren. Daf3 (2.11.1) auf letztlich relativistische Bewegungsgleichungen fiihrt, folgt daraus, dafl die
Wirkung

5] .
S[x] :f deL(¢,x,X) (2.11.3)
31

ein Lorentz-Skalar ist.

Die Bewgungsgleichungen ergeben sich mit den Euler-Lagrange-Gleichungen. Zunichst ist es wichtig zu be-
merken, daf hier ein Fall vorliegt, wo die kanonischen Impulse von dem oben definierten mechanischen
Impuls abweichen, denn es ist

pcan:—.:myx-i-zA:p—}—ZA. (2.11.4)
x c c
Dabei haben wir beachtet, daf§ o
i AF=A—x A (2.11.5)
ist. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten nun
5 dL
=—. 2.11.6
pcan 3 2 ( )
Berechnen wir zunichst die linke Seite, d.h. wir leiten (2.11.4) nach der Zeit ab.
pho=p*+ 104" 127 9.4%). (2.11.7)
c
Dabei definieren wir fiir irgendeine Funktion
3f(t.3)= == f(1.5) @.118)
f y X )= ax] 3y X ). A1

Wir kommen auf die Tatsache, dafl hier ein unten stehender Index (entsprechend einer kovarianten Tensor-
komponente) stehen muf}, gleich noch zuriick. Die rechte Seite von (2.11.6)) ergibt

oL

X C C
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Schreiben wir nun (2.11.7) aus und formen ein wenig um, ergibt sich als Bewegungsgleichung
. 1 | |
t=—g (-@A’e +3kA°>—1xf(3jAk—8kAf). (2.11.10)
¢ ¢

Jetzt erinnern wir uns an die Vektoranalysis zurtick. In kartesischen Koordinaten kénnen wir nimlich den
letzten Ausdruck mit Hilfe der Rotation des Dreiervektorfeldes A ausdriicken
(VxA) = ¢, ;,3A%. 2.11.11)

Dabei ist ¢;;; das Levi-Civita-Symbol, das total antisymmetrisch unter Vertauschen seiner Argumente ist
und fiir das €,,3 = 1 gilt. Umgekehrt folgt (nachrechnen!)

FAF — A = e 1 (V x AY. 2.11.12)

Setzen wir dann )
E=—-3A—VA°, B=VxA, (2.11.13)

C

konnen wir die Bewegungsgleichung (2.11.10) in die Form
5 > 15 =
p:q<E+—x><B>, (2.11.14)
¢

und das stimmt mit (2.10.6) iiberein.
Daf$ sich jedes elektromagnetische Feld mit Hilfe der Komponenten des Vierervektors gemif$ (2.11.13) darge-
stellt werden kann, wird ausfiihrlich in der Vorlesung zur Elektrodynamik (Theoretische Physik 3) behandelt.

2.11.2 Manifest kovariantes Hamilton-Prinzip

Die obige Herleitung ist an einigen Stellen wenig elegant, denn sie macht von der Tatsache, daf man die Be-
wegungsgleichungen fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld auch manifest kovariant, also gemif3
(2.10.2) mit Hilfe von Vierervektoren und Tensoren formulieren kann. Dazu bemerken wir, daf§ die Wirkung
ein Lorentz-Skalar ist, und wir kdnnen einen beliebigen skalaren Parameter A verwenden, um die Wirkung zu
berechnen. Andererseits ist die Wahl dieses Parameters willkiirlich und fithrt nicht zu einfach intepretierba-
ren Bewegungsgleichungen. Allerdings ist mit der Eigenzeit = ein physikalischer Parameter fiir die Weltlinie
ausgezeichnet. Allerdings ist bei der Variation zu beachten, dafl in Wirklichkeit nur die drei raumlichen Ko-
ordinaten unabhingige Groflen sind und die aus der Definition der Eigenzeit folgende Nebenbedingung

dx#dx”
_— =
T dr dr
erfillt werden mufl. Wir kénnen dies als holonome Zwangsbedingung auffassen und mit einem Lagrange-

Parameter im Variationsprinzip beriicksichtigen. Die Wirkung des (3 4 1)-Formlismusses (2.11.3) konnen

wir auch in der Form

(2.11.15)

~ T2 2,

S[x“]= f dr[mc xHx, + ZAHJ&“} = j drL(xH,x"). (2.11.16)
T1 ¢ 1

schreiben, wobei wir jetzt definieren x# = dx*/dt, d.h. der Punkt {iber einer Grofle bedeutet nun die Ab-

leitung nach der Eigenzeit und nicht nach der Koordinatenzeit ¢ wie im vorigen Unterabschnitt. Auflerdem

haben wir bequemlichkeitshalber das Vorzeichen der Wirkung umgekehrt. Dies ist unerheblich fiir die Be-

wegungsgleichungen, da es sich nur um einen multiplikativen Faktor —1 handelt, und die Stationaritdtsbe-

dingung der neuen Wirkung daher zu denselben Bewegungsgleichungen fithrt wie mit der urspriinglichen
Wirkung.
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Nun ergibt sich aber die Schwierigkeit, dafl bei der Wahl der Eigenzeit = als Integrationsparameter dieser selbst
ein Funktional der Trajektorie darstellt und wir daher bei der Variation von x* auch = mitvariieren miifiten.
Wir kénnen aber auch die Bedingung, daf} = die Eigenzeit ist, als Zwangsbedingung x“%, = c? betrachten
und mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators ins Variationsprinzip einbauen, d.h. wir schreiben

/(e i, ) = me 5%, + %A#fc” + %(x#w — A =met %AMW n %(xyw ). @1117)

Damit kénnen wir die x,(7) und u(7) unabhingig voneinander variieren, und 7 als freien Parameter fiir
diese erweiterte Trajektorie betrachten und im ersten Term ausnutzen, dafl wir 7 als Eigenzeit fiir beliebige
Trajektorien ansehen, also nicht nur fiir die Lsugen der Bewgungsgleichungen. Freilich miissen wir den
Term mit dem Lagrange-Parameter beibehalten, denn dessen Variation soll ja die entsprechende Bedingung

als dynamische Gleichung generieren.

Dann erhalten wir die Euler-Lagrange-Gleichungen (nachrechnen!)

d q
Sxt: —(ux*)=+F xH,
ar )= F 2.11.18)
Su: x,xt=c
Nun ist in unserer Lagrange-Funktion (2.11.17) weiterhin der Wechselwirkungsterm
Ly =14, 54 (2.11.19)
¢
eine bzgl. x# homogene Funktion ersten Grades, d.h. es gilt
dL,
X M lnt — M . . .
iy (2.11.20)

Weiter hingt die Lagrange-Funktion (2.11.17) nicht explizit von 7 ab, d.h. es gilt die Erhaltung der entspre-

chenden Hamilton-Funktion

- " ar
— My T —
H=xp,—L, p“_é’fcf" (2.11.21)
Wegen (2.11.20) ist
I—NI:%xlufc/‘+§62—mc2:(/x—m)62:const (2.11.22)

Fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen (2.11.18). Damit ist aber u = const, und wir erhalten als Bewe-
gungsgleichung endgiiltig

L. . d JL. . g
m_ M —2F x". 2.11.23
Bxlu dr 5’9&# c w* ( )

Vergleichen wir dies mit den urspriinglichen Bewegungsgleichungen, ergibt sich fiir den konstanten Lagran-
geparameter schlie8lich noch

pxt =

u=m. (2.11.24)

Da wir nun Konstanten in der Lagrange-Funktion weglassen kénnen, weil dies die Euler-Lagrange-Gleichun-
gen nicht dndert und wir wissen, daf§ mit einer Wechselwirkungs-Lagrange-Funktion, die die Homogenitits-
bedingung (2.11.20) erfiillt, © = m = const automatisch kompatibel mit der Euler-Lagrange-Gleichung fiir
die Variation der x* ist, kdnnen wir als Lagrange-Funktion folglich auch einfach
;o m, U
L'= Tk, + Ly (2.11.25)

zusammen mit der Nebenbedingung

%, i = (2.11.26)

welche den Weltlinienparameter 7 als die Eigenzeit des Teilchens festlegt, verwenden, wobei die x# unabhin-
gig variiert werden diirfen.
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2.12 Tensoranalysis im Minkowski-Raum

Wir wollen der Vollstindigkeit halber noch die einfachsten Grundlagen der Tensoranalysis im Minkowski-

Raum betrachten, wobei wir uns auf pseudokartesische Koordinaten beschrinken wollen. Seien also e, und

e, zwei pseudokartesische Basissysteme, die
e, e,=€, €,=1, (2.12.1)
erfiillen. Es sei weiter A", die entsprechende Lorentz-Transformationsmatrix
e,=¢, A", (2.12.2)

Die Komponenten eines Vektors transformieren sich dann stets gemaf3

gjﬂ =3 (2.12.3)
x\/

Wegen (2.12.1) folgt, dafl eine Lorentz-Transformation dann und nur dann vorliegt, wenn

I =A"x" = A, =

Nl oAy =15, (2.12.4)

gilt (nachrechnen!). Kontrahieren wir dies mit (A=)’ ,n°#, folgt daraus (nachrechnen!)

Duan?P A = A = (A (2.12.5)
Wegen folgt, daf3
[
(A=A = gi_ = Jxt. (2.12.6)
xV

Wir wollen nun herausfinden wie sich die Komponenten
Xy =X (2.12.7)
mit unteren Indizes transformieren. Es gilt
x,= r;W? = r]WAVpx/’ = nwanAVpxg = Aygxg. (2.12.8)

Tensorobjekte mit beliebigen oberen und unteren Indizes transformieren sich dann fiir jede Komponente
wie die Komponenten des Raum-Zeit-Vierervektors fiir obere Indizes gemif3 (2.12.3) kontravariant bzw. fiir
untere Indizes gemifl (2.12.8) kovariant. Indizes werden stets mit der Minkowski-Pseudometrik 7, von

oben nach unten bzw. mit der inversen Pseudometrix n*” von unten nach oben gezogen. Vermdoge dieser
Vorschrift kann man also jeden Tensor sowohl in ko- als auch kontravarianten Komponenten ausdriicken.

Durch Kontraktion erhilt man aus Tensoren neue Tensoren. Z.B. sind

— ) - 4
Ay =ByysC'y =BT, Cpp (2.12.9)

die kovarianten Komponenten eines Tensors 2. Stufe, wenn B, 5, die kovarianten Komponenten eines Tensors
3.und C Y,B die gemischt kontra- und kovarianten Komponenten eines Tensors 2. Stufe sind. Als Beispiel fiir

das Transformationsverhalten betrachten wir den letzteren Fall. Offenbar gilt

Y __AY VU
Clp=A A, CH,. (2.12.10)
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Betrachten wir nun ein Skalarfeld ®. Es transformiert sich definitionsgemifd wie folgt:
B(xH) =8(x") =S[(A)" 7], (2.12.11)

Wir zeigen dann, daf8 J,® die kovarianten Komponenten eines Vektorfeldes sind, wie es die Indexstellung an
dem Ableitungssymbol bereits andeutet, denn es ist

d,8=3,8=(3,x")38=A,39, (2.12.12)

und das ist genau das Transformationsverhalten eines kovarianten Tensors. Ebenso zeigt man, dafl fiir Kom-
ponenten A, eines Vektorfeldes die Ableitung dA , Komponenten eines Tensors 2. Stufe sind (nachrechnen!).

Insbesondere sind also auch F,, = QMAV — d A, tatsichlich kovariante Komponenten eines Tensorfeldes 2.
Stufe, denn die A , sind kovariante Komponenten eines Vektorfeldes.

2.13 Lorentz-Transformationen des elektromagnetischen Feldes

Wir betrachten nun explizit die Lorentz-Transformationen des elektromagnetischen Feldes. Dazu miissen wir
nur beachten, dafl sich die Komponenten des Faraday-Tensors F#” (2.10.3) gemif}

F'#(x"*) = A¥ N P (x7). (2.13.1)

transformieren.

Wir kdnnen nun zunichst aus dem antisymmetrischen Tensor 2. Stufe zwei Skalar (Invarianten) unter Lor-
entz-Transformationen bilden. Die erste ist

F, F*=—2E*—B). (2.13.2)

Um die zweite zu finden, definieren wir uns die vierdimensionale Version des Levi-Civita-Symbols ¢“*°?
als total antisymmetrisch unter Vertauschung von Indizes mit €°?> = 1. Es ist wichtig zu bemerken, daf}
nicht alle Lehrbiicher und Paper dieser Konvention folgen, und man muf} sich immer vergewissern, welche
Konvention hinsichtlich der Vorzeichen benutzt wird. Es ist offenbar

€ oo = Nap gy el 0 €00 = detnet”P? = —etP”. (2.13.3)

Das Levi-Civita-Symbol bildet invariante Tensorkomponenten bzgl. spezieller Lorentz-Transformationen, al-
so fiir A=(A#)) € SO(1,3), denn es gilt

1P = AN g A7 S = det AetP? (2.13.4)
Wir konnen nun das sog. Hodge-Dual des Faraday-Tensors
0 —B! —B?> B’
B' 0 E3 —E?

B2 —F3 0o E!
B> E? —F' o0

1
Tpw — EG#VP‘TFPU — (2.13.5)

bilden. Wir kénnen nun die Formeln aus Abschnitt 3.5 in [Hee14]] fiir Kontraktionen von zwei Levi-Civita-
Symbolen verwenden, miissen aber die Vorzeicheninderung in (2.13.3) beachten, die daraus resultiert, dafl
die Minkowski-Pseudometrik eine negative Determinante besitzt. Im folgenden bendtigen wir die Formel

P, 0n=—2858) —858)). (2.13.6)
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Wir bilden nun das Hodge-Dual von (2.13.5)

1
T —— %%
F,oo 26100-/““/ F
1
— Efloa[uvfluvaﬁFa
1
= ngweaﬁw (2.13.7)

Bis auf das Vorzeichen ist also das zweifache Hodge-Dual eines vollstindig antisymmetrischen Tensors wieder
derselbe antisymmetrische Tensor.

Wir konnen aus dem Faraday-Tensor also nur noch einen weiteren Skalar unter SO(1, 3)-Transformationen

bilden: v oo
fF,, F* =—4E-B. (2.13.8)

Die beiden Invarianten (2.13.2) und (2.13.8) legen es nun nahe, den komplexen Riemann-Silberstein-Vektor
F=E+iBeC’ (2.13.9)

einzufiihren [Sil07]]. Wir behalten fiir diese Vektoren allerdings das gewdhnliche euklidische Skalarprodukt
bei, denn dann ist oL o

F.-F=E.E—B-B+2E B, (2.13.10)
und dieses Produkt ist invariant unter SO(1,3)-Transformationen des elektromagnetischen Feldes.
Dies wiederum legt es nahe, zu vermuten, daf§ wir diese Transformationen als komplexwertige orthogonale
Transformationen fiir die Riemann-Silberstein-Vektoren auffassen konnen. Wir werden gleich sehen, daf$ wir

dadurch in der Tat eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen den Gruppen SO(1,3)! und SO(3,C)
erhalten. Dabei ist die SO(3,C) diejenige Gruppe, die aus Matrizen Re ¥ gebildet wird, die das oben
definierte Skalarprodukt fiir die komplexen Vektoren invariant lassen, d.h. fiir die RTR = RTR = 15 und
detR=1 gilt. Wenn ndmlich fiir alle FeC»3 gilt, folgt wegen

daf} auch F, - F, fiir beliebige F,, F, € C? unter diesen Transformationen invariant bleibt.

Um diesen Sachverhalt zu beweisen wihlen wir fiir A zunichst einen Boost in x!-Richtung (2.3.18). Fiihrt
man (2.13.1) fiir diesen Fall explizit aus, ergibt sich (nachrechnen!)

El
E’'={ cosh nE*—sinhnB? |,
hnE? + sinhnB?
COSE TSI (2.13.12)
Bl
B’ = cosh nB? +sinh nE?
cosh B’ —sinh nE?
Nun ist aber (warumsg)
coshn = exp7) + exp(—7) =cos(in), sinhnp= exp7) — exp(~7) = —isin(in). (2.13.13)

2 2
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Damit wird (2.13.12) zu
El
E'= cos(in)E? +isin(in)B’ |,
cos(in)E> —isin(in)B?
Bl
B’ = cos(in)B? —isin(in)E>
cos(in)B> + isin(in)E>

(2.13.14)

Fassen wir dies nun zu dem entsprechenden Riemann-Silberstein-Vektor zusammen, erhalten wir

Fl
(in)F? + sin(in)F?

F'=E'+iB’ = cos n)
cos(in)F? —sin(in)F?

-?7) (2.13.15)

10 0\ .
0 coshn isinhp |F
0 —isinhn coshyp

Die im letzten Ausdruck auftretende Matrix ist also tatsichlich I%l(ir;) € SO(3,C). Genauso zeigt man, daf§
eine Drehung in beliebiger Richtung

A 1 0 A
A (@)= A it R(¢)eSO(3), 2.13.16
w®=(y 1z) ™t A@EsOE) 2.13.16)

angewandt auf F*” gemif3 (2.13.1) fiir den entsprechenden Riemann-Silberstein-Vektor auf
F'=R(3)F (2.13.17)

fithrt, d.h. wie zu erwarten, transformieren sich £ und B unter gewohnlichen SO(3)-Transformationen wie
Vektoren. Da die reinen Drehungen rein reell sind und selbstverstindlich SO(3) € SO(3, C) ist, ist damit die
Behauptung bewiesen. Die SO(1,3)!-Matrizen ergeben also fiir das elektromagnetische Feld in der Form von
Riemann-Silberstein-Vektoren ausgedriickt umkehrbar eindeutig Transformationen mit SO(3, C)-Matrizen,
wobei Boosts rein imaginiren Drehwinkeln iz und Drehungen rein reellen Drehwinkeln ¢ entsprechen. D.h.
jedem Ae SO(1,3)! entspricht umkehrbar eindeutig ein £ € SO(3, C), und fiir IAXl,/AXz €S0(1,3) wird jAleA\z
auf élﬁz abgebildet. Man nennt solche Abbildungen zwischen Gruppen, die die Produkte in der einen auf
die entsprechenden Produkte in der anderen Gruppe abbilden, Gruppenhomomorphismen. In unserem Fall
liegt sogar ein Gruppenisomorphismus vor, d.h. die Abbildung ist umkehrbar eindeutig.

Als Beispiel fiir eine Anwendung solcher gruppentheoretischer Formalismen zeigen wir, daf§ wir in Abschnitt
alle moglichen Fille fiir die Bewegung in homogenen elektromagnetischen Feldern in dem Sinne erfafit
haben, daf§ wir alle anderen Fille mittels Lorentz-Transformationen aus den angegebenen Losungen erhalten
konnen. Dazu betrachten wir die beiden Invarianten (2.13.2) und (2.13.8) hinichtlich ihres Vorzeichens bzw.

Verschwindens oder Nichtverschwindens. Bgtrachten Wirﬁzun'eichst den Fall E ;E = 0. Dann konnen wir
offenbar die riumliche Basis so wihlen, dafl E = E¢; und B = B¢, ist. Dann ist F = (0,iB,E)". Wenden wir

dann den Boost (2.13.15) an, ergibt sich

0
F'= i(Bcoshn+ Esinhn) |. (2.13.18)
Bsinhn+ E coshp
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Ist dann |B| < |E| bzw. E2—B? > 0, konnen wir durch eine geeignete Wahl von 7 € R die zweite Komponente
zum Verschwinden bringen:

Bcoshn+ Esinhnp = g =—tanhne(—1,1) = n= —artanh<§>, (2.13.19)
und dann gilt
0
F'=E'= 0 : (2.13.20)
E/coshn

d.h. im Bezugssystem ¥’ handelt es sich um die Bewegung eines Teilchens im rein elektrostatischen Feld (vgl.

Abschnitt[2.10.1).

Ist hingegen E-B=0und E2— B? < 0, kénnen wir die dritte Komponente von (2.13.18) durch die Wahl

n =—artanh(E /B) zum Verschwinden bringen, und es wird
R R 0

F'=iB'=(iB/coshy |, (2.13.21)
0

und es liegt im Bezugssystem ¥ der Fall eines rein magnetischen Feldes vor, den wir in Abschnitt [2.10.2
behandelt haben.

Ist £-B=0und E>2—B? = 0, handelt es sich um ein elektrisches Feld, das zu einem magnetischen Feld
senkrecht steht. Diesen Fall haben wir in Abschnitt[2.10.4]behandelt.

Es bleibt uns schliefflich noch, die Fille mit E-B # 0 zu behandeln. Dann kénnen wir offenbar ohne Be-

schrinkung der Allgemeinheit £ = E¢, und B = B?¢, + B>%, setzen. Dann gilt fiir den Riemann-Silberstein-
Vektor in einem entlang der x!-Achse geboosteten Bezugssystem >/

0
F'=( coshp(E+iB*)—sinhnB> |. (2.13.22)
—isinh7(E +1B?) + cosh B’

Da EB = EB? # 0ist, ist £ +1B? # 0, und folglich kénnen wir durch Wahl von eta = artanh[—iB’ /(E +
iB?)] € C diesen Fall auf den Fall, dafl E'=F ¢, und B'= B’é,, also E | B zuriickfithren, und die Bewegung
eines geladenen Teilchens in einem solchen Feld haben wir in Abschnitt behandelt. Damit haben wir
aber alle moglichen Fille fiir alle moglichen Werte fiir die Invarianten £? — B% und E - B erfafdt und damit

gezeigt, dafl sich die Bewegung von geladenen Teilchen in beliebigen homogenen elektromagnetischen Feldern
durch Lorentz-Transformationen auf einen der in Abschnitt behandelten Fille zuriickfiithren 1ifit.
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Anhang A

Matrix-Lie-Gruppen und -Lie-Algebren

Die sog. ,klassischen Lie-Gruppen® spielen, wie dieses Skript bereits anhand der klassischen Mechanik zeigt,
eine herausragende Rolle in der Physik. Sie sind alle durch lineare Abbildungen in endlichdimensionalen re-
ellen oder komplexen Vektorriumen bzw. nach Einfithrung einer Basis von Matrizen. Daher stellen wir in
diesem Anhang kurz die wichtigsten Grundlagen der entsprechenden Mathematik zusammen. Wir betrach-
ten auch die Anfangsgriinde der Darstellungstheorie von Gruppen.

A.1 Unitare Vektorraume

Hier fithren wir den wichtigen Begriff des sog. unitiren Vektorraums ein, also der endlichdimensionalen
Vektorriume iiber dem Korper der komplexen Zahlen mit einem Skalarprodukt. Wir bedienen uns dabei der
bequemen in der Quantentheorie iiblichen Notation des Diracschen Bra-Ket-Formlismus.

Ein unitirer Vektorraum V ist definiert durch eine Menge mit Elementen |¢), auf der zunichst zwei al-
gebraische Verkniipfungen definiert sind. Die Addition zweier Vektoren |¢,),|4,) — |¢) +1¢,), die die
Rechenregeln

(I1) + 1)) +1d3) = 1d1) +(42) +1¢3)), (A.L.1)
1) +142) = 42) +1¢1), (A.1.2)
OV eV: |4 +10)=I¢), (A.13)
Vig)eVa—|d)eV: [d)+(—I¢) =) —|4)=10). (A.14)

Kurz gesagt, ist der Vektorraum bzgl. der Addition als Verkniipfung eine abelsche Gruppe.

Weiter ist auch eine Verkniipfung A, [¢) — A|¢) fiir A € C und |¢) € V definiert, das folgende Axiome
erfiille

A1) +1¢a)) = A1) + Al (A.1.5)
(A + A1) =4 |9) + 4, |¢), (A.1.6)
(A1) [P) = A (A, ), (A.1.7)

1) =1¢). (A.1.8)

Wie bei reellen Vektorraumen definiert man eine Teilmenge U C V als linear unabhingig, wenn fiir belie-
bige endliche Mengen |¢]> eU,je{l,...,n}aus

zn:*f‘%):IO) (A.1.9)
j=1
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notwendig A; =0 fiir j € {1,...n} gilt.

Eine Teilmenge B C V linear unabhingiger Vektoren heifit Basis des Vektorraums, wenn es zu jedem |¢) €
V Zahlen /1]» und Vektoren ‘bj> €B (j €{1,...,n}) gibt, so daf§

|¢>:iﬁj'b,->- (A.1.10)

Man sagt auch, dafy man jeden Vektor durch Linearkombination aus Vektoren in B darstellen kann. Die
Darstellung jedes Vektors |¢) als Linearkombination von Vektoren einer Basis ist eindeutig. Nehmen wir

dazu an, es sei auch
I4) = Z; % |7),
]:

b]’->eB, X eC. (A.1.11)

Dann ist aber auch

D) -Iph=10 =33 [5,)- 324 |4) (L2

eine Linearkombination von Vektoren aus B. Da die darin enthaltenen Vektoren definitionsgemaf$ linear

unabhingig sind, miissen die Koeffizienten allesamt verschwinden. Ist nun fiir ein 7,k € N ‘19]-> = |19]2> ist

also 4; = Ay, und fiir evtl. vorhandene voneinander verschiedene Vektoren in den Mengen {‘b]>} o

Jj€L,..n

und { b]’>} . miissen die entsprechenden A; bzw. /1; einzeln verschwinden. Dies impliziert aber die
j€{l,.n

behauptete Eindeutigkeit der Linearkombination eines jeden beliebigen Vektors aus Vektoren der Basis B.

Im folgenden betrachten wir nur endlichdimensionale Vektorraume, d.h. wir nehmen an, es gibt eine Basis
B mit genau d € N Vektoren. Dann besitzen alle Basen von V' genau d Vektoren, und man nennt V einen d-
dimensionalen komplexen Vektorraum. Um zu zeigen, daf} jede Basis eines d-dimensionalen Vektorraums
genau d Vektoren beinhaltet, beweisen wir den Austauschsatz von Steinitz:

Sei also B = {|b/>}je{1,...d} eine Basis und |¢) # |0) ein beliebiger Vektor. Dann gibt esein i € {1,...,d}, so

daf}
{18155 |Bii 518D Bia )51 6a) ) (A.1.13)

wieder eine Basis ist.

Beweis: Da B eine Basis ist, gibt es Zahlen ¢, € C (j € {1,...,d}), so daf}

d
|¢>:Z¢j|bj>- (A.1.14)
J=1

Da |¢) # 0 ist wenigstens eine der Komponenten ¢; # 0. Durch Umordnung kénnen wir erreichen, dafl

¢, #0. Folglich ist
d
1 =

Damit ist klar, daff wir jeden Vektor auch als Linearkombination der Vektoren B’ = {|¢),|5),,...,|b),}
darstellen kénnen, denn dies ist fiir die Vektoren aus B der Fall, und wir kénnen |4,) mit Hilfe von (A.1.15)
aus der entsprechenden Linearkombination eliminieren. Bleibt zu zeigen, dafl B’ linear unabhingig ist. Sei
also

d
A1) +>74 |bj>:|o). (A.1.16)
j:2
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Wegen folgt daraus
d
A1¢1|b1>+2(/1j+/11¢j)‘bj>- (A.1.17)
=

Da B als Basis linear unabhingig ist, folgt A,¢; = 0. Da voraussetzungsgemif} ¢, # 0 folgt A; = 0. Daraus
ergibt sich wiederum, dal 0= A; + A;¢); = A; auch fiir j € {2,...,d} gilt. Damit ist B in der Tat eine Basis,
denn wie wir eben gezeigt haben, kann man mit den in B’ enthaltenen Vektoren jeden anderen Vektor als
Linearkombination darstellen, und sie sind linear unabhingig.

Betrachten wir nun eine beliebige Menge M = { f

b/>} ' linear unabhingiger Vektoren. Dannist 7 < d.
€L}

.....

In der Tat konnen wir nach dem eben bewiesenen Austauschsatz von Steinitz einen der Vektoren | 19]- > aus der

Basis B durch | b; > austauschen. Wir konnen (evtl. nach Umnumerieren der Vektoren ’b]« >) annehmen, dies sei

|b,). Dadurch haben wir eine neue Basis B,. Genauso kdnnen wir jetzt mit |5, ) und der Basis B, verfahren. Da
M eine Menge linear unabhingiger Vektoren ist, kann man einen der Vektoren {|5,),...,|b,)} austauschen,
denn in der Linearkombination |b2’> =4 |b1’> +2 4 |b]»> ist mindestens ein A; # 0 fiir j € {2,...,d},
weil sonst andernfalls |b2/> = A |5 > wire, aber dann wire M keine Menge linear unabhingiger Vektoren. So
konnen wir offenbar verfahren, bis alle Vektoren der Menge M in einer durch Austausch neu konstruierten
Basis B,, vorhanden sind. Folglich mufd aber 7 # d sein. Ist nun M sogar Basis, kann man die Rollen von M
und B in der obigen Argumentation vertauschen, woraus sich d < » ergibt. Ist also M ebenfalls Basis, muf}
n = d sein. Damit ist gezeigt, dafl alle Basen eines endlichdimensionalen Vektorraums die gleiche Anzahl von
Basisvektoren beinhalten. Diese Zahl nennt man die Dimension des Vektorraums.

Zu einem unitiren Vektorraum fehlt uns nun nur noch der Begriff des Skalarprodukts. Bei reellen Vektor-
raumen kann dieses durch irgendeine positiv definite Bilinearform definiert werden. Fiir einen komplexen
Vektorraum bendtigen wir stattdessen eine positiv definite Sesquilinearform, die wir jetzt definieren wol-
len. Es handelt sich um eine Abbildung zweier Vektoren |¢), |¢) — (¢ |¢ ), dasdie folgenden Eigenschaften
besitzt:viii

(Pl A1+ A¢,) = A (D1 d1) + A (D), (A.1.18)
(ple)=(¢1g)", (A.1.19)
(¢14) =0, (A.1.20)
(b1)=0<14)=10). (A.1.21)

Wir bemerken sofort, daff sich aus (A.1.18) und (A.1.19) ergibt, daff das Skalarprodukt bzgl. des ersten Argu-
ments semilinear ist, d.h.

(Aid1+4,8,1¢) = (¢ Aip1+4,8,)"
= (A (g1 P1) + 4 (L1 d2))
=A{¢1é1) + A3 {d1ds)
= AP )+ A3 {d,1 &)

Wie bei reellen Vektorraumen kénnen wir nun die Norm (,Lange®) eines Vektors durch

41l =V {¢1¢) (A.1.23)

(A.1.22)

definieren.

Im Zusammenhang mit dem Skalarprodukt ist wie im Reellen die Schwarzsche Ungleichung:

{11 <Nl Il (A.1.24)
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Falls |¢,) = |0) ist (¢ | ¢,) = (¢1]0) = 0, und es gilt damit die Ungleichung mit dem Gleichheitszeichen.
Sei nun im folgenden |¢) # |0). Dann betrachten verwenden wir die positive Definitheit fir ¢ =
|41) + Al¢,) fiir Ae C:

(1) =P + AP olP 4+ ALy | b)) + A (s | 1) = 0. (A.1.25)

Insbesondere kénnen wir hierin

_ {daldi)
A= AT (A.1.26)

setzen, denn wegen |¢,) # [0) ist ||¢/,||* > 0. Dann ergibt sich aus (A.1.25)

S C2AE23
14l A (A.1.27)

und daraus ergibt sich sofort (A.1.24).

Besonders bequeme Basen sind nun, wie bei den reellen Euklidischen Vektorriumen, die Orthonormalbasen.

Eine Basis ’ej> (7 €{1,...,d}) heiflit Orthonormalbasis, wenn
(e |ek>:3]»/€ (A.1.28)

ist. Wir hatten oben vorausgesetzt, dafl der Vektorraum eine Basis B = {|b]>} ) besitzt. Daraus folgt
jefl,...,

aber sofort, daf$ es auch eine Orthonormalbasis gibt. Diese [ifdt sich mit dem Schmidtschen Orthonorma-
lisierungsverfahren rekursiv aus einer beliebigen Basis konstruieren. Dazu wihlen wir

1
e)=—|b,), (A.1.29)

was problemlos méglich ist, denn esist | ;) # |0), weil ansonsten B keine Basis sein kénnte. Dann gilt ||e; || = 1.
Wir kénnen dann den Vektor

|b2/>: |6,) —ley) (e1] 62) (A.1.30)

definieren. Es ist offensichtlich |b2’> # |0), weil ansonsten |b,) und |b,) linear abhingig wihren. Wir kénnen
also

1
e))=—1b; (A.1.31)

definieren. Man rechnet leicht nach, dafl dann (e, |e,) = O und ||e,|]| = 1 ist. Auf diese Weise fahren wir
nun fort. Angenommen, wir hitten die paarweise zueinander orthogonalen Einheitsvektoren e;), ..., e)
konstruiert. Dann ergibt sich

b= bin) =256 ){es [Ben ) lern) = @

J=1

by ). (A.1.32)

Man rechnet auch hier leicht nach, dafl <ek +1 ‘ej> =0 fiir j < k und ||ey4|| = 1 (Ubung!). Offensichtlich

bricht dieses Verfahren mit £ = d ab, d.h. man hat dann eine Orthonormalbasis, auch vollstindiges Or-
thonormalsystem (VONS) genannt, konstruiert.

Sei nun |¢) € V beliebig. Dann konnen wir die Komponenten bzgl. des VONS leicht mit Hilfe des Skalar-
produkts berechnen. Da nach der obigen Konstruktion das VONS eine Basis ist, lifit sich |¢) als Linearkom-
bination

|4) =Z|ej>¢]~ (A.1.33)

J=1
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darstellen. Aus der Orthonormalitit der |ej> folgt dann aber daraus sofort

d

d
(el gy =>"{er|e; Vo, =D 804 = (A.1.34)
j:l

j=1
Wir kénnen also (A.1.33) auch in der Form
d
=>lei)ei|4) (A.1.35)

j=1

schreiben. Definieren wir nun |a) (/| als die lineare Abbildung (oft auch linearer Operator genannt)

4) = a) (B1¢) (A.1.36)
und definieren die Summe von Operatoren punktweise, konnen wir (A.1.35) auch in der Form

f(ejxej( —1 (A.1.37)
=1

schreiben. Man bezeichnet als die Vollstindigkeitsrelation.
Es zeigt sich, dafl alle unitiren Vektorrdume mit C¢ 4quivalent sind. Mit dem oben definierten VONS brau-
chen wir nur (¢|— )(¢;) mit ¢, = <e/ | ¢> abzubilden. Fiir Vektoren |¢) und |#) gilt dann offenbar

|41+ A4,8) = (A41¢; + A,¢;) und mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation
d d
(1p) =27 )ei| ) =D (A.1.38)
j=1 =1

Dies definiert das kanonische Skalarprodukt auf C¢.

A.2 Unitire und selbstadjungierte Abbildungen

Wir betrachten nun lineare Abbildung auf einem d-dimensionalen unitiren Vektorraum. Man spricht, ins-
besondere auch in der Quantentheorie, wo allerdings die Theorie der unitirem Vektorraume zur Theorie des
unendlich-dimensionalen Hilbert-Raums erweitert wird, von linearen Operatoren. Auch dieser Begriff ist

vollstindig analog zu dem in reellen Vektorraumen. Eine Abbildung A:V = V heifit lineare Abbildung,
wenn fiir alle A;, A, € Cund alle |¢,),|¢,) € V

A I)+ 22142 = AAlg) + A1) (A2.1)
gilt.
Als erstes erigen wir, daff zu jedem linearen Operator A auch ein dazugehoriger hermitesch adjungierter
Operator AT definiert werden kann, fiir den fiir alle |¢,),|¢,) € V

(¢:]Ad,)=(4"¢:|42). (A.22)

Um dies zu beweisen, verwenden wir ein beliebiges VONS {|e) ]} S Verwenden wir zweimal die Voll-
j

standigkeitsrelation (A.1.37) folgt

A= é |e]-><ej |/i)ek>(ek|: ZA]-k|ej><ek|. (A.2.3)

j k=1 j k=1
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Man nennt )
die Matrixelemente des linearen Operators A bzgl. des VONS {|e) ]} .

Nun gilt wegen

ek> (A.2.4)

A d d
<¢1 'A¢2>: ; <¢1 |ef >Afk <e]- ) ¢2 Z_ ¢1,] ]k¢k ; (A;k‘;bl,j)*‘;bk- (A.2.5)

Definieren wir also

d
A= >7 a7 e ) (e (A.2.6)
=
folgt
s d
Al |f1) = ZAjkgblﬂek). (A.2.7)
7.k=1
und damit

d
<¢2 |AT¢1 > = Z A;k%,]‘ S@,/e

=1

= (A7, | ¢2)=({¢|47¢,)) ZA]k¢1]¢zk=<¢1

(A.2.8)

Ag).

Damit erfiillt aber der durch l) definierte lineare Operator in der Tat die Definition 1D des zu A

hermitesch adjungierten Operators, und damit ist dessen Existenz sichergestellt.

Betrachten wir die Komponenten ¢; als Spaltenvektor gZ und definieren QZT = (¢}s---> ) als den entspre-
chenden hermitesch adjungierten Vektor, schreibt sich das Skalarprodukt in der Form

(f11d) = 951T¢2 (A.2.9)

im Sinne eines Matrixprodukts.

Genauso koénnen wir die lineare Abbildung A als Komponentenmatrix A = (A j#) darstellen. Dann ist

Alg)=19) = ¢;=(e;|d¢ ) = \Ayek Yewld) ZA]ksék (A.2.10)

Also gilt in Matrix-Vektorschreibweise fiir die C”-Spaltenvektoren

d=Ad. (A.2.11)
Aus folgt, dafl
(AN = A, (A.2.12)

d.h. At entspricht im C” die Matrix AT = (A*)T, d.h. die Matrix, die aus der Matrix A* = ( j ;) und anschlie-

8ende Transposition (also ,Spiegelung an der Hauptdiagonalen®) hervorgeht. Daraus folgt auch unmittelbar,

dafl

~

(AHf = A. (A.2.13)
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Dies tibertrigt sich auch auf die Operatoren, d.h. es ist auch stets
(AN = A. (A.2.14)

Das folgt auch aus der allgemeinen Definition der hermiteschen Adjungation eines Operators. Es gilt nimlich

(A9 |¢2) = (1 |A72) = (44| 91)) = ((¢2]4
fiir alle |¢1) ,|4,) € V. Damit muf3 aber 4) gelten.

Jetzt konnen wir weitere spezielle lineare Abbildungen definieren: Eine lineare Abbildung/i bzw. ein linearer

= (4, ’ 4, ) (A.2.15)

Operator heift selbstadjungiert falls AT = Aist. Entsprechend nennt man auch die dazugehérige Matrix A
selbstadjungiert, wenn AT = A*T = A gilt. Selbstadjungierte Matrizen sind das komplexe Analogon zu den
symmetrischen Matrizen fiir reelle Vektorriume.

Eine lineare Abbildung U heifit unitir, wenn sie invertierbar ist und wenn U~! = UT gil. Es ist klar, dafl
solche linearen Abbildungen Skalarprodukte beliebiger Vektoren invariant lassen, denn es gilt

U¢1|U¢2 UTU¢1)¢2 (D11¢a)- (A.2.16)
Die entsprechenden Matrizen bzgl. eines beliebigen VONS nennt man entsprechend auch unitire Matrizen,
01 = Ut = 7T,
Wir bemerken, dafl auch der Wechsel von einem VONS {| >} zu einem anderen VONS {| ]>} durch eine

unitire Transformation gegeben ist, denn es gilt

d d
|e]/-> = Z le) <e,e ’e]/- > = Z lep) Up; mit Uy = <e/e e]/- > (A.2.17)
Damit folgt aus der Orthonormalitit der Vektoren |e]-> e]/<>
Sye= (et ) =3 ) et )= S0yt » 070 =1, A28

=1

Es ist auch klar, daf3 die unitiren Abbildungen eine Gruppe bilden, denn sind Ul und [}2 unitire Operatoren,
so gilt
(0,0 (0,0) = U0 0,0, =0 U, =1, (A.2.19)

d.h. ([}1 UZ)T = (01 Uz)_l, d.h. auch lAfl ljz ist ein unitdrer Operator.

A.3 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

Als nichstes beschiftigen wir uns mit dem Eigenwertproblem fiir einen selbstadjungierten Operator A. Sei
also A selbstadjungiert. Seien nun 'a > die Eigenvektoren von Azu Eigenwerten a; (vorausgesetzt es existie-

ren iiberhaupt Eigenvektoren, was wir im folgenen beweisen wollen). Wir setzen im folgenden voraus, daf§
|la;|| = 1. Da voraussetzungsgemif ein Eigenvektor nicht der Nullvektor sein darf, kdnnen wir dies durch
Normieren stets erreichen.

Als erstes zeigen wir, daf} die Eigenwerte reell sind (#; € R) und daff Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten orthogonal zueinander sind. Dazu betrachten wir

_<a]~‘fia]~>:<fiuj’aj>=<1‘iﬂj’“;‘>:47<“]’|“]‘>:4; = a; €R. (A.3.1)
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Weiter gilt einerseits

(a;|day ) =ar (a; | o) (A3.2)
und andererseits
(a;|day )= (A4 | ) = (Aa|a ) =a; (a; |a ) =a; (o | a1 )- (A.3.3)
Zichen wir die Gleichungen und voneinander ab, folgt
(a; —a){a; |ak )=o. (A3.4)

Falls also 4, # ay, ist, folgt daraus <a i ‘ﬂk >, d.h. die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind ortho-
gonal zueinander.

Falls es zu einem Eigenwert a; mehr als einen linear unabhingigen Eigenvektor gibt, kdnnen wir mittels des
Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens diese linear unabhingigen Eigenvektoren durch eine Menge

orthonormierter Eigenvektoren zu diesem Eigenwert ersetzen. Wir diirfen im folgenden also davon ausgehen,
daf§ wir eine Menge orthonormierter Eigenvektoren vorliegen haben, d.h. wir diirfen annehmen, daf§

<aj |ak > =3 (A.3.5)

gilt.

Wir wollen nun zeigen, daf} sich alle selbstadjungierten Operatoren diagonalisieren lassen, d.h. daf} es ein
VONS aus Eigenvektoren dieses Operators gibt. Dazu definieren wir die Determinante des Operators als die
Determinante der entsprechenden Matrix bzgl. eines beliebigen VONS ‘e]- > Die Determinante ist unabhingig

von der Wahl des VONS. Sei dazu ‘e;> ein beliebiges anderes VONS. Wie oben gezeigt, gibt es dann eine
unitire Abbildung U, so dafl e; > =U |ej > Dann folgt

/ / A / A A A A A A
A, :<e]~ Aek>:<Ue]» AUe,e>:<ej UTAUe,e>. (A.3.6)
Fiir die entsprechenden Matrizen gilt also
A'=UYAU = U'AU = detA’ =det U detAdet U = det A, (A.3.7)

d.h. die Determinante ist unabhingig vom gewahlten VONS.

Damit ein Eigenvektor des Operators A existiert, ist es offenbar notwendig und hinreichend, daf dies fiir
die entsprechende Matrix A bzgl. eines beliebigen VONS der Fall ist, d.h. es existiert dann und nur dann ein

Vektor |a j> # |0) mit A ‘a]-> =a, ‘a ]->, wenn a; Nullstelle des charakteristischen Polynoms d-ten

P,(A) =det(A— A1) = det(A— A1) (A.3.8)

ist (Beweis als Ubung). Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt nun jedes Polynom d-ten Grades d
Nullstellen (wobet es natiirlich sein kann, dafl es mehrfache Nullstellen gibt). Es existiert also wenigstens ein
Eigenwert und ein dazugehoriger Eigenvektor. Daraus konnen wir nun einen Induktionsbeweis konstruieren.

Zunichst gilt der Satz fiir d = 1. Dann ist die Matrix A einfach eine Zahl, und die ist Eigenwert zu jedem von
|0) verschiedenen Vektor in dem eindimensionalen unitiren Raum. Nehmen wir nun an, die Behauptung gilt
fiir d < n und betrachten wir den Fall d = 7 + 1. Dann existiert nach der eben gefiihrten Argumentation
wenigstens ein Eigenwert 4, und wenigstens ein dazugehdriger Eigenvektor |4,) # |0), den wir der Einfachheit
halber als normiert annehmen, d.h. {(a,]4,) = 1.
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Nun betrachten wir das orthogonale Komplement zu |4,), d.h. den d — 1-dimensionalen Untervektorraum
U aller zu |a,) orthogonalen Vektoren. Daf§ dies ein Untervektorraum ist, macht man sich leicht klar. Wir
konnen nimlich mit dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren aus jeder Basis des Vektorraums ein

VONS {|e]->} mit |e;) = |a,) konstruieren. Dann ist jeder Vektor, der orthogonal zu |4,) durch

d

W) eU e (gla) =0 = [9) = ¢;|e;) (A39)

=
darstellbar. Es ist also U tatsichlich ein (d — 1)-dimensionaler Untervektorraum von V. Dieser Untervektor-
raum ist aber auch invariant unter der linearen Abbildung A, d.h. fiir |¢)) € U ist auch A|¢) € U. Das folgt

(a, W )=(4fa, | 4 )= (4a, ] b)=aila | 4)=0. (A.3.10)

Die Restriktion von A auf den Untervektorraum U ist also eine selbstadjungierte lineare Abbildung im Un-
tervektorraum U, und folglich besitzt dieser Operator gemifl der Induktionsvoraussetzung ein VONS aus

Eigenvektoren {‘a ]>} o) in U. Zusammen mit |a,) haben wir dann aber ein VONS fiir ganz V aus Ei-
]

genvektoren von A. MaW. A ist diagonalisierbar, und es existiert folglich zur entsprechenden Matrix A bzgl.
irgendeines VONS von V eine unitire Matrix U, so dafl UAUT = A’ = diag(ay,...,a,), wobeidiea; € R die
Einwerte von A bzw. der Matrix A sind.

Man bezeichnet die Menge aller Eignwerte eines selbstadjungierten Operators A auch als das Spektrum des
Operators und den eben hergeleiteten Satz, wonach stets ein VONS aus Eigenvektoren dieses Operators exi-
stiert, d.h. fiir das die dazugehérige Matrix A diagonal wird als Spektralsatz.

Ubrigens folgt aus diesem Satz fiir komplexe unitire Vektorrdume auch der entsprechende Satz fiir reelle
euklidische Vektorraume: Fiir einen symmetrischen Operator A existiert stets eine kartesische Basis aus
Eigenvektoren dieses Operators bzgl. der die darstellende Matrix diagonal mit den Eigenwerten des Operators
als Diagonalelementen wird. Dies ist unmittelbar klar, da wir die darstellende symmetrische Matrix A €
R¥*4 auch als selbstadjungierten Operator im unitiren Vektorraum C¢ mit dem kanonischen Skalarprodukt
ansehen konnen. Nach dem obigen Satz besitzt diese Matrix lauter reelle Eigenwerte und entsprechend auch
reelle Eigenvektoren, so daf} das VONS in C? aus Eigenvektoren tatsichlich auch eine kartesische Basis im
RY ist.

Es sei dem Leser zur Ubung iiberlassen, daf} auch jede unitire Abbildung diagonalisierbar ist. Die Eigenwerte
sind dabet ,reine Phasen®, d.h. von der Form exp(i¢) mit ¢ € R.

A.4 Frobenius-Skalarprodukt fiir lineare Abbildungen

Im folgenden wollen wir Analysis mit linearen Abbildungen bzw. den entsprechenden Matrizen betreiben.
Dazu benétigen wir eine Norm, um einen fiir uns geeigneten Konvergenzbegriff fiir operatorwertige Fol-
gen, Reihen und Ableitungen nach reellen oder komplexen Parametern definieren zu konnen. Fiir endlich-
dimensionale Vektorriume stellt dies kein grofleres Problem dar, wie wir gleich sehen werden.

Zunichst stellen wir fest, daf§ beliebige lineare Operatoren A: V — V, wobei V ein d-dimensionaler unitirer
Vektorraum ist, selbst einen Vektorraum bilden, wobei wir die Multiplikation mit einer komplexen Zahl und

die Summe zweier Operatoren ,punktweise“ definieren, d.h. sind fil und 1‘12 beliebige Operatoren auf V und
Ay Ay € C, so definieren wir den Operator A, A, + A,A, dadurch, dafd fiir jeden Vektor |¢) € V

(MA; + A5 1) = LA 14) + XA, 1¢) (A4.1)
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gelten soll. Man weist schnell nach (Ubung), daf} die linearen Operatoren einen komplexen Vektorraum bil-
den. Diesen Vektorraum nennt man End(Vﬂ
Da nun jedem Operator umkehrbar eindeutig eine C?*?-Matrix entspricht, indem man fiir einen gegebenen

Operatorz‘i die Matrixelemente A ;;, = <e]- |/i ek> bzgl. eines beliebigen VONS {|e) j} \ berechnet. Hat

7€{l,....d
man umgekehrt eine Matrix A= (4;,) € C4*4 gegeben, definiert

d
A=A li) (k| (A4.2)
j.k=1

A
einen Operator A mit den vorgebenen Matrixelementen A, (nachpriifen!).

Wir kénnen nun tiber diese darstellenden Matrizen von Operatoren einige niizliche Funktionale definieren,
also lineare Abbildungen End(V) — C. Natiirlich sollten diese Abbildungen unabhingig vom gewihlten
Orthonormalsystem (noch besser sogar unabhingig von irgendeiner nicht notwendig orthonormalen Basis)
von V sein. Es ist klar, daff dies auf die Determinante zutrifft, d.h. es definiert

detA = det A (A.4.3)

eine von der gewihlten Basis unabhingige Abbildung det : End(V') — C.

Eine weitere im folgenden wichtige Abbildung ist die Spur eines Operators, die durch die entsprechende Spur
der Matrix (also die Summe der Diagonalelemente) definiert istﬂ

d

d
trfi:trfi:ZAj]- :Z<ej

=1 =1

A

e]-> . (A.4.4)

.....

VONS, so gilt wegen der Vollstindigkeitsrelation

d

trA = Z <e]{

A
A e/->
]
J=1

= 3 {ga)

75k,

—
Il
—-

e1> (A.4.5)

d A
= Z 81k<€/e A €Z>
k=1
:i<€k 14 €k>:tI‘A’.
k=1

Die Spur ist also tatsichlich unabhingig von dem zu ihrer Berechnung verwendeten VONS.

Als nichstes wollen wir das Ziel verwirklichen, eine Norm fiir Operatoren zu definieren. Da die linearen
Operatoren tiber V den komplexen d x d-dimensionalen Vektorraum End(V) bilden, liegt es nahe, gleich

'Dabei steht End fiir Endomorphismen, was einfach lineare Abbildung bzw. linearer Operator bedeutet.
2Das Formelzeichen tr steht fiir engl. Trace=Spur.
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ein Skalarprodukt zu definieren. Fiir zwei Operatoren A, und A, definieren wir dazu

(4
Daf} tatsachlich ein Skalarprodukt (also eine positiv definite Sesquilinearform) vorliegt, ist anhand des zuletzt

angegebenen expliziten Ausdrucks tiber Matrixelemente klar, denn es handelt sich ja um nichts anderes als
das kanonische Skalarprodukt des unitiren Vektorraums C4*¢, Entsprechend definieren wir die Frobenius-

Norm auf End(V') durch
= /(4]4)= Z 4l (A47)

Nun lift sich der Vektorraum End(V') noch zu einer Algebr erweitern, indem wir als Produkt die Hinter-
einanderausfithrung von linearen Operatoren definieren. Wir bemerken, daff man unter der Spur die Reihen-

Ay ) =u(AA) = Z A7 A e (A.4.6)
Jok=1

folge der Operatoren vertauschen darf, auch wenn i.a. AB # BA ist:

d A A
:Z;< > §1<ej A ek><ek B e]->

"d IR= ) (A.4.8)
= ; < >< A ek> ;<ek ’éA|ek>:tr(éﬁ).

Jok=1 =1

Fiir das folgende ist es wichtig, daf wir nicht nur eine Norm im Sinne eines Vektorraumes vorliegen haben,
sondern auch die Submultiplikativitat

B[ < TA[[]|B| (A49)
gilt. Zum Beweis schreiben wir die Norm mit Hilfe der darstellenden Matrizen aus
U A 2
IABIP = > ZA]-kBkZ (A.4.10)
J=11k=1
Wir definieren nun die folgenden Vektoren
) d d
‘A]>:Z|ek>Ajk’ |BZ>ZZ|ek>B/€Z (A411)
k=1 k=1
Dann ist P
(4; |B,>:;Ajk3kl, (A4.12)
=1
und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir das Skalarprodukt folgt damit
_ 2 _
ieBu| = |(A; |B)| <142 18411 (A4.13)
Dies in (A.4.10) verwendet liefert
||AB||<Z||A B z:||Bz||2—||A||2||B||2 (A4.14)
j=1 =

genauer gesagt zu einem Ring, aber dies ist fiir das folgende unwichtig
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und das war zu zeigen.

Genauso beweist man (Ubung), dafl fiir jeden Vektor |¢/) und jeden Operator/i auch

IAgl <A1 14 (A4.15)

gilt.
Nun lassen sich alle Begriffe bzgl. Konvergenz von Folgen, Reihen und operatorwertigen Funktionen wie
tiir die analogen reell- bzw. komplexwertigen Objekte definieren. Sei z.B. (4,)) eine Folge von Operatoren.

Dann besitzt diese Folge den Grenzwert Ae End(V) definitionsgemif} genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein
N € N existiert, so dafd fiir alle » > N . .
[|[A, —Al <€ (A.4.16)

ist. Unendliche Reihen werden durch ihre Teilsummenfolgen
A n A
S,=> A, (A.4.17)
J=

definiert und ihr evtl. existierender Grenzwert als der Grenzwert dieser Teilsummenfolge.
Im folgenden bendtigen wir nur Potenzreihen von Matrizen, also Reihen der Forn’|

A

f(A) :Z;a] (A.4.18)
]:

Wegen der Submultiplikativitdt der Frobenius-Norm fiir Matrizen folgt, dafl diese Potenzreihe sicher fiir

Al <R , wobei R ; der Konvergenzradius der entsprechenden Potenzreihe fiir reelle oder komplexe Funk-
: f f g P P
tionen

=> a7, (A.4.19)
j:O
Der Konvergenzradius lifit sich durch
% —1/j
Rp= lim —— = lim 4. (A.4.20)
j—o0 ﬂ]+1 j—o0

berechnen, falls der jeweilige Grenzwert existiert. Vgl. dazu [[Heel4]).

A.5 Die Matrixexponentialfunktion

Als wichtigste Anwendung konnen wir die Matrixexponentialfunktion durch die entsprechende Potenzrei-

he

expA = Z lfif (A5.1)
j=

definieren. Der Konvergenzradius ist offenbar oo, d.h. die Exponentialfunktion existiert fiir alle Matrizen A:
1/ 4+ 1)!
exp = —./] = lim m = lim (j +1) = oo. (A.5.2)
P j—o00 1/(]+1)' j—o00 ]' j—o0

Wir betrachten einige wichtige Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion.

*Wir definieren dabei, dafl fiir alle Matrizen A® =1 ist.
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Wichtig sind im folgenden Matrixexponentialfunktionen, die von einem (reellen oder komplexen) Parameter
t gemifd
B(t) =exp(tA) (A.5.3)

abhingen. Wie bei der reellen oder komplexen Exponentialfunktion kann man zeigen, dafy man Potenzrei-
hen innerhalb ihres Konvergenzradiusses differenzieren kann, und dafl die Ableitung der Potenzreihe durch
die Ableitung ihrer Reihenglieder gegeben ist, d.h. die Summation und die Differentiation darf auch fiir die
Matrixexponentialfunktion vertauscht werden. Daraus folgt

S ST Sy (A.5.4)
_AZ !t] Al

A
Weiter gilt fiir jede invertierbare Matrix C

A

exp(éz‘ié_l) =C exp( )(A]_l, (A.5.5)

denn es ist fiir j € Ny
(CAC™YY =CA/C! (A.5.6)
Dies lafit sich durch vollstindige Induktion leicht beweisen, denn die Behauptung ist sicher wahr fiir j =0,

denn dann steht auf beiden Seiten der Gleichung die Einheitsmatrix. Angenommen, die Behauptung gilt fiir
7 =k, so folgt

(CAC1et = (CACYWCAC™ = CARCICAC™ = CARAC 1 = CAFIC, (A5.7)

und das ist die Behauptung fir ; = B+ 1 und damit (A.5.6) bewiesen. Damit folgt aber auch (A.5.5), denn
wir konnen 6)) auf dle Glieder der EXponentlalrelhe anwenden Daraus ergibt sich eine Moghchkelt fur
eine gegebene Matrix A die Matrlxexponentlalfunktlon epr auszurechnen. Angenommen, wir kénnen A
diagonalisieren. Dann gibt es eine Matrix C, so daf}

A'=CAC =diag(A;,...,Ay). (A5.8)
Nun ist offenbar o A A R
AT =diag(A},..., X)) = exp(A) = diagexp(4,), ... exp(Ay)]- (A.5.9)
Andererseits folgt aus
A=CAC = exp/i = (! exp(/i/)é = é_ldiag[exp(/ll), . ..exp(/ld)]é. (A.5.10)
Oft ist auch noch die folgende Formel niitzlich:
exp(/i)]% exp(—fi) = Z l' [A,é] . (A.5.11)
= ! j
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Dabei ist der sog. Multikommutator rekursiv durch

[hdl=b. [4d], =[4[44]]

definiert. Demnach sind die ersten Ausdriicke

Zum Beweis von (A.5.11) betrachten wir die Funktion

A

F(t) = exp(tA)B exp(—tA).

Bilden wir die Ableitung nach ¢, ergibt sich

Nun 1st

A

exp(t/i)/i exp(—tfi) = exp(t/i) exp(—tfi)AA =A,

weil offensichtlich A mit jeder Funktion von A kommutiert. Daraus folgt nun

F(0) =[exp(eAA exp(—tA),exp(e A exp(—tA) | =[A.F(1)].

Damit ergibt sich dann weiter durch Iteration
d/ 4

de/ ] ]

Nun kénnen wir die Taylorsche Formel verwenden

A s 1 Ay . o0 1 A A .
E(t)= Z ﬁF(f)(O)t] = Z Fi [A,B]j tl.
=0 1=0

Setzen wir hierin t = 1, erhalten wir (A.5.11).

. . . . . A A . .
Als eine Anwendung dieser Formel betrachten wir nun zwei Matrizen A und B, fiir die

[4414]-[[4.5}4]-o
gilt. Wir wollen beweisen, daf§ dann

A 1

exp(A + B) = exp(A) exp(B) exp <_§ [ A’éD

gilt.
Dazu betrachten wir die matrixwertige Funktion

A

E(t)=exp[t(A+B)].

Wenden wir nun (A.5.19) an, folgt wegen (A.5.20)

FAF(t)=A+t[A+B,A]=A—[4,B].
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Fe)=FD(0)=[4,F(r)] = F90)=[4,B] .

(A.5.12)

(A.5.13)

(A.5.14)

(A.5.15)

(A.5.16)

(A.5.17)

(A.5.18)

(A.5.19)

(A.5.20)

(A.5.21)

(A.5.22)

(A.5.23)



A.5 - Die Matrixexponentialfunktion

Multiplizieren wir diese Gleichung von rechts mit F (1), folgt

A A

F()A=AF(t)—t[A,B]E(2). (A.5.24)
Leiten wir andererseits (A.5.22) nach ¢ ab, folgt

F(t) = exp[t(A+ B)JA+B)= (YA + B). (A.5.25)

Mit folgt weiter
F=AE()+E(t)B—t[A,B]F(x). (A.5.26)

Wegen wird diese Differentialgleichung fiir £(¢) offenbar durch

ﬁ(t) = exp(tz‘i) exp(té)exp <—%2 [z‘i,é]) (A.5.27)

geldst (nachpriifen durch Bilden der Ableitung dieser Gleichung nach t!). Fiir t = 1folgt (A.5.21). Wir bemerken,
daf} aus dieser Gleichung

exp(/i + é) = exp(//l\) exp(é) falls [/i,é] =0 (A.5.28)

gilt. Es ist wichtig, sich daran zu erinnern, dafi diese fiir reelle und komplexe Zahlen geltende Summenformel
der Exponentialfunktion fiir die Matrixexponentialfunktion dann und nur dann erfiillt ist, wenn die invol-
vierten Matrizen kommutieren!

Daraus folgt dann auch fiir B=—A, daft

A

exp(/i —/i) =1= exp(fi) exp(—z‘i) = [exp(z‘i)]_l = exp(—A). (A.5.29)

A
Eine Matrix, die das Matrixexponential einer beliebigen Matrix A ist, ist also stets invertierbar, und es gilt

(A.5.29).

Schliefilich betrachten wir noch die Determinante

A

D =detexp(A). (A.5.30)

Wir definieren dazu wieder die matrixwertige Funktion

A

E(t) = exp(tA) (A.5.31)
und
D(t)=det F(t). (A.5.32)
Nun gilt
D(t+8t)=detF(t +8¢)

—det{F(t)+ 8 tE(D)]+ 0(8 1)
= det {F(1)[1 +8tA)} + 0(817) (A.5.33)
= det £(t)det(1 + 8 tA) + 0(81?)

= D(t)det(1 + S tA) + 0(8 7).
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Nun wenden wir die Definition der Determinante auf den zweiten Faktor an, wobei wir das Resultat nur bis
zur Ordnung 0(J't) bendtigen. Es gilt

det(1+8tA)= > 1—[ P (Sypay + 8 tArp) ) - (A.5.34)
PGSdk 1

Dabei durchliuft P die Menge der Permutationen von (1,2,...,d). Der Beitrag zur Ordnung &' ¢ riihrt offen-
bar nur vom Produkt der d Diagonalelemente her, d.h. fiir die identische Permutation P(k) = k. Also gilt

I~

det(1 + 8 tA) =[] (8pp) + S tArp) )+ O(81?)

2~
Il
—

d A.5.35
=148t D> Ay +0(81%) ( )
k=1

=1+ 8ttrA+0(81Y).
Setzen wir dies in (A.5.33) ein, und formen ein wenig um, folgt im Limes 8¢ — 0 die Differentialgleichung
D(t)=trAD(t). (A.5.36)

Wegen D(0) = 1 ergibt sich als Losung
D(t)=exp(ttrA). (A.5.37)

Fiir £ = 1 ergibt sich damit die wichtige Formel

det exp(fi) = exp(trz‘i). (A.5.38)

A.6 Grundlagen der Gruppentheorie

Wir fassen hier einige grundlegende Eigenschaften von Gruppen zusammen. Zunichst einmal ist eine Gruppe
eine Menge G mit einer Abbildung g;, g, € G — g, g, € G mit den folgenden Eigenschaften

(8182)83 = &1(8283)» (A.6.1)
JeeGYVgeG: eg=g, (A.6.2)
VgeGlgleG: g lg=e. (A.6.3)

Man nennt e ein linksneutrales Element der Gruppe, und g~! ein linksinverses Element von g € G.
Wir zeigen nun einige elementare Eigenschaften von Gruppen. Zunichst gilt

81&=¢ = Lg =e. (A.6.4)

Sei g, g, = e Es gibt voraussetzungsgemif} ein linksinverses Element g;' zu g;. Damit folgt

08 =(g)g =g 'g)g)e =g (g1&)e = (g ')g =g '(eg) =g g1 =¢, (A.6.5)

und das war zu zeigen.
Weiter zeigen wir, daf} das linksinverse Element ¢! zu jedem g € G eindeutig bestimmt ist. Sei dazu x
irgendein weiteres Linksinverses zu g, d.h. sei xg = e. Dann gilt wegen (A.6.4) gg~! = ¢ und damit

(xg)g '=eg ' =g ' =x(gg7 ) =x, (A.6.6)
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dh.x=gL
Ebenso folgt, daff e auch ein rechtsneutrales Element ist, denn fiir g € G folgt

ge=g(g'g)=(gg Ng=eg=3g. (A.6.7)

Auflerdem gibt es in einer Gruppe auch genau ein neutrales Element. Seien nimlich e und e’ neutrale Ele-
mente, so folgt sofort

¢ =ee’=e (A.6.8)
und e~! =¢, denn fiir alle g € G ist
elg=cleg)=(cT"e)g=eg =g. (A.6.9)
Weiter ist
(218 '=g "¢ " (A.6.10)

denn es ist (g5 ¢, )(818) = & (&7 (818)] = &, [(81 '8)%2) = & '(e82) = & ' & = e, und damit folgt
aus der Eindeutigkeit des Elements zu (g,g,) € G (A.6.10

A.7 Die Gruppen SU(n) und ihre Lie-Algebren
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