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Ubungen zur Theoretischen Physik 3 fiir das Lehramt L3
Lésungen zu Blatt 11

Im Folgenden seien > und &’ wieder Inertialsysteme, wobei ¥’ sich relativ zu ¥ mit der Geschwindigkeit
v = [Bceé; bewege.

Aufgabe 1: Teilchen im homogenen E-Feld (kovariante Rechnung)
In der Vorlesung haben wir ein geladenes relativistisches Teilchen in einem homogenen elektrischen Feld

E= (E,0,0)T = const im nichtkovarianten Dreierformalismus behandelt. In dieser Aufgabe soll dasselbe
Problem mit dem manifest kovarianten Formalismus behandelt werden. Die Bewegungsgleichung lautet
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Losen Sie zunichst diese Bewegungsgleichungen fiir p° und p! mit der Anfangsbedingung p(0) = 0. Zei-
gen Sie, dass die Bedingung p, p* = m?c? = const erfiillt ist, wie es sein muss. Verwenden Sie dann die
Beziehung

dx#/dT = p¥/m, 2)

um auch die Weltlinie des Teilchens zu berechnen. Die Anfangsbedingung sei x(0) = 0.
Schreiben Sie schliefflich das Resultat mit der Zeit ¢ als Parameter, bestimmen Sie also x(z) und vergleichen
Sie dies mit dem Resultat in der Vorlesung bzw. im Manuskript.

Losung: Es ist klar, dass mit den gegebenen Anfangsbedingungen p? = p® =0 = const ist. Wir brauchen
uns also nur noch um die Gleichungen fiir p° und p! zu kiimmern:
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Wir leiten (4) nach 7 ab und verwenden dann , um p° zu eliminieren. Damit ergibt sich
d&?pt  gE dp° E\?
dr2  mc dr mc
Die allgemeine Losung lautet
E E
pl(T):C1COSh<q—T>+CZSi1’1h<q—T>. 6)
mc mc

Dabei sind C; und C, Integrationskonstanten. Wegen der Anfangsbedingung p!(0) = 0 ist C; = 0 und
damit

ri(r)=C, sinh<fn—€r>. 7)



Mit (4) finden wir daraus

1
po(T) = ﬂdi =G, cosh<£’r>. 8)
qE dr mc

Nun muss die ,Massenschalenbedingung®
pp= m*c? ©)

erfiillt sein. Setzen wir hier (7) und (8) ein, ergibt sich

(p°P —(p')Y?=C} [cosh2 <£T>—Sinh<£f>:| =C} = mi? = C, =mec. (10)
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Es zeigt sich also, dass tatsichlich die Massenschalenbedingung mit der Bewegungsgleichung konsistent
ist, wie es von der Herleitung der Bewegungsgleichung her sein muss, und die Integrationskonstante C, ist
eindeutig bestimmt. Dabei muss C, > 0 sein, denn wir verlangen zweckmifigerweise p° = mdx®/dr =
mcdt /dt >0, damit ¢ eine monoton wachsende Funktion von 7 wird (entsprechend einer Weltlinie, die
yvorwirts in der Zeit lauft“). SchliefSlich ist also

p°(t)=mc cosh<fn—ECT>, pl(t)=mec sinh<£7>. (11)

mc
Weiter gilt fiir die Raumzeitkoordinaten die Gleichung
0 0 E 1 1 E
di:cgzp—:ccosh<q—7>, dizp—:csinh<q—f>. (12)
dr dr m mc dr m mc

Dies lasst sich unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen sofort integrieren:

E 2 E
t:ﬂsinh<q—7>, xlzﬁ[cosh<q—7>—1]. (13)
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Schliefilich ist
2
cosh<£r>:\J 1+ sinh? <£7>: 1+<£t> (14)
mc mc mc
und damit
2 2
xl=2 1+<£t> —1]. (15)
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Dies stimmt in der Tat mit dem Ergebnis im Skript (Gl. (4.7.13)) iiberein.

Aufgabe 2: Teilchen im Homogenen B-Feld

Losen Sie die analoge Aufgabe fiir ein homogenes magnetisches Feld B= (B,0,0)T. Die kovariante Form
der Bewegungsgleichung lautet hier
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Als Anfangsbedingung setzen wir (0) = (0, p2,0)T, %(0) = 0. Loésung: Hier ergibt sich mit den An-
fangsbedingungen p(0) = 0 sofort p° = 4/(mc)2+(p2)? = const, p' = 0 = const und fiir die iibrigen
Impulskomponenten die Bewegungsgleichungen
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Auch hier fithrt wieder das Bilden der Ableitung von (18) nach 7 und Verwendung von (17) zum Ziel:
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Die Losung unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen lautet
B
p’(t)=Csin <q—7> (20)
m
und mit und der Anfangsbedingung
d B
pz:—ﬁi —Ccos<q T> = C=—p;. (1)
gB dt m
Damit st B B
p2:p5c05<q—7>, P’ =—p3 Sll’l<q—T> (22)
m m
Dies ist wieder konsistent mit der Massenschalenbedingung, denn es ist
(po)* — p? = (mc)* = const. (23)
Fiir die Raum-Zeitkoordinaten folgt daraus
0 0 0\?
dx’ —cizp—:;mﬁt:yf mit y:p—: 1+ P . (24)
dr ~ dr m mc mc
und
2 0
jx l;—p—< cos(gBt/m) > (25)
v " —sin(gBt/m)
Integrieren wir dies nach 7 und beachten die Anfangsbedingungen
P °
¥(r)=2| sin(gBr/m) |. (26)

cos(qBr/m)—1

Die Bahn ist also ein Kreis mit dem Radius p2/(¢B), der in der x?-x>-Ebene im Uhrzeigersinn durchlaufen
wird. Mit (24) kénnen wir die Bahn auch als Funktion der Zeit ausdriicken:
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Das Teilchen liuft also mit der Zyklotronfrequenz

By/1— 32
oo 4B _aBvV1=f2 (8)
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auf dem besagten Kreis. Im Gegensatz zum nichtrelativistischen Fall, wo die analoge Rechnung zur Zyklo-
tronfrequenz w = gB/m fiihrt (was ja auch fiir | 3| < 1 eine gute Niherung zum relativistischen Resultat
ist), hingt hier diese Frequenz von der Geschwindigkeit 8 = vy/c = p /(mc) = const ab. Dabei ist

5 0 0

= =20, cos(wt) | =vy| cos(wt) |. 29)
dt ¢B . .
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Der Kreisradius ist
2
R P _ v _myu 50

Aufgabe 3: Compton-Streuung

Wir betrachten die elastische Streuung eines y-Quants an einem ruhenden Elektron y +e¢~ — y+e7. Das
y-Quant kann man hinsichtlich Energie und Impuls wie ein Teilchen mit der invarianten Masse 72, =0
behandeln. Sein Viererimpulsist also p = (Py> Pys0s 0)T (wir nehmen also 0.b.d.A. an, dass der Photonen-
impuls im Anfangszustand in x!'-Richtung zeigt. Das Elektron ist ein Teilchen mit der invarianten Masse
m, = 511 keV/c? und besitzt entsprechend einen Viererimpuls p = (&,/ ¢,0)T. Bestimmen Sie die Vie-
rerimpulse des Photons und des Elektrons im Endzustand. Wir nehmen an der Streuwinkel des Photons
sei &. Das ist der Winkel zwischen ]_5}’, und ﬁy. Geben Sie die Formel fiir die Energie des Photons im End-
zustand in Abhingigkeit vom Streuwinkel und von der Photonenenergie &, = p, ¢ im Anfangszustand
an. Berechnen Sie daraus die Wellenlingeninderung zwischen dem Urspriinglichen und dem gestreuten
Photon. Verwenden Sie dazu die de Broglie-Beziehung A=27%/p, .

Losung: Im Anfangszustand ist

Py m.c
Py 0
= = 31
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0 0
und im Endzustand wegen der Energie-Impulserhaltung p +p =p +p
Ly e —y e
R mee+ Py — by
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Dabei ergibt sich der Photonenviererimpuls daraus, dass der Streuwinkel ¢ sein soll und die Massen-
schalenbedingung fiir ein masseloses Teilchen p - p = 0 erfiillen muss. Um den Impuls des gestreuten

Photons zu berechnen, miissen wir noch die Massenschalenbedingung fiir p’ ausnutzen.
—€



Einfacher ist aber die Rechnung, wenn man zunichst die Viererimpulserhaltungsgleichung im Sinne des
Minkowski-Produktes quadriert und die Massenschalenbedingungen anwendet:

(£y+£e)2:£i+£j+2£y-£e:mfcz+2mecp},. (33)
Genauso folgt
(ﬂly +£2)2 = m2c? +2£’y i (34)
Setzt man (33) mit (34) gleich (wegen der Viererimpulserhaltung), erhilt man
meep, =P P (35)
Verwenden wir nun wieder die Viererimpulserhaltung, folgt mit p’ = p +p —p’
meep, =P (p+p =P )= P (p Fp )=mecpy+p,p(1—cosd). (36)

Einfacher wird diese Beziehung in der Tat fiir die Wellen-
- lingen des urspriinglichen und des gestreuten Photons: A =
2rh/p, und X' = 275/ p;. Multiplizieren wir also mit

2n h/(mecp}’,p},), erhalten wir

(=)
L+

X =248 (1 —cos D), (37)
o wobei die Compton-Wellenlinge des Elektrons durch
- (e) _ 27 h _ 2 hc
ACompton - m,c - mecz (38)

&

gegeben ist. Den Zahlenwert erhilt man am einfachsten, wenn
man sich #c ~ 197,327 MeV{fm merkt. Dabei ist 1 fm =

Wave-length in fngs_trﬁm Units

02 Lo o 107" m (1 Femtometer oder zu Ehren Fermis auch 1 Fer-
@ = A from absorption PO mi genannt). Demnach ist die Compton-Wellenlinge des Elek-
o - e el trons A~ 27.197,327 MeVm/(0,511 MeV) ~ 2,426 -
Compton ’ ’ ~e
il | | 10712m = 0.02426 A. Gemif3 (37) hingt die Wellenlingeninde-
= o 45 20 135 1809 run
Angle of Scattering — 5 8
= _0)®  an2(Y
M= =A== =20, sint(5) (9)

nicht von der Energie des einlaufenden Photons sondern nur vom Streuwinkel des Photons ab. Die Formel
folgte bereits aus Einsteins naivem Photonenmodell von 1905 und wurde durch Compton in 1923 im
Rahmen der Messgenauigkeit experimentell bestitigt (s. den nebenstehenden Plot aus der Originalarbeit
[[Com23])).
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