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Ubungen zur Theoretischen Physik 3 fiir das Lehramt L3
Lésungen zu Blatt 8

Aufgabe 1 (10 Punkte): Bohrscher Radius

Wie in der Vorlesung gezeigt, sind die Energie-Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms durch
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gegeben. Die assoziierten Laguerre-Polynome L]f;r und die Kugelflichenfunktionen sind im Skript aus-
fuhrlich erklirt. Dabei ist
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Betrachten Sie nun den Grundzustand des Wasserstoffatoms mit den Quantenzahlen » = 1,/ = m =
0. Zeigen Sie, dass (1) ordnungsgemifl normiert ist und berechnen Sie den mittleren Abstand zwischen
Proton und Elektron.

Losung: Zunichst vereinfacht sich (1) fiir » = 1 und / = m = 0 wegen Gln. (A.3.14) und (3.12.31) im

Skript
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zu
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Zunichst berechnen wir das Normierungsintegral:
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Damit ergibt sich fiir den mittleren Abstand
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Zur Berechnung der obigen Integrale bemerken wir, dass wir mit der Funktion
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diese Integrale einfach durch Ableitung nach A berechnen kdnnen, denn offenbar ist
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bzw. allgemein fiir die n-te Ableitung
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Demnach ergibt sich wegen f/(1) =—1/A? und f”(A) =2/ A* und das Integral in (5) zu
Joodrrzexp(—Zr/a Y= f"(2)ag) = 2 :é.. (10)
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Fiir das Integral in (6) bendtigen wir noch f”/(A) =—6/A*:
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Aufgabe 2: Teilchen im Magnetfeld
Wir betrachten den Hamilton-Operator
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Wir wollen zeigen, dass dies die Bewegung eines Teilchens mit Masse 7 und Ladung g im Magnetfeld
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entspricht. Dazu berechnen wir den Operator der Kraft auf das Teilchen:
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(@) (5 Punkte) Die Komponenten der Geschwindigkeit des Teilchens sind gemif} der allgemeinen For-

mel fiir die Operatoren, die die Zeitableitung einer Observablen definieren (s. Skript!) durch

gegeben. Zeigen Sie, dass
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Bemerkung: Beachten Sie, dass bei Anwesenheit von Magnetfeldern demnach der quantenmecha-
nische Impuls nicht dem {iblichen mechanischen Impuls entspricht sondern dem sog. ,kanonischen

Impuls“. Fiir Ortswellenfunktionen entspricht p = —i5V also dem kanonischen Impuls und nicht
dem gewdhnlichen ,kinetischen® Impuls py.. = m 1 der klassischen Mechanik.

Tip: Dabei sind die allgemeinen Kommutatorrelationen

(x| =[pjop] =0 [fB)p;]=ihG /() (16)

niitzlich. Aus der letzten Gleichung folgt natiirlich auch die bekannte Heisenbergsche Kom-
mutatorrelation [xl—,p ]-] =1%3;; als Spezialfall.



Lésung: Wir rechnen die fiir 1D bendtigten Kommutatoren von x; mit den in H vorkommenden
Operatorausdriicken aus. Dabei schreiben wir zur Abkiirzung A; = 4,(%)

[X]"P/epk] = [Xj’pk]Pk + P [X]”P/e] =2i5h0;,p, = 2ihp;
[xj,pkAk] = [xj,pk]Ak :ihé\jkAk :ihAj,

[x;, Ay | = Ay [x;p, | =158, A =iBA,

[x;, A8 ] =0.
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Setzt man dies in ein, erhilt man tatsichlich .

Losung der Zusatzaufgabe: Wir beweisen die letzte Gleichung von (16). Fiir eine beliebige Orts-
wellenfunktion gilt
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p;f(R)p(x)=—1h3,[f (X)h(x)]=—1h[$(%)d; f (%) + f (%) (X)]-
Ziehen wir die untere von der oberen Gleichung ab, folgt
[£®)p; |¢E) =[50, (®)]YE) =[153,f R)]4(F). (19)
Da dies fiir beliebige Ortswellenunktionen gilt ist damit die letzte Kommutatorbeziehung in
bewiesen.
(b) (5 Punkte) Zeigen Sie nun, dass die Operatoren der Kraftkomponenten
Fj:m%j:%[vj,H]:%[vxé(i)—é(ﬁ)xﬂj (20)

erfiillen.

Bemerkung: Das entspricht der Lorentz-Kraft auf ein Teilchen im Magnetfeld. Die Rechnung er-
gibt dabei die korrekte Verallgemeinerung von F = g7 x B = q(v x B— B x ©)/2 auf die nicht

kommutierenden Operatoren v und B(X), indem diese ,symmetrisierte Form* des Kreuzprodukts
selbstadjungierte Operatoren fiir die Operatoren der Kraftkomponenten liefert.

Lésung: Es gilt
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Wir rechnen wieder die einzelnen bendtigten Kommutatoren mit Hilfe der Kommutatorregeln in
aus:

P ArAL | =[P Ar | Ar + AL Ay | = —2i5A T A,
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Aj’p/e]p/e + P [Aj’pk] =i5(GA ;P +PrdA;),
A]”PkAk] = [ApPk]A/e =1h(%A Ay,
A Ay | =AL[AnpL | =i5(3A)A.



Setzen wir all diese Resultate in (21) ein, erhalten wir zunichst
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- % [(Pe —4AR(G AL — FeA)) +(J Ay — G, NP — 4Ap) .

Mit kénnen wir dafiir
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schreiben. Wegen B = V x A bzw. B,=¢,,.d,A, folgt
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und damit
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und das war zu zeigen.
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