H. van Hees Wintersemester 2023 /2024

Ubungen zur Theoretischen Physik 3 fiir das Lehramt L3
Losungen zu Blatt 7

Aufgabe 1 (10 Punkte): Bahndrehimpulseigenzustinde fiir £ =1

-2 - — -
Wir betrachten das simultane Eigenwertproblem fiir die Operatoren1 undl;, wobei =L/ % =—ix x V
der dimensionslose Bahndrehimpuls-Operator ist. Wir rechnen in Kugelkoordinaten. Die kartesischen
Komponenten sind durch

fl =i(sinpdy +cot cospa,),
I =i(—cos@dy + cot ¥ sin goé’gg), (1)
—id,

N

>

)
Il

gegeben.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die ,Leiteroperatoren durch

l} = 1:1 + iZ:Z = exp(ip)(dy +icot§3,), o
I =1, —ily = exp(—ig)(—Jp +icot 93,)
gegeben sind. Dabei ist cot ¥ = cos¥/sin .
Lasung: Mit cos ¢ + isin ¢ = exp(ip) folgt die Behauptung sofort mit (1):
I, =[(isin g+ cosg)ds +icot O(cos g +ising)d, ] = exp(ip)(dy +icot §3,). 3)

Die Rechnung fiir I folgt analog mit cos ¢ —isin ¢ = exp(—ig).

(b) (2 Punkte) Fiir die folgende Rechnung ist es bequemer, statt ¢ die neue Variable # = cos ¢ zu ver-
wenden. Dies ist eine umkehrbar eindeutige Variablentransformation, da fiir die Kugelkoordinaten
? € [0, 7] ist und cos ¥ auf diesem Intervall monoton fallend ist. Es gilt in diesem Intervall auch
sind > 0 und damit sin = ++/1— #2. Zeigen Sie, dass mit dieser neuen Variable die Leiteropera-
toren durch

A : . u
[, = exp(1gp)<—\/ 1—u2d, +1i — 3¢>,

lA_ =exp(—ip) <+\/ 1—u2d,+1 - ”_ — 3¢>

“)

gegeben sind.

Losung: Wir miissen nur die Ableitungen nach ¢ durch Ableitungen nach # ausdriicken. Mit der
Kettenregel folgt dy¢p =du/dFd,¢ =—sin¥d, = —+v1—u2d, . Weiterist cot ¢ = cos I /sin =
#/+/1—u? Damit folgt sofort die Behauptung aus .
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(¢) (3 Punkte) Wir suchen nun die simultanen Eigenvektoren von1 zum Eigenwert {(¢ 4+ 1) =2, also
¢ =1, und l5 zu den Eigenwerten m € {—1,0, 1}. Die Eigenfunktionen besitzten die Form

Mf,m(u’gp): Uf,m(%)exp(lmgp) (5)



Zeigen Sie zuerst, dass l; #y,, = miuy,, istund bestimmen Sie dann #, | aus der Bedingung lA_ul’_l =
O (s. Skript). Die Normierung ergibt sich daraus, dass das Skalarprodukt fiir Wellenfunktionen
d(9,9) = d(u, @), die auf der Einheitskugel definiert sind, durch
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gegeben ist, d.h. wir normieren #, _; so, dass

1 21
<”1,—1’”1,—1>:f d”fo dluy _(n,0)? =1 )
—1

1st.

Hinweis: Das Resultat lautet

ny_y(un,0)= ‘/ \/ 1—u? exp(—ip) = \/ —51n19exp(—1g0) ®)

Losung: Wegen (1) folgt

Lyng (4, 9) = =10, [ Uy () exp(imp) | = m Uy, (n) explimep) = mug . (, 9), ©)

A
d.h. u, , ist Eigenfunktion von /5 zum Eigenwert .

Mit (4) und u; ;= U, _;(u)exp(—ig) folgt

i—%1,—1:exp(_2i¢)[\/1_”2U1/,—1(”)+‘/1%— -1 )]é (10)

Daraus folgt die Differentialgleichung

(1—u® U] _y(u)=—uU, _(u). (11)
Diese konnen wir einfach 16sen, indem wir sie in der Form
Uy 1 d u
—1In U  — 12

schreiben. Durch Integration ergibt sich

n(U;_;/N)= Jdu ——ln(l—u ) => U _ () =N+ 1—u (13)

Die Normierung folgt aus dem angegebenen Normierungsintegral. Da |exp(—ig)| = 1 ist, ergibt
sich

1 2n 1
(ma|m i), = | de| doINPO—u?)=2m-2 | dulNPO—u?)=TINP LT (14)
& Ja Jo 0 3

Die Normierungskonstante ist wie immer nur bis auf einen unbestimmten (und fiir die Physik un-
erhebliche!) Phasenfaktor bestimmt. In der Literatur ist die Phasenwahl von Condon und Shortley
am verbreitetsten, und wir folgen dieser Konvention, die besagt, dass die Eigenfunktionen zum mi-
nimalen Eigenwert (—¢) fiir I ,also uy 4, als positiv reelle Funktionen gewihlt werden. Demnach

ist N = 4/3/(87), und es ergibt sich tatsichlich .



(d) (3 Punkte) Verwenden Sie nun die Formel
Loy = (m+2)(1—m)uy (15)

A
um aus (8) zuerst #; 5 und dann #, ; zu berechnen. Zeigen Sie, dass /, #; ; =0 ist, wie es sein muss.

Hinweis: Die Ergebnisse fiir die gesuchten Eigenfunktionen zur Drehimpulsquantenzahl 1 sind die
entsprechenden Kugelflichenfunktionen:

3. .
Yl,_l(ﬁ, @)= ‘/ - sin? exp(ip),
Yio(?,0) =1/ 4i cos ¥ (16)
7
3. .
Y, (0, 0)= —/ P sin? exp(—ig).

Losung: Wir wenden i , auf u; _; an, also (15) mit 2 =—1:
3 .
l+u1 L =V2u 5= exp(iyp [ V1—u2d, +1 Sw]‘lg—\/l—uzexp(—lga)
7
3 —u 3
=1/ —|—V1—u? +ul|=4/—u (17)
87 1—u? 27
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Darauf nochmals angewandt liefert

ZA+M10 =v2u,, = exp(igo)(—\/ 1—%25’,4)‘/ 4i14 =— 41\/ 1—u?exp(ip)
’ ’ T T
3 .
= uy :—\/ %V 1—u?exp(ip).

(18)

Schliefllich wenden wir darauf nochmals l an. Da #; | die Eigenfunktion von l zum groflt mogli-
chen Eigenwert m,, = ¢ = 1 ist, muss dabel 0 herauskommen. In der Tat ist

l:Lull_explgp[ V1—u2d,— i 2:||: 1/ \/l—uzexplgp]
—u
=—1/ Siexp(Zigo)[\/ 1—u?
7

(19)

u
—u [=0.
V1—u2 :|

Freiwillige Knobelaufgabe (5 Zusatzpunkte)

Warum gibt es keine Babndrehimpulseigenfunktionen zum Eigenwert £ = 1/2? Gehen Sie genau analog
wie in der obigen Aufgabe vor und zeigen Sie, dass die Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ = 1/2 zu einem
Widerspruch fithrt. Im Skript wird auf andere Weise allgemein gezeigt, dass es keine halbzahligen Bahn-
drehimpulsquantenzahlen gibt.



Bemerkung: Freilich kommen in der Natur Drehimpulse mit halbzahligen Drehimpulsquantenzahlen
vor. Dies ist aber kein (reiner) Bahndrehimpuls sondern geht auf einen nur in der Quantenmechanik
vorkommenden Drehimpuls, der in der klassischen Mechanik unbekannt ist, zuriick, den sog. Spin. Der
Spin ist eine Art intrinsischer Drehimpuls von Elementarteilchen. Z.B. besitzt das Elektron den Spin s =
1/2 (d.h. die Spindrehimpulsquantenzahl ist s = 1/2 und es gibt zwei Eigenwerte von §5, m, € {—1/2,1/2}.
Der Operator §2 besitzt entsprechend den Eigenwert s(s+1) = 3/4. Der Spin wird in der Vorlesung spiter
noch aufiihrlich behandelt.

Losung: Wir beginnen ganz analog wie in der vorigen Aufgabe und nehmen an, es gibe Drehimpulsei-
genvektoren #y, ,, mit m € {—1/2,1/2}, wie man aus der allgemeinen Betrachtung zum Drehimpulsei-
genwertproblem erwarten konnte.

Es muss dann gelten u,/, 1/, = Uy, _1/,(#)exp(—igp/2).

7 1 u !
Lwyjpm1py = exp(=3ip/2) [V 1—u2l 1/2 il EﬁUm,—uz( )]: (20)
Damit folgt die DGL
Ly, S N WY IN)=tn(1—u?) 5 1, (u)=N(1—u?)/*. (21)
1, 2= 5 12-1/2/N) =7 1/2—1/2\#) = .

Das Normierungsintegral existiert ebenfalls. Wir miissen es aber fiir die folgende Uberlegung nicht be-
rechnen. Jedenfalls gilt

12,1720 ) = N(1—u?) M exp(—ip/2). (22)
Jetzt berechnen wir #y, ; /, mit Hilfe von 1)

i = = Nexp(i V1—u2d, +i a /4 exp(—i

L Hya—1/2 = #1/2,172 = N exp( 99|: l—u +\/—u ](1 u?) p(—ip/2)

= Nexp(ip/2) [—\/ 1—%2(—214)1(1—012)_3/44- %u(l—uz)_1/4:| (23)
:Nexp(igo/Z)[—l—Zu(l—142)_1/4}:Nu(l—uz)_1/4exp(ig0/2)

A
Nun priifen wir nach, ob dies tatsichlich der Eigenvektor von /; zum maximal mdoglichen Eigenwert

A
m =1/2 ist. Dazu miisste [, #y, 1/, = O sein. Es ist aber

i 2,172 = Nexp(ip [ V1—u20, +1\/_23¢] u(1—u?y Y exp(io/2)

= —Nexp(3ip/2)(1— u* )y~ #0.

Die Annahme der Existenz eines Bahndrehimpulseigenzustandes mit ¢ = 1/2 fithrt also zu einem Wider-
spruch zur Drehimpulsalgebra, d.h. es kann fiir einen Bahndrehimpuls nicht £ = 1/2 sein.

(24)

Losung: Wir beginnen ganz analog wie in der vorigen Aufgabe und nehmen an, es gibe Drehimpulsei-
genvektoren #y, ,, mit m € {—1/2,1/2}, wie man aus der allgemeinen Betrachtung zum Drehimpulsei-
genwertproblem erwarten konnte.

Es muss dann gelten u,, 1/, = U5 _/,(#)exp(—ig/2).

1”1/2 1/2—CXP —3ip/2) [Vl_” 1/2 1/2

1 !
5—,—1 %_ 2 U1/2,—1/2( )] =0 (25)



Damit folgt die DGL

d 1 u
dn anl/z —1/2= 1=

1
> = In(Uy5_15/N)= Zln(l—uz) = Ul/z.—1/2(”):N(1—”2)1/4- (26)

Das Normierungsintegral existiert ebenfalls. Wir miissen es aber fiir die folgende Uberlegung nicht be-
rechnen. Jedenfalls gilt
#1/2—12(#, ) =N(1— u?)* exp(—igp/2). 27)

Jetzt berechnen wir #;, 1/, mit Hilfe von (15):

Lot = maagp = Nespli)| /T80, +i—=22, | (1= expli2)
= Nexp(ip/2) [—\/ 1— uz(—Zw)Z(l — %2)_3/4 + %u(l — uz)—l/“} (28)
= Nexp(ip/2) [—%u(l — 142)_1/4:| = Nu(1— %)~/ exp(ip/2)

A
Nun priifen wir nach, ob dies tatsichlich der Eigenvektor von /; zum maximal mdoglichen Eigenwert

A
m =1/2 ist. Dazu miisste [, uy, 1/, = O sein. Es ist aber

o= [ L1017 = Nexp(ip |: V1—u2d, +1\/_Mzé7¢]u(1_,,,2)—1/4exp(ig0/2)

=—Nexp(31p/2)(1 )3/ #0.

(29)

Die Annahme der Existenz eines Bahndreh1mpulse1genzustandes mit ¢ = 1/2 fiihrt also zu einem Wider-
spruch zur Drehimpulsalgebra, d.h. es kann fiir einen Bahndrehimpuls nicht £ = 1/2 sein.

Die Funktion (29) ist auch nicht im Sinne des Skalarprodukts fiir Punktionen auf der Einheitssphire §2
quadratintegrabel, denn

1 2m 1
_ u u 2 _ 9 IN a(1— w2y 32 = 27 INP u
T I R N B e e

— 42

1

—o00. (30

Die fortgesetzte Anwendung von [ 4 auf uy), 4, fiihre also aus dem Hilbertraum der auf 2 quadratinte-
grablen Eigenfunktionen hinaus.

Wie man durch direktes Nachrechnen zeigt, 16sen zwar die oben berechneten Eigenfunktionen #;, 41/,
das simultane Eigenwertproblem fiir I2und Z3 mit den zu erwartenden Eigenwerten 3 %% /4 und +7 /2.
Allerdings ist

( (1)

A 1
11”1/2,1/2 = 5

ey ceisef2)

Ao N .
[+ Z_)”1/2,1/2 = P |:exp(—1g9/2)(1 (1—u2)3/4

Dies ist keine auf dem Definitionsbereich # € [—1,1], ¢ €[0,27] quadratintegrierbare Funktion, d.h. lAl
ist fiir die Funktion #, , 1, nicht wirklich selbstadjungiert, so dass die vermeintlichen Eigenl6sungen zu
¢ =1/2 keine wirklichen Eigenfunktionen fiir die Drehimpulsoperatoren sind.

Die Drehimpulseigenfunktionen zu j = 1/2 sind also nicht durch Bahndrehimpulsoperatoren realisierbar
aber als Spin, d.h. einem spezifische quantenmechnischen Drehimpuls. Ein wichtiges Beispiel fiir ein Teil-
chen, das Spin 1/2 besitzt, ist das Elektron. Damit werden wir uns spiter noch ausfiihrlich beschiftigen.

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
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