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Ubungen zur Theoretischen Physik 3 fiir das Lehramt L3 - Blatt 6

Vorbemerkung: In Theoretische Physik 1 haben wir das Noether-Theorem in der klassischen Mechanik
behandelt. Demnach gibt es zu jeder kontinuierlichen Symmetrietransformation eine Erhaltungsgrofie.
So gehort zur Translationsinvarianz des Raumes (Homogenitit) der Impuls und zur Invarianz unter Dre-
hungen um einen beliebigen Punkt (Isotropie) der Drehimpuls. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass
in der Quantentheorie der Impulsoperator Translationen und der Drehimpulsoperator Drehungen er-
zeugt®.

Aufgabe 1 (10 Punkte): Impulsoperator als Erzeuger fiir riumliche Translationen

Wir betrachten die riumliche Translation, d.h. fiir den Ortsoperator X’ = X + 4. Physikalisch beschreibt
diese Operation die Verschiebung eines Experiments von einem Ort X zum Ort X’ = X + 4 (aktive In-
terpretation der Translation). Alternativ kann man auch die Verschiebung des Ursprungs des (inertialen)
Bezugssystems um den Vektor 4 betrachten, wobei der Versuchsaufbau unverindert am gleichen Ort
bleibt (passive Interpretation der Translation).

Wir betrachten ein Teilchen, das in einem Zustand pripariert ist, der durch eine Wellenfunktion ¢(¥)
beschrieben wird. Dann wird offenbar bzgl. des neuen Bezugssystems das Teilchen durch die Wellenfunk-

tion
()= ¢(X) =z —a) @)
beschrieben.
(a) Zeigen Sie, dass fiir eine ,infinitesimale Translation“ um 84 = a7 (mit |7] = 1)

1

S(7) = <11 — - Sai 2) JE) + 0(8%) @

1st.

Losung: Fiir infinitesimales 8« gilt mit der Taylor-Entwicklung

(3= Y — Sar)= H(F)— Sar -VY(F) + O(8a?). 3)
Wegen f) — —i5V kénnen wir das in der Form
Y &)= G~ Sai- p(E)+0(8a) @

schreiben, und das entspricht (1) fiir ,infinitesimale 8a*.
(b) Um den Operator f(a, n) fiir eine endliche Translation zu finden, betrachten wir
§(&)=Tla, MYF) = Y7 —ai). ©)
Zeigen Sie dann mit Hilfe der vorigen Teilaufgabe, dass
T+ Saii) = <]l—%8aﬁ~ ;3) (), ©)

d.h.
7 pT(a,7) 7)



gilt.
Losung: Es ist wegen

Ta+Sa, () = (¥ (o +Sa)i)

(1— 1507 3 45 i
_<Il hc?am 7)Y —an) 8)
= <11 — %é\aﬁ : ﬁ) T(a,7) (%)
und damit )
f(a+8a,n):<]l—%é\aﬁ-lf)> f(a,ﬁ). ©9)
Daraus folgt schliefflich
T ) —T(a,) 1. 2a, .
Stz jim TOXOCDZTOD) _ 15 30, (10)
also (7).
(c) Losen Sie , indem Sie —iﬁ?) / 5 formal wie eine Zahl behandeln.
Losung: Die operatorwertige Differentialgleichung lisst sich (zumindest formal) durch
f”(ﬂ,ﬁ):Cexp <—mi;pa> (11)
l6sen. Die Integrationskonstante ergibt sich wegen f(O, n)=1zuC=1,d.h.
f(a,ﬁ):exp <—mi;pa>. (12)
(d) Zeigen Sie durch explizte Rechnung unter Verwendung von f; = —i5V, dass dann in der Tat
Ta, #)(E) = $(% —ait) (13)
ist.
Losung: Mit (12) ist

A

T(a,h*)sb(z):exp(—aﬁ-%)mzzi_(—a)f(ﬁ-%)f'sb(z):W—aﬁ). (14)

~
Il
o
~

Dabei haben wir im ersten Schritt die Operatorexponentialfunktion durch ihre Exponentialreihe
berechnet und dann den Taylorschen Satz angewendet.

(e) Zeigen Sie dann, dass f(a, n) fiir beliebige 4 € R unitir ist, d.h. dass

THa,7) = T~ (a,7) (15)



1st.

Losung: Da p selbstadjungiert ist, folgt aus

. '_’.AT ._,.i‘»
T7(a,7) =exp <+1n fop >:exp <+mbp>. (16)

3>

fT(a,ﬁ)f(a, n)=exp <+mf;p > exp <_1nh']7> =exp <+1nf;p — mi; > =exp(01)=1, (17)

und das war zu zeigen.

Bemerkung: Man sagt, dass 7 - p p/h die Erzeugende einer Translation in n-Rlchtung ist. Man be-

achte, dass dabei aus der Selbstadjungiertheit von 7 - p die Unitaritit von T(a n) folgt.

Zusatzaufgabe (10 Bonuspunkte): Drehimpulsoperator als Erzeuger fiir raumliche Transla-
tionen

Fiihren Sie die analogen Schritte wie in Aufgabe 1 fiir Drehungen aus, indem Sie zeigen, dass eine
Drehung um eine Drehachse in Richtung 7 (mit || = 1) um einen infinitesimalen Drehwinkel 8¢

durch ) .
V(&)= F — 897 x VD) = (187 L) §(7)+ 0(59?) (18)

gegeben und somit 7 - L die Erzeugende einer infinitesimalen Drehung ist.

Was ist demnach der unitdre Operator fiir eine endliche Drehung lA)(go, n)?

Losung: Zunichst ist

ﬁ-zzeabcnﬂfcbﬁcz—ihe x,0.. (19)

abcy

Damit ergibt sich
—%é‘goﬁ . Zgb(x =—80¢,.n,%,d.P(X)=—(Spn x X') %gb()?/) (20)

und folglich in der Tat (18):

A

YE—SpiixF) = h(F)=p(iixF ) VY(F)+0(8¢) = ¢(¥’)—%390(5-Z)¢(>?/)+ﬁ(3902)- (21)

Analog zum Vorgehen in Aufg. 1 folgt daraus, dass
—D(¢,#)=—=7-LD(p,7) (22)

mit der Losung

D(¢,n)=exp <——gm—z’-LA>. (23)



Bemerkung: Dass dies tatsichlich einer Drehung entspricht, folgt daraus, dass

Dip, ()= JLR (. )] 24)
ist, wobei wegen fiir die (3 x 3)-Matrix ]%_1(g0, n) die Differentialgleichung

d A -\ =/ A

d—[R_l(go, 7n)x']1=—7i x R (p,7)x' (25)
¢
gilt. Definieren wir
¥p) =R (g, )% (26)
folgt
d. . .
@ =—nxy 27)
Leitet man diese Gleichung nochmals nach ¢ ab, ergibt sich
. . dL L L L
ﬁy:—nxd—y:nx(nxy):n(n-y)—y (28)
¢ ¢
und weiter
&$ .
d—¢3y =nxy. 29)

Dies ldsst sich nun fiir beliebig hohe Ableitungen durch Iteration weitertreiben. Verwendet man
=/

die Ableitungen fiir die Taylor-Entwicklung von ¥ um ¢ =0, folgt mit y(0) =Xx

2 3

yzz’—gozxzur—[ﬁ(ﬁ-x)—x]+%ﬁx7¢'+... (30)

Schreiben wir nun
- o/ -/ . -/ - - -/ -/ -, =/
X'=n(n-xX)+x; mit X\ =—nx(nxx)=x—n(n-X), (31)

ergibt sich

2 4 6 3
5= SN A R /N PR SRR - IV
y=n(n x)+<1 2!—|—4! 6!+ >xl <ga 3!—|- >n><x

(7 - X') + cos x| —sing(7 x X').

(32)

I
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Dies entspricht tatsichlich der Inversen einer Drehung um die Achse 7 mit Drehwinkel ¢ (vgl.
Skript zu Mathematische Methoden fiir Lehramt L3, Abschnitt 2.7.2).
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