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Ubungen zur Theoretischen Physik 3 fiir das Lehramt L3 - Blatt 6

Vorbemerkung: In Theoretische Physik 1 haben wir das Noether-Theorem in der klassischen Mechanik
behandelt. Demnach gibt es zu jeder kontinuierlichen Symmetrietransformation eine Erhaltungsgrofie.
So gehort zur Translationsinvarianz des Raumes (Homogenitit) der Impuls und zur Invarianz unter Dre-
hungen um einen beliebigen Punkt (Isotropie) der Drehimpuls. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass
in der Quantentheorie der Impulsoperator Translationen und der Drehimpulsoperator Drehungen er-
zeugt®.

Aufgabe 1 (10 Punkte): Impulsoperator als Erzeuger fiir raumliche Translationen

Wir betrachten die riumliche Translation, d.h. fiir den Ortsoperator ¥’ = X + 4. Physikalisch beschreibt
diese Operation die Verschiebung eines Experiments von einem Ort X zum Ort X’ = X + 4 (aktive In-
terpretation der Translation). Alternativ kann man auch die Verschiebung des Ursprungs des (inertialen)
Bezugssystems um den Vektor 4 betrachten, wobei der Versuchsaufbau unverindert am gleichen Ort
bleibt (passive Interpretation der Translation).

Wir betrachten ein Teilchen, das in einem Zustand pripariert ist, der durch eine Wellenfunktion ¢(x)
beschrieben wird. Dann wird offenbar bzgl. des neuen Bezugssystems das Teilchen durch die Wellenfunk-

tion
()= (@)= (' —a) ©)
beschrieben.
(a) Zeigen Sie, dass fiir eine ,infinitesimale Translation® um 84 = a7 (mit |7] = 1)

1

J(&)=(1- 38475 ) g3+ 0(6a) @)
ist.
(b) Um den Operator f(a, n) fiir eine endliche Translation zu finden, betrachten wir

Y& =T(a,i)E) = Y& —ai). 3)

Zeigen Sie dann mit Hilfe der vorigen Teilaufgabe, dass

f(a+34,ﬁ):<ﬂ—%é‘aﬁ-?)>7ﬁ(2), Q)
d.h,
3 Py = i 5T a7 5)
& TR
gilt.

(c) Losen Sie , indem Sie —iﬁf) / 5 formal wie eine Zahl behandeln.

(d) Zeigen Sie durch explizte Rechnung unter Verwendung von ]% — —i$V, dass dann in der Tat

T(a, ) $(E) = $(F —ai) ©)

1st.



(e) Zeigen Sie dann, dass '[A‘(a, n) fiir beliebige 4 € R unitir ist, d.h. dass
TH(a,7)= T Va,7) @)

ist.
A
Bemerkung: Man sagt, dass 7 - p/ 5 die Erzeugende einer Translation in 7-Richtung ist. Man be-

achte, dass dabei aus der Selbstadjungiertheit von 7 - p die Unitaritit von f(a, n) folgt.

Zusatzaufgabe (10 Bonuspunkte): Drehimpulsoperator als Erzeuger fiir riumliche Transla-
tionen

Fiihren Sie die analogen Schritte wie in Aufgabe 1 fiir Drehungen aus, indem Sie zeigen, dass eine
Drehung um eine Drehachse in Richtung 7 (mit || = 1) um einen infinitesimalen Drehwinkel & ¢

durch ) .
G (7)= (¥ =8 it x VI) = <11 — %é\gaﬁ : Z> () +0(8¢%) ®)

gegeben und somit 7 - L die Erzeugende einer infinitesimalen Drehung ist.

Was ist demnach der unitdre Operator fiir eine endliche Drehung ZA)(go, n)?
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