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Evolutionäre Spieltheorie
Symmetrische (2x2)-Spiele einer Population

Die evolutionäre Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des 
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.15 x(10)=0.5





Klassifizierung von evolutionären, 
symmetrischen (2x2)-Spielen

o Dominante Spiele 
(2. Strategie dominiert 1.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=0.

o Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte und 

zwei reine ESS, die abhängig von der 
Anfangsbedingung realisiert werden.

o Anti – Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte aber 

nur eine gemischte ESS, die unabhängig 
von der Anfangsbedingung realisiert 
wird.

o Dominante Spiele 
(1. Strategie dominiert 2.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=1.



Lösen des evolutionären Spiels 
mit Python Version evol1.py



Evolutionäre Spieltheorie 
Unsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele) zweier Populationen

Bei unsymmetrischen (2x2)-Spielen besteht die zugrundeliegende Population 
aus zwei Gruppen (hier große und kleine Kreise). Aufgrund der 
unterschiedlichen Auszahlungsmatrizen können die Populationsgruppen sich in 
ihren Strategieentscheidungen (grün , schwarz) unterschiedlich entwickeln. 

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der großen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.
y(t) : Anteil der kleinen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.5        ,      y(0)=0.5 x(10)=0.15        ,      y(10)=0.7 



Evolutionäre Spieltheorie
Unsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele)

Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten gesamten Population spielen 
ein andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler mit unterschiedlichen Gruppenzugehörigkeiten zufällig treffen, das Spiel 
spielen und danach zu dem nächsten Spielpartner der anderen Gruppe wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die 
kleinen Spieler zunehmend attraktiver (y(10)=0.7 ), wohingegen sie für die 
großen Spieler zunehmend weniger attraktiv wird (x(10)=0.15 ).

x(10)=0.5        ,      y(10)=0.5 x(10)=0.15        ,      y(10)=0.7 

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Es 
bilden sich stets 
Zweier-
Gruppen aus 
großen und 
kleinen Kreisen.



Weitere



Klassifizierung von Bi-Matrix Spielen

Eckspiele Sattelspiele Zentrumsspiele
Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel
oder
Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel

Die Spielklasse der Gruppe A 
oder der Gruppe B ist ein
Dominantes Spiel

Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel
oder
Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel



Jupyter Notebook
Auf der Internetseite der Vorlesung



Bi-Matrix Spiele mit
den Python Programmen

bimatrix1.py und bimatrix1a.py



http://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPROG/index.html

http://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPROG/index.html


Einführung in die Programmierung für Studierende der Physik 
Vorlesung 8





Numerische Verfahren zum Lösen von Differentialgleichung erster Ordnung





Vector_Dingea.cpp
Wir möchten nun kleine Abänderungen in den Anfangsbedingungen der 
Teilchen machen. Die Größe der Kiste soll jetzt den Abmessungen des 

Leitbildes der Vorlesung illustration_DeborahMoldawski.jpg entsprechen und 
es sollen 30 Teilchen in diese Kiste eingesperrt sein. Die Teilchen sollen am 

Anfang auf der linken Seite auf mittlerer Höhe starten und sich dann in 
unterschiedlicher Weise nach rechts bewegen. Das folgende C++ Programm 

stellt eine solche Teilchen

entwicklung dar. 

https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPROG/pics/illustration_DeborahMoldawski.jpg


Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python



Anwendung:
Evolutionäre Spieltheorie



C++ Programm
evol1.cpp



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python

Vector_Dingea.cpp
Wir möchten nun kleine Abänderungen in den 

Anfangsbedingungen der Teilchen machen. Die 
Größe der Kiste soll jetzt den Abmessungen 

des Leitbildes der Vorlesung 
illustration_DeborahMoldawski.jpg 

entsprechen und es sollen 30 Teilchen in diese 
Kiste eingesperrt sein. Die Teilchen sollen am 

Anfang auf der linken Seite auf mittlerer Höhe 
starten und sich dann in unterschiedlicher 

Weise nach rechts bewegen. Das folgende C++ 
Programm stellt eine solche Teilchen

entwicklung dar. 

https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPROG/pics/illustration_DeborahMoldawski.jpg


Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python

C++ Programm: Implementierung der DGL bestimmenden Funktionen
und analytische Lösungen zum Vergleich



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python

main()-Programm
Zur Lösung des 

Systems bestehend 
aus zwei DGLs erster 

Ordnung



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python

main()-Programm
Zur Lösung des 

Systems bestehend 
aus zwei DGLs erster 

Ordnung



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python



Replikatordynamik (2xM)-Spiele

𝑥𝑗
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Wir beschränken uns zunächst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen - 
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler 
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen  
Populationsanteil der zur Zeit t gewählten Strategien          , j=1,2,…M  im Laufe der 
Zeit entwickeln. 

)(tx j

Wobei die Parameter       die einzelnen 
Einträge in der Auszahlungsmatrix des 
1.Spielers darstellen
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j-ten Strategie
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= 𝑥𝑗 ⋅

$𝑗1 ⋅ 𝑥1 + $𝑗2 ⋅ 𝑥2 + $𝑗3 ⋅ 𝑥3 −

−

$11 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥1 + $12 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + $13 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥3 +

+$21 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥1 + $22 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥2 + $23 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 +

+$31 ⋅ 𝑥3 ⋅ 𝑥1 + $32 ⋅ 𝑥3 ⋅ 𝑥2 + $33 ⋅ 𝑥3 ⋅ 𝑥3
𝑗 = 1,2,3

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele)

Wir beschränken uns nun auf symmetrische (2x3)-Spiele , d.h. zwei Personen - 3 
Strategien Spiele (M=3). Die Differentialgleichung der Replikatordynamik 
vereinfacht sich unter dieser Annahme wie folgt:

$



𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥1 ⋅ $11 ⋅ 𝑥1 + $12 ⋅ 𝑥2 + $13 ⋅ 𝑥3 − ሜ$

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑥2 ⋅ $21 ⋅ 𝑥1 + $22 ⋅ 𝑥2 + $23 ⋅ 𝑥3 − ሜ$

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝑥3 ⋅ $31 ⋅ 𝑥1 + $32 ⋅ 𝑥2 + $33 ⋅ 𝑥3 − ሜ$

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele)

Man erhält ein System von drei gekoppelten Differentialgleichungen:

Das System von Differentialgleichungen lässt sich bei gegebener 
Auszahlungsmatrix       und Anfangsbedingung                                       meist nur 
nummerisch (auf dem Computer) lösen. Die Lösungen bestehen dann aus den drei 
(zeitlich abhängigen) Populationsanteilen                                  .

( ) )0( , )0( , )0( 321 xxx$̂

( ) )( , )( , )( 321 txtxtx



Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel 
eines (2x3)-Spiels mit der rechts 
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 
Entwicklung der relativen 
Populationsanteile der gewählten 
Strategien für drei mögliche 
Anfangsbedingungen. Die einzige 
evolutionär stabile Strategie dieses 
Beispiels befindet sich beim gemischten 
Nash-Gleichgewicht 
Die einzelnen Pfeile im Dreieck 
veranschaulichen den durch die 
Spielmatrix bestimmten Strategien-
„Richtungswind“, dem die Population 
zeitlich folgen wird. 

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 1)

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (0, 0) (2, -1) (-1 , 2)

Strategie 2 (-1 , 2) (0 , 0) (2 , -1)

Strategie 3 (2 , -1) (-1 , 2) (0 , 0)

Reine Strategie 3

Reine Strategie 2Reine Strategie 1










3

1
,

3

1
,

3

1

Gemischtes 
Nash-
Gleichgewicht 
und ESS

Zur 

Visualisierung 

der 

evolutionären 

Entwicklung 

benutzt man of 

die sogen. 

barycentric 

coordinates:



Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel 
eines (2x3)-Spiels mit der rechts 
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 
Entwicklung der relativen 
Populationsanteile der gewählten 
Strategien für drei mögliche 
Anfangsbedingungen. Das Spiel besitzt 
drei Nash-Gleichgewichte in reinen 
Strategien, die ebenfalls evolutionär 
stabile Strategien darstellen. Welche 
der drei ESS die Population realisiert 
hängt von dem Anfangswert der 
Populationsanteile ab. Die zeitliche 
Entwicklung folgt wieder dem 
Strategien-„Richtungswind“ der 
zugrundeliegenden 
Auszahlungsmatrix. 

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 2)

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (0, 0) (-3, -3) (-1 , -1)

Strategie 2 (-3 , -3) (0 , 0) (-1 , -1)

Strategie 3 (-1 , -1) (-1 , -1) (0 , 0)

Reine Strategie 3

Reine Strategie 2Reine Strategie 1



Replikatordynamik
(Klassifizierung symmetrische (2x3)-Spiele)

E. C. Zeeman, POPULATION 
DYNAMICS FROM GAME THEORY, 
In: Global Theory of Dynamical 
Systems, Springer 1980

E. C. Zeeman zeigt in seinem 
im Jahre 1980 veröffentlichten 
Artikel, dass man evolutionäre, 
symmetrische (2x3)-Spiele in 19 
Klassen einteilen kann. Die 
Abbildung rechts zeigt das 
evolutionäre Verhalten dieser 
19 Spieltypen. Die ausgefüllten 
schwarzen Punkte markieren 
die evolutionär stabilen 
Strategien der jeweiligen 
Spiele. Es gibt Spielklassen, die 
besitzen lediglich eine ESS und 
Klassen die sogar drei ESS 
besitzen.



Jupyter Notebook 
Evolutionspiel4.ipynb



Anwendungsfelder Spieltheorie

• Anwendungsfelder in den Wirtschafts- Sozialwissenschaften und 
Biologie 

• Experimentelle Ökonomie

• Die Finanzkrise als Falke-Taube Spiel

• Die Entstehung einer dritten Strategie im Elfmeter-Spiel (Nesken Effekt)

• Evolutionäre Entwicklung einer Eidechsen Population als symmetrisches (2x3)-
Spiel

• Das Räuber-Beute Spiel und die Lotka-Volterra-Gleichung

• Die Klimakrise als Populationsdilemma



Falke

Taube

Falke Taube

Falke ((ph-d)/2 , 
(ph-d)/2)

(ph , 0)

Taube (0 , ph) (pm/2, pm/2)

Das Falke-Taube-Spiel modelliert ursprünglich den 
Wettkampf um eine Ressource (z.B. Nistplatz). Das 
Spiel wird jedoch oft auch auf andere Systeme 
angewendet, wobei die Taube-Strategie eine 
friedliche Verhaltensweise symbolisiert und die 
Falke-Strategie ein aggressives Verhalten. 
Im folgenden Artikel wird das Falke-Taube-Spiel auf 
den Immobilien-Investmentmarkt angewendet 
(Spieler-Population: Investmentbanker).

Falke

Falke

Taube

Taube

Das Falke-Taube Spiel



Zusammenfassung von Teil II 

Wie entwickelt sich der
Populationsvektor x(t) der 
Investmentbanker im Laufe 
der Zeit? 

Benutzen Sie hierbei die drei 
unterschiedlichen 
Parametersets der 
vorigen Folie.



Fiskalbehörde
Geldbehörde

Keine neuen 
Schulden 

Weiter Schulden 
machen

Finanzierung des 
Staatsdefizits
über inflationäre 
Geldschöpfung

(3 , 3) (2 , 4)

Stabile Geldpolitik (4 , 2) (0, 0)

Eine nationale, oder auch europäische Geldpolitik ist stets in einem fiskalpolitischen Diskurs. Die 
Geldbehörde (Zentralbank), die z.B. durch eine Verknappung der Geldmenge (kontraktive/restriktive) 
Geldpolitik bzw. eine Ausdehnung der Geldmenge (expansive Geldpolitik), eine stabile bzw. unstabile 
Strategie wählen kann, ist bestrebt ihre geldpolitischen Ziele (z.B. Preisniveaustabilität) durchzusetzen. 
Sowohl die Entscheidungsträger der Geldpolitik als auch die Politiker, welche eine fiskalpolitische 
Entscheidungen zu treffen haben, befinden sich in einem wiederholten Spiel. Laut Gerhard Illing 
(Theorie der Geldpolitik, Kapitel 10.2) ist das gesamte geldpolitische Spiel, in erster Näherung, wie in der 
obigen Spielmatrix zu approximieren. Zusätzlich wirkt das globale Finanznetzwerk, zusammengesetzt 
(unter anderem) aus einer Vielzahl von Spekulanten, auf die Regierung ein, indem sie durch spekulativen 
Devisenhandel Währungskurse attackieren. Näheres siehe: Hochschul-Sommerkurses 2011, „Money, Money, 
Money: Deutschlands Wirtschafts- und Finanzleben“ (https://itp.uni-
frankfurt.de/~hanauske/new/HSK_2011/index.html)

Das Spiel der 
Geldpolitik



Fiskalbehörde
Geldbehörde

Keine neuen 
Schulden 

Weiter Schulden 
machen

Finanzierung des 
Staatsdefizits
über inflationäre 
Geldschöpfung

(3 , 3) (2 , 4)

Stabile Geldpolitik (4 , 2) (0, 0)

Obwohl hier eine symmetrische Spielmatrix vorliegt, ist das 
zugrundeliegende Spiel als Bi-Matrix Spiel zu beschreiben. In 
welche Klasse von Bi-Matrix Spielen ist das Spiel einzuordnen? 
Beschreiben Sie die möglichen zeitlichen Entwicklungen.

Das Spiel der 
Geldpolitik

Benutzen Sie hierbei das folgende Maple oder Python Programm:
1) Bi-Matrix Spiele (Maple): https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/T1/maple/I-2-4/BiMatrix1.html
2) Bi-Matrix Spiele (Python): https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/T2/python/bimatrix1.py



Anwendungsfelder der Spieltheorie (I)
 Biologie

 Verteilung von Bakterien in Organismen
Siehe z.B.: Kerr, Feldmann, Nature 2002

 Kooperation von Virus-Populationen
Siehe z.B.: Turner, Chao, Nature 1999

 Paarungsstrategien von Eidechsen
Siehe z.B.: Sinervo, Hazard, Nature 1996

 Evolutionäre Entwicklung von Makromolekülen
Siehe z.B.: Eigen, Schuster, Naturwissenschaften 64, 1977



Evolutionäre Spieltheorie
Evolutionäre Entwicklung von biologischen Systemen

Quasispezies und die Fitness der Genom Sequenz

Siehe Teil III der Vorlesung





Beispiel

Orange        Blau          Gelb 
Evolutionäre 

Strategie
(Quasi-Spezies)



MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

The Rock-Siccor-Paper Game 
Replicatordynamics and ESS

Using 

barycentric 

coordinates:

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (0, 0) (1, -1) (-1 , 1)

Strategie 2 (-1 , 1) (0 , 0) (1 , -1)

Strategie 3 (1 , -1) (-1 , 1) (0 , 0)

1
1 2 3

2
2 1 3

3
3 1 2

1 2 1 3 2 3

2 $

2 $

2 $

with:  $

dx
x x x

dt

dx
x x x

dt

dx
x x x

dt

x x x x x x

 =   − − 

 =  − +  − 

 =   − − 

=  +  + 
Mixed strategy 
Nash 
equilibrium 
and ESS



MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Classes of 

symmetric (2x3) games

FE. C. Zeeman proved in his article
that one can categorize symmetric
evolutionary (2x3) games into 19
different classes. The figure on the
 left side shows that some classes
have only one ESS (filled black
circles), while others can have
 three ESSs.

E. C. Zeeman, POPULATION DYNAMICS FROM GAME THEORY,
In: Global Theory of Dynamical Systems, Springer 1980



The Rock-Papers-Scissors Game 
and the Evolution of Sexual Selection

01.04.11

B.Sinervo and C.M.Lively focus within their article
(The rock-paper-scissors game and the evolution
of alternative male strategies, Nature, Vol.380 
(1996)) on the sexual selection of male side-
blotched lizards. From 1990-1995 they studied
experimentally these animals and proposed an 
evolutionary model to explain their data.

Male fitness:                                                       
Number of monopolized + shared females

The male lizards have substantially three different colors, which are strongly connected to their
behavior: Orange (very aggressive, defend large territories), Blue (less aggressive, defend small 
territories), Yellow (sneakers, look like females, not aggressive, do not defend territories). The 
payoff for the male lizards (their fitness) was estimated by the number of monopolized females
(exclusively on his home range) and shared females (overlap to other territories).



The Rock-Papers-Scissors Game 
and the Evolution of Sexual Selection

01.04.11



The Rock-Papers-Scissors Game 
and the Evolution of Sexual Selection

01.04.11



Anwendungsfelder der Spieltheorie (II)
 Ökonomie

 „Public Goods“- (Öffentliches Gut)- Spiele
 Trust in Private and Common Property Experiments, Elinor Ostrom, et al.

 Evolutionary Dynamics in Public Good Games, CHRISTIANE CLEMENS and THOMAS RIECHMANN, Computational
Economics (2006) 28: 399–420

 Institution Formation in Public Goods Games, Michael Kosfeld, Akira Okada, and Arno Riedl, American Economic Review 
2009, 99:4, 1335–1355

 Experimentelle Ökonomie
 Cooperation in PD games: Fear, greed, and history of play, T.K. AHN, ELINOR OSTROM, DAVID SCHMIDT, ROBERT SHUPP, 

Public Choice 106: 137–155, 2001.

 „Behavioral“- Verhaltensökonomie (Altruismus, Empathie, …) z.B.: Fehr et al.

 Evolution von Informationsnetzwerken



Theorie         Experiment
Experimentelle Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 1

Das erste Spiel besitzt nur ein Nash-Gleichgewicht das gleichzeitig die dominante Strategie des 
Spiels ist (Kugel, Kugel). Da es sich bei diesem Beispiel um ein dominantes, symmetrisches 
(2x2)-Spiel handelt und die Funktion g(x) im relevanten Bereich (x=[0,1]) immer größer-gleich 
Null ist, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom Anfangswert immer 
gegen die evolutionär stabile Strategie x=1. Die klassische evolutionäre Spieltheorie sagt 
demnach voraus, dass die Spieler innerhalb der betrachteten Population nach einer gewissen 
Zeit maßgeblich die Strategie Kugel wählen (x=1). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt 
die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 1.

Experimentelle 
Ökonomie



Theorie         Experiment
Experimentelle Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 2

Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht 
(0.67 K , 0.33 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel 
handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom Anfangswert immer zu 
dem gemischten Nash-Gleichgewicht (der einzigen evolutionär stabilen Strategie des Spiels), was 
identisch mit der mittleren Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der obigen 
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 2.
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Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht 
(0.67 K , 0.33 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel 
handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom Anfangswert immer zu 
dem gemischten Nash-Gleichgewicht (der einzigen evolutionär stabilen Strategie des Spiels), was 
identisch mit der mittleren Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der obigen 
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 2.



Theorie         Experiment
Experimentelle Ergebnisse des Beispiels 2

Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-Gleichgewicht in 
reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht (0.67 K , 0.33 KK). Da es 
sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel handelt, strebt der 
Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom Anfangswert immer zu dem gemischten Nash-
Gleichgewicht (der einzigen evolutionär stabilen Strategie des Spiels), was identisch mit der mittleren 
Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der linken obigen Abbildung zeigt die 
experimentellen Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 2. Die blauen Punkte in der rechten obigen 
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des in Frankfurt gespielten Beispiels 2 (zum Vergleich bitte 
die blauen Punkte um -1 auf der Zeitachse verschieben). 

Lyon Frankfurt 2019 
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Experimentelle Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 3

Das dritte Spiel besitzt ebenfalls keine dominante Strategie, aber zwei symmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,K) und (KK,KK)) und ein gemischtes Nash-
Gleichgewicht (0.33 K , 0.67 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches 
Koordinationsspiel handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler abhängig vom 
Anfangswert zu einem der beiden reinen Nash-Gleichgewichte (x=1  oder x=0). Die klassische 
evolutionäre Spieltheorie sagt demnach voraus, dass es zwei evolutionär stabile Strategien gibt 
(x=1  oder x=0). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse 
des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 3.



Anwendungsfelder der Spieltheorie (III)
 Sozialwissenschaft

 Kulturelle und moralische Entwicklungen
 Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus 

Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129–135
 EVOLUTION OF MORAL NORMS, William Harms and Brian Skyrms, For Oxford Handbook on the 

Philosophy of Biology ed. Michael Ruse

 Evolution der Sprache
 Finite populations choose an optimal language, Christina Pawlowitsch, Journal of Theoretical 

Biology 249 (2007) 606–616

 Soziales Lernen
 Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus 

Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129–135

 Evolution von sozialen Normen
 Collective Action and the Evolution of Social Norms, Elinor Ostrom, The Journal of Economic 

Perspectives, Vol. 14, No. 3 (Summer, 2000), pp. 137-158

 Evolution von sozialen Netzwerken
 GOVERNING SOCIAL-ECOLOGICAL SYSTEMS, MARCO A. JANSSEN and ELINOR OSTROM
 A General Framework for Analyzing Sustainability of Social-Ecological Systems, Elinor Ostrom, 

et al., Science 325, 419 (2009)





Elfmeter im Fussball: 
Übergang von einem (2x2)-Spiel zu einem (2x3)-Spiel 

The following application is based on a 
working paper by W.Leininger and 

A.Ockenfels (CESIFO WORKING PAPER NO. 

2187, 2008). The article focuses on the 

'Penalty-Duel' in soccer and describes it as a 

simultanious two player game – a game 

between the goalkeeper and the kicker.

Neeskens Elfmeter:

https://www.youtube.com/watch?v=44HvFzhV9xI

Artikel:

https://www.econstor.eu/bitstream/10419/26769/1/5

28420186.PDF

https://www.youtube.com/watch?v=44HvFzhV9xI
https://www.econstor.eu/bitstream/10419/26769/1/528420186.PDF
https://www.econstor.eu/bitstream/10419/26769/1/528420186.PDF


Das Räuber-Beute Spiel



Die Lotka-Volterra-Gleichung
(Räuber-Beute-Gleichung)

für N-Populationen

Reproduktions- 
bzw. Sterberaten

Anzahl der Räuber/Beute Wesen 
der i-ten Population zur Zeit t

Interaktionsmatrix
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