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Symmetrische (2x2)-Spiele einer Population

Die evolutionare Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.
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x(0)=0.15 x(10)=0.5

Mogliche Strategien: (griin , schwarz), Parameter t stellt die ,Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie ,griin“ spielen.
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Nimmt man zusatzlich ein symmetrisches Spiel an (

T
- -~ B
=8 = (3? ) ), in welchem die Auszahlungswerte (Fitness-Werte) der

Populationsgruppen gleich sind, so kann man die beiden Gruppen von ihrer mathematischen Struktur her als ununterscheidbare
Spielergruppen mit identischen Populationsvektoren z(t) = y(#) annehmen. Die Differentialgleichung schreibt sich dann wie
folgt:

dx(t)
dt

= [[$11 —$o1)(z — 22) + (812 — $22)(1 — 2z + :.-:E]] z(t) =: g(x) (3)

Veralleemeinert man diese Differentialgleichung wieder auf mehr als zwei Strategien, so kann man abkiirzend die folgende
Formulierung schreiben: b
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Klassifizierung von evolutionaren,

P — symmetrischen )-Spielen

Dominante Spiele ol
(2. Strategie dominiert 1.Strategie) ‘

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches
die anderen Strategien dominiert. ESS
bei x=o0.

Koordinationsspiele =)

Es existieren drei Nash - Gleichgewichte und
zwei reine ESS, die abhangig von der
Anfangsbedingung realisiert werden.

Anti - Koordinationsspiele ) - .
Es existieren drei Nash - Gleichgewichte aber — -
nur eine gemischte ESS, die unabhangig =
von der Anfangsbedingung realisiert e
wird. S

Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie) =)
Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches

die anderen Strategien dominiert. ESS
bei x=1.




Ldsen des evolutionaren Spiels
mit Python Version evoli.py

Anti — Koordinationsspiel

c=0,d=1




Evolutionare Spiéltheorie
///ﬂnsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele) zweier Populationen

Bei unsymmetrischen (2x2)-Spielen besteht die zugrundeliegende Population
aus zwei Gruppen (hier grof3e und kleine Kreise). Aufgrund der
unterschiedlichen Auszahlungsmatrizen konnen die Populationsgruppen sich in
ihren Strategieentscheidungen (griin , schwarz) unterschiedlich entwickeln.
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x(0)=0.5 , y(o)=0.5 x(10)=0.15 , y(0)=0.7

Mogliche Strategien: (griin , schwarz), Parameter t stellt die ,Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der grofien Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie ,,griin“ spielen.
y(t) : Anteil der kleinen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie ,,griin“ spielen.



Evolutionare Spiéltheorie
%nsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele)

Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten gesamten Population spielen
ein andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei
Spieler mit unterschiedlichen Gruppenzugehorigkeiten zufallig treffen, das Spiel
spielen und danach zu dem nachsten Spielpartner der anderen Gruppe wechseln .

Die

Anfangspopulat ®° °° ®-
@ ® ion von Spielern - ®
spielt zum o ° .

@ Zeitpunkt t=0 P £ e ‘

das erste Mal @ ® ..
@ das Spiel. Es ) °

@ @ @ bilden sich stets ® 9, :
Zweier- o
@ @ @ @@ Gruppen aus ® o - .
grofden und ’ . )
x(10)=0.5 , y(o0)=0.5 Kkleinen Kreisen. x(10)=0.15 , y(10)=0.7

Das evolutionare Spiel schreitet voran und die griine Strategie wird fiir die
kleinen Spieler zunehmend attraktiver (y(10)=0.7 ), wohingegen sie fiir die
grofden Spieler zunehmend weniger attraktiv wird (x(10)=0.15 ).



Wir beschrianken uns im folgenden auf den -2--Sti‘ate.gien Fall (m4 = mp = 2), lassen jedoch weiter eine
Unsymmetrie der Auszahlungsmatrix zu. Die beiden Komponenten der zweidimensionalen
gruppenspezifischen Populationsvektoren lassen sich dann, aufgrund ihrer Normalisierungsbedingung,

auf eine Komponente reduzieren (:13124 =1- xf und 3323 =1-— :cf ). Das zeitliche Verhalten der

Komponenten der Populationsvektoren (Gruppe A: z(t) := 2 (t) und Gruppe B: y(t) := z¥ (t)) wird
in der Reproduktionsdynamik mittels des folgenden Systems von Differentialgleichungen beschrieben
(siehe z.B. [4], S:116 oder [3], S:69):

T (s 8- 85 - 8) ) + 85 - 38)] (=) - @) = qaww) @)
WD~ [(s5+ 85— 85— 85) 2(0) + (85— 38)] (40— W(®)*) = gn(z,¥

dt



Klassifizierung von Bi-Matrix Spielen

Eckspiele

Die Spielklasse der Gruppe A
oder der Gruppe B ist ein
Dominantes Spiel

t= 0.
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Sattelspiele

Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel
oder

Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel
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Zentrumsspiele

Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel
oder

Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel

t= 0.
b et e e et e e e e et e e e e ) e e+
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0
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Jupyter Notebook

Auf der Internetseite der Vorlesung

Evolutionire unsymmetrische (2 x 2) Spiele (Bi-Matrix S)

1.0 — —— =

| =3

Die im oberen Bereich
dargestellten Gleichung

sich nach Spezifikation
auf unterschiedlichste P
lassen sich evolutionire
folgenden drei Spit
Sattelpunktspiele und 2
vor, falls z7umindest ¢
Spielergruppen eine dc
Dominanz der Strategie
Populationen, unabhin;
einer Ecke des x-y Pop
des Eckenspiels. Ein S
Spielergruppen gleichze
Koordinationsspiel spie
aus zwel Anti-Koordine

ESSs ((x=0,y=1) oder (x=1,y=0)) zu denen sich die Populationsgruppen im Laufe der Zeit er
stabilen Strategien erreicht wird, hingt von der Anfangsstrategiewahl der Population ab. Die
zeitliche Entwicklung von drei Anfangszustinden in einem solchen Eckenspiel. Auch
Anfangsstrategiewahl kann es geschehen, dass sich die Population im Laufe der Zeit zu unter
griine und schwarze Trajektorien). Eine besondere Bedeutung hat der Sattelpunkt des Spiels (;
Sattelpunktes im x-y Diagramm entspricht dem Wert des gemischten Nash-Gleichgewichtes
der Funktionen g4 (z, y) und gg(z, y) bestimmen. Bei einem Zentrumsspielen existiert ke
Population sich im Laufe der Zeit stindig verindert und um ein Zentrum kreist. Die Positior
entspricht dem Wert des gemischten Nash-Gleichgewichtes bzw. lasst sich durch die Nullst
g8(z,y) bestimmen (siehe Evolutiongre Spieltheorie unsymmetrischer

Weiterfiihrende Links

Folien der 4. Vorlesung

Vorlesungsaufzeichnung der 4.Vorlesung: WS 2022/23 bzw. §
View Jupyter Notebook: Evolutionire Spieltheorie symmetrischer | zaz j-opicic

Download Jupyter Notebook: Evolutioniire Spieltheorie symmetrischer (2x2)-Spiele
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Erster Vorlesungsteil:

Klassifizierung evolutionarer Bi-Matrix Spiele ( unsymmetrische (2 x 2)-Spiele)

EinfUhrung

In diesem Unterkapitel werden die unterschiedlichen Spieltypen evolutionarer Bi-Matrix Spiele ( unsymmetrische (2 x 2)-Spiele ) klassifiziert. Ausgangspunkt sind die folgenden allgemein

i _ $2 ¢4 & _ $2  s5
$5 8%/ % s

T
B .4
unsymmetrische Auszahlungsmatrizen nehmen wir das Folgende an: §  # ($ ) .

Unsymmetrische (2 x 2) Spiele lassen sich in die folgenden Spielklassen gliedern:

Die Klasse der Eckenspiele (engl.: corner class games)

Ein Eckenspiel liegt vor, falls eine der Auszahlungsmatrizen der Spielergruppen eine dominante Struktur hat; falls $* oder $7 ein dominantes Spiel ist.

Die Klasse der Sattelpunktspiele (engl.: saddle class games )

Ein sattelpunktspiel liegt vor, falls beide Spielergruppen gleichzeitig ein Koordinationsspiel oder Anti-Koordinationsspiel spielen.

Die Klasse der Zentrumsspiele (engl.: center class games )

Ein Zentrumsspiel liegt vor, falls Spielergruppe A ein Koordinationsspiel und Spielergruppe B ein Anti-Koordinationsspiel spielen; falls Spielergruppe A ein Anti-Koordinationsspiel und Spie
Die beiden Komponenten der zweidimensionalen gruppenspezifischen Populationsvektoren lassen sich, aufgrund ihrer Normalisierungsbedingung, auf eine Komponente reduzieren (2

Populationsvektoren (Gruppe A: z(t) := ;r'lq(t) und Gruppe B: y(t) := x{j{f)}wird in der Reproduktionsdynamik mittels des folgenden Systems von Differenzialgleichungen beschrieben:

dz(t)

z(t) — (z(t))?

- ($1-11 + $i§'_' - $'141'_' - S?l) y(ﬂ + (8'14'_' - S'_ﬂ:')

=: galz,y)  (2)

Download Python Programm: Evolutiondre Spieltheorie symmetrischer (2x2)-Spiele (Version 1 , Ve )
View Jupyter Notebook: Evolutionire Spieltheorie unsymmetrischer (2x2)-Spiele

Download Jupyter Notebook: Evolutionire Spieltheorie unsymmetrischer (2x2)-Spiele

Download Python Programm: Evolutionire Spieltheorie unsymmetrischer (2x2)-Spiele (Version 1, Version 2)




Bi-Matrix Spiele mit

RN den Python Programmen
oo\ \\ bimatrixa1.py und bimatrixia.py
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Voorlesung 8

Differentialgleichungen: Numerische Losung von
Anfangswertproblemen

Im vorigen Unterpunkt hatten wir die Bewegung einzelner Teilchen in einer Kiste simuliert. In der Physik ist die zeitliche
Entwicklung eines Systems of in Form von Differentialgleichungen (DGLs) gegeben. In diesem Unterpunkt betrachten wir
das numerische Losen einer Differentialgleichung erster Ordnung der Form

i =" _ fey) mita<t<b, ya)=a
Die Funktion f(t,y(t)) bestimmt die DGL und somit das Verhalten der gesuchten Funktion y(t). Es wird hierbei

vorausgesetzt, dass f(¢,y(t)) auf einer Teilmenge D = {(t,y)|la <t < b, —oo < y < oo} kontinuierlich definiert ist. Weiter
wird angenommen, dass das so definierte Anfangswertproblem "well-posed" ist und eine eindeutige Losung y(t) existiert
("well-posed" bedeutet hier, dass die Differentialgleichung eine Struktur hat, bei der kleine Storungen im Anfangszustand

nicht exponentiell anwachsen). Wir hatten bereits gesehen, wie man Differentialgleichungen mittels Jupyter Notebooks

und SymPy DGLs analytisch lost (siehe Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symbolischen Ausdriicken). Nicht jede

DGL lasst sich analytisch losen und falls der Befehl "dsolve()" keine sinnvollen Resultate liefert, muss man die zeitliche

Entwicklung der Funktion y(¢) numerisch berechnen. Die numerische Losung der DGL kann man sich auch direkt in
Python mittels der Methode "integrate.odeint()" berechnen (Python-Modul "scipy" ). Mochte man die Losung jedoch in
einem C++ Programm berechnen, so ist man auf die Anwendung eines numerischen Verfahrens angewiesen.




Das einfache Euler Verfahren zum Losen einer DGL

b

Das wohl einfachste Verfahren zum Losen einer DGL erster Ordnung ist die Euler Methode. Hierzu schreibt man die DGL
als eine Differenzengleichung um

dy(t)
— = Jty() — Ay=ft,y)-At — Ay=h-f(ty)
und unterteilt das Zeitintervall [a, b] in N + 1 aquidistante Zeit-Gitterpunkte (to, t1,%2,...,tx), wobei
ti=a+1th Vi=0,1,2,...,N.Im Algorithmus der Euler Methode startet man beit =ty und y = yo = «
(Anfangsbedingungen des Systems) und erhoht dann iterativ die Zeit ¢ um den Wert von h. Den neuen y-Wert erhalt man
mittels y; = yo + h - f(to,yo) und man fithrt das Verfahren so lange aus, bis man an den letzten zeitlichen Gitterpunkt
gelangt.

Betrachten wir z.B. die einfache Differentialgleichung

di—? = f(t,y(t)) = —y(t) ,

die den exponentiellen Abfall einer Funktion y(¢) beschreibt. Obwohl sich die allgemeine Lésung der DGL einfach
bestimmen lasst (y(t) = a - e %, mit a = y(0)), moéchten wir die DGL auf numerischem Wege l6sen. Das folgende C++
Programm benutzt die Eulermethode und entwickelt die obere Differentialgleichung im Zeitintervall |a, b] = [0, 2] mittels
101 Gitterpunkten. Die simulierten Daten werden dann, zusammen mit der analytischen Losung im Terminal ausgegeben.




Numerische Verfahren zum Losen von Differentialgleichung erster Ordnung

Das Euler Verfahren: Yii1 = Yi + h- f(ti, ;)

h h
Mittelpunktmethode: Yis1 =Y+ h- [f(fg' + bR Yi + Ef(fn yz))]

h
Modifizierte Euler Methode: ;.1 = y; + 5 f(ti ) + f(tic1, ys + b f(ti,y:))]

1
Runge-Kutta Ordnung vier: y;.1 = y; + = (k1 +2ky 4+ 2ks + ky4) , wobeit:
kl — h’f(tz:n yﬂ)

h 1
h 2 f(+2y+21)
h 1
ks =hf(ti+ 0+ ok
3 f(+2y+22)

.ﬂ
74
oy
/.
o~
)
,
74
4 j
:"«‘J
4

ky =h f(tiz1,yi + ks)




Anwendung auf die DGL:‘% —y—t2 41

| — LIV UUpY LA IV LLMUUN WU L LY. P USVUL m MUL LsuUL

er TUel

#include <stdio.l tanda Input- und Output Bibliothek in C, z.B. printf(.. ‘
#include <cmath Bibliothek f t t F t t

double f(double t, double y){
double wert;
wert =y - pow(t,2) +1; Fige iche De
return wert; ue owert

} E

double y analytisch(double t, double alpha){ Ana
double wert; E
wert = (alpha + (pow(t,2) + 2%t + 1)*exp(-t) -1)*exp(t); :
return wert;

int main(){
double a - tergrenze des Zeit-Interv [a,b] in dem die Loes e
double b = 2; Dbergrenze des Interva
int N = 10; 7 er Punkte i lie
double h = (b - a)/N; Abst to7wi
double alpha = 0.5; Anfa 5
double t; 1
double y Euler = alpha;
double y Midpoint = alpha;
double y Euler M = alpha; k ti Initialisie e ischen Loe le ifizierte
double y RungeK 4 = alpha; Del ti Initialisie eri e | Runae-Kutt
double k1, k2, k3, k4; ok N . ‘3 :

printf("# 0: Index i \n# 1: t-Wert \n# 2: Euler Methode \n"); Be
printf("# 3: Mittelpunkt Methode \n# 4: Modifizierte Euler Methode \n"); Be

printf("# 5: Runge-Kutta Ordnung vier # 6: Analytische Loesung ") e

for(int i = 0; i <= N; ++i){ for-Schleife ueber die einzelne e I
t = a + i*h; Zeit-Parameter wi >rhoeht
printf(" > f %1 1 1 ",i, t, y Euler, y Midpoint, y Euler M, y RungeK 4, y analytisch(t,0.5));

y Euler = y Euler + h*f(t,y Euler); Eule
y Midpoint = y Midpoint + h*f(t+h/2,y Midpoint+h/2*f(t,y Midpoint)); litte t th
y Euler M = y Euler M + h/2*( f(t,y Euler M) + f(t+h,y Euler M+h*f(t,y Euler M)) ); Modifizierte E

k1 = h*f(t,y RungeK 4);

k2 = h*f(t+h/2,y RungeK 4+k1/2); 2
k3 = h*f(t+h/2,y RungeK 4+k2/2);

k4 = h*f(t+h,y RungeK 4+k3);

y RungeK 4 = y RungeK 4 + (k1 + 2*¥k2 + 2*k3 + k4)/6;




Anwendung auf die DGL:‘%

Euler Methode

—— Euler — Los=ung

—— Apalytische Losung

Mittelpunkt Methode

y—t +1

0.5 1.0 1.5 2.0
t

Modifizierte Euler Methode

—— Mittalpunkt

—— Apalytische Losung

Lose=nung

—— NMedifizierteEuler — Lossung

—— Apalytische Losung

.5

Runge-Kutta Ordnung wvier

—— Bunge — KuttaOrdmingvier

—— Analytische Loesung
cedeint( ) — Lossung

Lismunz

t
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Numerisches Losen von Differentialgleichungen (das Anfangswertproblem)

Zuné&chst wird das Python Modul "sympy" eingebunden, das ein Computer-Algebra-System fur Python bereitstellt und eine Vielzahl an symbolischen
Berechnungen im Bereich der Mathematik und Physik relativ einfach méglich macht. Falls Sie das "sympy" Modul das erste Mal verwenden, missen Sie es
zunachst in Ihrer Python 3 Umgebung installieren (z.B. in einem Linux Terminal mit "pip3 install sympy").

In [1]: from sympy import *
init printing()

Wir betrachten in diesem Jupyter Notebook das numerische Lésen einer Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung der Form

: dy(1) :

) = JT(r = flr.y(r)) .mita<i<b, yla=a«a
Die Funktion f(f, y(t)) bestimmt die DGL und somit das Verhalten der gesuchten Funktion y(f). Es wird hierbei vorausgesetzt, dass (1, y(r)) auf einer
Teilmenge D = {(7,y)|la <t < b, —o0 < y < oo} kontinuierlich definiert ist. Weiter wird angenommen, dass das so definierte Anfangswertproblem
“well-posed” ist und eine eindeutige Losung y(1) existiert ("well-posed" bedeutet hier, dass die Differentialgleichung eine Struktur hat, bei der kleine
storungen im Anfangszustand nicht exponentiell anwachsen).




Physik der sozio-6konomischen Systeme mit dem Computer

1.0 4
(Physics of Socio-Economic Systems with the Computer) .
Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitat in Frankfurt am Main

0.6 1
(Sommersemester 2024) Anwe ) d un g . =
von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske ~ Evolutionare Spieltheorie 4
Frankfurt am Main 15.05.2024 Download Jupyter Notebook VPSOC_DGL _1.ipynb 0.21

View Jupyter Notebook VPSOC_DGL_1.html | ... Python Loesung odeint ()

Erster Vorlesungsteil: Download C++ Programm evoll.cpp . —— C+ + Loesung
Numerisches Losen von Differentialgleichungen (das Anfangswertproblem) 0 ! : ? :‘ 5 6 7 8

Dieses Jupyter Notebook basiert auf den Materialien der Vorlesung "Einflihrung in die Programmierung flr Studierende der Physik (Introduction to Programming for Physicists)" (siehe Vorlesung 8 auf https://itp.uni-
frankfurt.de/~hanauske/VPROG/index.html ). Das Anfangswertproblem wird zunéchst allgemein behandelt und am Ende auf die Differentialgleichung der Replikatordynamik der evolutiondren Spieltheorie angewendet.

Allgemeine Betrachtungen

Zunachst wird das Python Modul "sympy" eingebunden, das ein Computer-Algebra-System fur Python bereitstellt und eine Vielzahl an symbolischen Berechnungen im Bereich der Mathematik und Physik relativ einfach

moglich macht. Falls Sie das "sympy" Modul das erste Mal verwenden, missen Sie es zunachst in Ihrer Python 3 Umgebung installieren (z.B. in einem Linux Terminal mit "pip3 install sympy").
from sympy import *

init_printing()

Wir betrachten in diesem Jupyter Notebook das numerische Lésen einer Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung der Form

i dy(t) :

0(t) = —— = f(ty(1) mita<t<b, y@)=a . )
Die Funktion f(t,y(t)) bestimmt die DGL und somit das Verhalten der gesuchten Funktion y(). Es wird hierbei vorausgesetzt, dass f(t,y(t)) auf einer Teilmenge D = {(t,y)|a <t < b, —oo < y < oo} kontinuierlich
definiert ist. Weiter wird angenommen, dass so definierte Anfangswertproblem "well-posed” ist und eine eindeutige Losung y(t) existiert ("well-posed" bedeutet hier, dass die Differentialgleichung eine Struktur hat, bei

der kleine Stérungen im Anfangszustand nicht exponentiell anwachsen).
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Vorlesung 7
Vorlesung 7

= . jerkonzepte konnen wir bereits
Mitels der bisher eresnicn ek und Sie werden auch bal

P,

. P cucfstl de ok Pregnswacerss - 1 umfunereiche Berechnungen duchfibheen
- 7 wir den Pro; und Prog; > B K t der Klasse. viele umfangre e i
)l S Od-es‘mg s d ob‘\ckt:n‘mdencn Programmuerung becot b -’m dfm k::z?i)mmt wird, an Threm cigenen Progmmanes ki :‘gd\e ;znchnulvﬁetm Schoph
kennealernea. Die gesartie 1d“:d“ﬁnienet neuer Dateatyp, der durch das Schliisselwort ‘cl-”s g: itet haben, den umfangreichen Programmes b{]:‘:nl:x:?nu vor uad in dieser Vodesuig
- C++ Klasse ist ein benutzerdefinierter 0 deecbook die] jonseeg ciner neuen fiktiven, vistueller ehensweise bei det
Eine C -erden wir, nachdem wir in einem Jupytes 2 1 tion betcachten. werden wir cine ganz neve Art o Hcr::‘i 'm:w,dﬁm"fd"“
Auflerdem wert Anwendungsfall der numerischen Integed Erschaffung cincs Programaes edmm;\t e :guxdxnnm
£ - b,e stes 3
angepasster Programimictd rdnete Strukturin den
. d C++ Klassen anismus moglich, ioe GO it dab
Objekt-orientierte Programmierung un o : ;ﬁﬁ:‘m Ci+ Quiksit s E;:..;:;:::md ;
P entwucfstl deg i das 70 konstruiere! 4 3 m
) ) . 1= izt kennengelent haben, \‘c.f\\'fﬂdﬂm ‘:::)g mmog“wﬂ‘%‘“ (das dtnm::;‘:g des Objektes (die lnsmzhml somitcic o7
#include <stdio.h= tandard Input- und Qutp tf - ctechniken, die Wit bis j€t2! h“mﬁdk&ntmunggﬂm_‘ cecte Klassenkonzept it S ffenist, b wekde
#include <cmaths r7 rRiblinthek Fir ma . isten Programmuert® - mna\\mdf"F° : m,d;ufdzsnlc*“"cS. dass man Objekte chaf
include =cmath= bli ek Tur me ag, wal Die mes i ngmmrmlmﬂg- W‘-‘“_ =g ngnmuum“ o d“ﬂlriglid““ Eltahr\mg e gbet
#include < tor> [/ . 1 progedn . der objektonentic jerung beruhit 3 o und st abEr MO ARETC L Lt
. 3 ; : entierten Prog : <bare E\gcﬂ“h’m deg ducch das Sd‘h“
using namespace std; C ++ P r O g r a m m Prog! Konzept dex objektorientiet besitzt einesseits messDAE 8L patentyp, azlich auf diesc
ehen. Das Ko? oilt: Ein Objekt D - enuzesdefins siecuog bertBt 80 L Daten
> 5 beurt! % Klasse st &8 L Prog! 7 10 Instanzvanadiet &
MaBstaben DEUET Eine C++ - cktorientiesten X £ Objektes in 1o weisen d¢s
nach zwes ? - on defintest. E49 Tdee der obic! - schaften des OVIENE" 1o yechaltenswesst
N cine Verhaltens™ Can wicd und die gesamte » die me E n\‘:m ¢ dann initialisiest c‘:dgbf“ (aheses siche
class dsolve] e evo 1 . C p p 3 s gekennzeichnet ® + Klasse werdes ¢ Daten ec Fuskis en bes
double a = 3; sy iels .d:zs;%def Klasse. 18 ﬂ::m Konstruktore? ::::;e sogenannte® .\(ll e Klassea)
J - 0! ;
double b = 4; s) = {“:mbﬂ) gespes d\::h Klasseninter® e P o :
double ¢ = 1; 3 A icktes werden Obight-2 pesitzt &€ B0 pe Ger B e
3 Ob 'tkte tion picht den MU
double d = 5; 5) o frameechs BePS N e
: Theori€: i e Uere
petaachten gschen
double ta = 0; erden soll iy, ﬂk’k“ﬁzknﬁ;“””“mﬂ oonane {
double tb = 8; = Inte tng o Jotegai®® “:':‘Gsk;chmsf"," (dos tanzvari?
int N = 10; - Punkte in ;,%"670%3 .\'C“‘_‘::O:Co(rs formWE™  geser
double h = (tb - tal/N; t I :’” ¢ S wg, %o : - '\gbens“ri%d“!'l‘,,,.ma?d‘_"’“ public’  ieoren
- - Z, [y 12 Vorg p edfOIgh 7y i el Kon nktio
double alpha = 0.2; / hunge? son (520 or-FUl
: R Gl e ForkSo" e N ( Mesber cor)
double t = ta; . 1ntegae” Polroo™ T e (pestr¥
double ki, k2, k3, k4; oty ”’W
S0, |/ IS ynd
Copg e, ——— oo
vector=double= x_Rungek_4: X Séb . : Beim K
. s alf .
vector=double> Zeit; ”?00:t : hofl
‘o
. tr, N
public g
'/ Konstruktor mit v q en (Initialisierung d Loesung ﬂke?’
dsolve(double ta_, double tb_, int N_, double alpha_) alalpha R R
Zeit.push_back(t); o1 g ﬁ’d;‘*ﬁ
x_RungeK_4 .push_back(alpha); t al trager ‘| K
for(int i=0; i = N; ++1){ e des t-1I alls
ki = h*glt,x_RungeK_4[i].,a,b.c.d);
k2 = h*glt+h/2,x_RungeK_4[i] + ki1/2,a,b,c,d}; Kutta
k3 = h*glt+h/2,x_RungeK_4[1] + k2/2,a,b.c,d}; Kutta
k4 = h*glt+h,x_RungeK_4[1] + k3,a.,b,c.,d)
t=1t+h ht
Zeit.push_back(t);
x_RungeK_4.push_back(x_RungeK_4[1] + (k1 + 2*k2 + 2*k3 + kd4)/6);
} > einzelnen Punkte t-Intervalls
1.
T
Deklz ion der Member-Funktion gl(t,x,a,b,c,d) (Definition findet a

dou

const vector=double=& get_x() const { return x_RungeK_4;
const vector<double=&

ble gldouble t, double x, double a, double b, double c, double d):

get_zeit() const { return Zeit; }



Vorlesung 9

b

In dieser Vorlesung befassen wir uns zundchst mit dem numerischen Lisen von Systemen gekoppelter
Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter Ordnung und stellen im darauf folgenden Teil mdgliche
Programmierprojekte vor, die von den Studierenden bearbeitet werden kénnen. Beim Klicken auf die Uberschriften
der Projekte gelangen Sie zu einer detaillierteren Beschreibung der einzelnen Projektthemen.

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter Ordnung

In der vorigen Vorlesung hatten wir die unterschiedlichen Verfahren zum Losen von Differentialgleichungen erster
Ordnung kennengelernt. Die Bewegungsgleichungen vieler physikalischer Systeme sind jedoch von zweiter Ordnung
in der Zeit und in diesem Teilkapitel beschreiben wir die Vorgehensweise wie man solche Differentialgleichungen
héherer Ordnung numerisch mittels eines C++ Programmes lost. Um ein Differentialgleichung zweiter Ordnung
mittels des Computers losen zu konnen, schreibt man zunéchst die DGL in ein System von zwei gekoppelten
Differentialgleichungen ersten Ordnung um und diese 16st man dann mit den Verfahren, die in der vorigen
Vorlesung behandelt wurden. In diesem Unterpunkt werden wir uns zunachst mit Systemen von gekoppelten
Differentialgleichungen erster Ordnung befassen und dann das numerische Losen von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung vorstellen (n&heres siehe Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und
Differentialgleichungen zweiter Ordnung).

Studentische Projekte

Das Foucaultsche Pendel

Im Jahre 1851 gelang Jean Bernard Leéon Foucault ein anschaulicher Beweis der Erdrotation. Aufgrund der, in
rotierenden Bezugssystemen auftretenden Coriolisbeschleunigung, dreht sich die Schwingungsebene des Pendels
langsam. Dieses Projekt ist ein Anwendungsfall der Newtonschen Mechanik in bewegten Bezugssystemen (siehe z.B.
Walter Greiner, 'Klassische Mechanik IT' [8. Auflage, 2008, Kapitel I3. Seite 18]) und das zugrundeliegende System
von drei gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung gilt es numerisch mittels eines C++ Programmes zu
lésen und die berechneten Daten mittels Python zu visualisiern.

Das periodisch angetriebene Pendel

Das Projekt periodisch angetriebenes Pendel ist ein Anwendungsfall aus der klassischen Mechanik (siehe z.B. Walter
Greiner, 'Klassische Mechanik II' [8. Auflage, 2008, Kapitel VII27. Seite 496]). Das System besteht aus einem Pendel,
auf welches zusatzlich eine aulere Kraft mit periodischer Zeitabhangigkeit wirkt. AuBerdem soll das Pendel durch
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Das numerische Losen von Differentialgleichungen ist ein
mathematisch anspruchsvolles Thema und kann in dieser Vorlesung
nicht im Detail erlautert werden. Im ersten Teil dieser Vorlesung sollen
die im vorigen Unterpunkt (Differentialgleichungen: Numerische
Lésung von Anfangswertproblemen) besprochenen Verfahren auf
Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und
Differentialgleichungen zweiter Ordnung angewendet werden. Die
Bewegungsgleichungen vieler physikalischer Systeme sind von zweiter
Ordnung in der Zeit und es soll die Vorgehensweise besprochen
werden, wie man solche Differentialgleichungen hoherer Ordnung
numerisch mittels eines C++ Programmes lost.

Ab der néachsten Vorlesung (Vorlesung 10) werden die Studierenden
dann an eigenen Projekten arbeiten, wobei viele dieser Projekte
Probleme behandeln, die man nur mittels einer numerischen Ldsung
adacquat beschreiben kann (siehe linkes Panel dieser Vorlesung). Beim
Klicken auf die Uberschriften der Projekte gelangen Sie zu einer
detaillierteren Beschreibung der einzelnen Projektthemen. Neben den
hier vorgestellten Projekten, konnen auch eigene Projektthemen
behandelt werden. Bei Interesse konnen auch Projekte aus dem
Bereich der Physik der sozio-6konomischen Systeme (z.B.
Replikatordynamik der Evolutionaren Spieltheorie, Simulationen von
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Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

Im vorigen Unterpunkt hatten wir die unterschiedlichen Verfahren zum Losen von Differentialgleichungen erster Ordnung kennengelernt. Die
Bewegungsgleichungen vieler physikalischer Systeme sind jedoch von zweiter Ordnung in der Zeit und dieses Unterkapitel der Vorlesung 9 befasst sich damit, wie
man solche Differentialgleichungen héherer Ordnung numerisch mittels eines C+4+4 Programmes lost. Um ein Differentialgleichung zweiter Ordnung mittels des
Computers losen zu konnen, schreibt man zunachst die DGL in ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen ersten Ordnung um und diese lost man
dann mit den Verfahren, die in der vorigen Vorlesung behandelt wurden. In diesem Unterpunkt werden wir uns zunachst mit Systemen von gekoppelten
Differentialgleichungen erster Ordnung befassen und dann das numerische Losen von Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorstellen.

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen

Wir betrachten zunachst das numerische Losen eines Systems von m-gekoppelten Differentialgleichungen (DGLs) erster Ordnung der Form

. dy
yl(t) = d_tl = fl(tﬂ Yi.Y2,-- -:ym)
. dyo
yg(t) = E - f?(tsylsyﬂs .. wym)
ha(t) = ... =
. AYrm,
ym(t): dt :fm(taylay%'--ﬁym) 3

wobei die zeitliche Entwicklung der Vektorfunktion y(t) = (y1(t), y2(t),...,ym(t)) in den Grenzen a < t < b gesucht wird. Die m-Funktionen
filt,y1,92, ...y Ym), © € [1,2,...,m] bestimmen das System der DGLs und somit das Verhalten der gesuchten Funktion y(t¢). Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die

Funktionen f;(t,41,¥2,-..,Ym) auf einer Teilmenge D ( R™! 2 D) kontinuierlich definiert sind und das so definierte Anfangswertproblem "well-posed" ist und eine
eindeutige Losung y(t) existiert. Bei gegebener Anfangskonfiguration

yl(a):alk yﬂ(a):aﬂa s }ym(a):am

ist es dann numerisch moglich das System von gekoppelten DGLs zu losen.



Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen »

Wir betrachten zunachst das numerische Losen eines Systems von m-gekoppelten Differentialgleichungen (DGLs) erster
Ordnung der Form

. dy
yl(t) — d—tl — fl(t;ylng,- . ':ym)
. dys
yQ(t) — E — fz(t:ylay%' . ':ym)

Ga(t) = ... =

dy.m
Jm (T —, — Jm t-.r 1y Y231y Ym )
Yn(t) = —= = fm(ts Y1925+, Ym)

wobei die zeitliche Entwicklung der Vektorfunktion y(t) = (y1(t),y2(%),---,¥.n(t)) in den Grenzen a < t < b gesucht wird.
Die m-Funktionen f;(t,y1,42,---,Ym), ¢ € [1,2,...,m] bestimmen das System der DGLs und somit das Verhalten der
gesuchten Funktion y(t). Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die Funktionen f;(¢,y1, o, - .., yn) auf einer Teilmenge D (

R™"1 O D) kontinuierlich definiert sind und das so definierte Anfangswertproblem "well-posed" ist und eine eindeutige
Losung y(t) existiert. Bei gegebener Anfangskonfiguration

yi(a) = a1, ypla) =az, ... , yn(a) = an

ist es dann numerisch moglich das System von gekoppelten DGLs zu 16sen.



Beispiel: Numerische Losung eines Systems von zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung

h
Wir betrachten speziell das folgende System bestehend aus zwei gekoppelten DGLs (m = 2):

. dy

yl(t) — d—tl — 3’9‘1 + 23}2 — (2t2 —|— 1) . 82t — fl(t; ylg yg)

. dy2 2 2% .

yz(t):—dt = dyi +yp+ (B +2t—4) -e* = folt,y1,y2)

und sind an der numerischen Losung y(t) = (y1(t), y2(t)) im Zeitintervall ¢ € [0, 1] interessiert. Die Anfangsbedingungen
lauten

y1(0) =1 =1, 12(0) =z =1

Das Losen dieses Systems von DGLs ist auf gleichem Wege moglich, wie man einzelne Differentialgleichungen numerisch
approximiert.




C++ Programm: Implementierung der DGL bestimmenden Funktionen

und analytische Lésungen zum Vergleich

DGL 2.cpp

#include <stdio.h= i I t tput Bibliothek 1 7. E intf
#include =cmath= Bibliothek f themati = e - F ti Bet

double f 1(double t, double y 1, double y 2){ Dek] ti Definiti er F ti f 1(t,yl,y2
double wert;
wert = 3%y 1 + 2*y 2 - (2*pow(t,2) + 1)*exp(2*t); Figentliche Definiti er Funkti
return wert; Rie awert der F ti F 1

} Ende der Funkti

double f 2(double t, double y 1, double y 2){ Dek ti Definiti er F ti f 2(t,yl,y2
double wert;
wert = 4%y 1 +y 2 + (pow(t,2) +2*t - 4)*exp(2*t); Eigentliche Definiti er Funkti
return wert; Rug ewert der F t1 f 2

}

double y 1 analytisch(double t){ lytische Loe 1(t

double wert; ei geaebene £ art 1 -1 . 1
wert = exp(5*t)/3 - exp(-t)/3 + exp(2*t); Eigentliche Definiti s lytische Loe
return wert; Rue anre
,;' } Ende ae ETIN1TL
.ﬁi/ double y 2 analytisch(double t){ lytische Loe 2(t
4 double wert: =1 geqebene £ ert v 1(al=1 > (3)=]
wert = exp(5%t)/3 + 2*exp(-t)/3 + pow(t,2)*exp(2*t); Figentliche Definiti = lytische Loe

return wert; R t
" } Ende der Definiti



int main(){
double a
double b
int N=1
double h

= 1 n

double alpha 1
double alpha 2

double t;

double y Eu
double y Ru
double k1 1,
double y Eu
double y Ru

double k1 2,

double tmp;

printf("# 0:
printf("# 4:
printf("# 6:

printf("
printf("

for(int i=0
t=a+
printfi(
printf(

tmp =y
y Euler

kl 1
k1 2
k2 1
k2 2
k3 1
k3 2
k4 1
k4 2

v,

1; I

<

(b - a)/N;
1;
1;

ler 1 = alpha 1;
ngek 4 1 = alpha 1;
k2 1,k3 1,k4 1;
ler 2 = lpha 2;
ngeK 4 2 = alpha 2;
k2 2,k3 2,k4 2;

Index i \n# 1: t-Wert “n# 2: Euler Methode yl
Runge-Kutta Ordnung vier yl
Analytische Loesung yl # 7: AnalytiSChe Loesung y2

1= N; ++1){

i*h;

we - 19.15F %19.15F %19.15F %19.15f *,i, t,
" 51 5f ", y RungeK 4 2,

y_E
y 1

Euler 1 + h*f 1(t,y Euler 1,y Euler 2);

2 =y Euler_2 + h*f_2(t,y Euler 1,y Euler 2);
y Euler

1 = tmp;

h*f 1(t,y RungeK 4 1,y RungeK 4 2);

h*f 2(t,y RungeK 4 1,y RungeK 4 2);

h*f 1(t+h/2,y RungeK 4 1+k1 1/2,y RungeK 4 2+kl1 2/2);
h*f 2{t+hf .y _RungeK 4 14kl _1/2,y RungeK 4 2+kl 2/2);
h*f 1(t+h/2,y RungeK 4 1+k2 1/2,y RungeK 4 2+k2 2/2);
h*f 2(t+h/2,y RungeK 4 1+k2 1/2,y RungeK 4 2+k2 2/2);
h*f 1(t+h,y RungeK 4 1+k3 1,y RungeK 4 2+k3 2);

h*f 2(t+h,y RungeK 4 1+k3 1,y RungeK 4 2+k3 2);

y RungeK 4 1 = y RungeK 4 1 + (k1 1 + 2*k2 1 + 2*k3 1 + k4 1)/6;
y RungeK 4 2 = y RungeK 4 2 + (k1 2 + 2*k2 2 + 2*k3 2 + k4 2)/6;

analytlsch{t}

o

]

# 3: Euler Methode y2
# 5: Runge-Kutta Ordnung vier y2

t, y Euler 1, y_ Euler 2, y RungeK 4 1);
", y RungeK 4 2, y 1 analytisch(t),

'y 2 analytisch(t));

Euler 1, y Euler 2, .y.RungeK 4 1}
y_z_analytlsch[t}}

o m

o m

main()-Programm
Zur Losung des

i fuer . Systems bestehend
S e aus zwei DGLs erster
K4 fuer )1 Ordnung




int main() base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ g++ DGL_2.cpp
hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ 3.0ut

1 = alpha_
_RungeK 4 1 = alp
ki 1,k2 1,k3 1,ké 4
Euler 2
_Rungek

- l\
£
Wi L, R

[

) b D (

y U1

~J W W oo D

printf("# 0:
printf("#

=
printf(" ‘
printf(" S |

S OYWD B W N == O ¢

) 00

&N

S T T T W .
S T S S S S T S S S S S
T T T T T T -
S S S S S S S S S S S

D fub fub fub fub fub fub fub (b b

for(int i=0; i ==
t =a + i*h;
printf(" ",i, t, y Euler 1, y Euler 2
printf(" RungeK 4 2, » isch(t)

tmp = y Euler 32.306838455932400 31.516766532214152 35.91 9198
y Euler 2 33 7.58 5818
y Euler 1 35 9.32 39.3251 )3 .38
36 1.15 41.153 < 0.
38 3.0 43.072 1 42.
40 45 45.0850 3 44
h*f 2(t+h 43 G 19.412 3 49
h*f 1(t+h 45 51 51 Oy )5 51
h*f_2(t+h/ 8 54 54 ' 6 54
L 20 >/

f'l.i-.f_-._?l:-‘t+|'|,'_: ¢ »
(4 1=y RungeK 4 1 + (k
4 y RungeK 4 2 + (k



Visualisierung und numerische Losung mittels Python N

Beim Klicken auf das untere rechte Bild gelangen Sie zu dem Jupyter Notebook DGL 2.ipynb in dem eine Visualisierung

der Ergebnisse des oberen C++ Programms programmiert ist. Die untere Abbildung auf der linken Seite zeigt z.B. die

Visualisierung der Daten von DGL_2.cpp. Zusatzlich wird in dem Notebook auch die numerische Losung direkt in Python
generiert (Methode "integrate.odeint()" im Python-Modul "scipy") und mit den simulierten Daten der unterschiedlichen
Verfahren verglichen.

1y, U2

N2

1y,

0.0

=02

Euler Methode

L'I.ILI

0.2

0. ujqi
t

Analytische Loesung

1y, U2

12

1y,

odeint() Methode

0.5

10

Einfuihrung in die Programmierung fir Studierende der Physik

(Introduction to Programming for Physicists) b
Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitdt in Frankfurt am Main

(Sommersemester 2022)

von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 01.04.2022

Numerisches Losen von Differentialgleichungen

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Im Jupyter Motebook DGL_ 1 ipynb haben wir einige in Python implementiene Losungsmethoden fir Differentialgleichungen erster Ordnung kennengelermt.
In diesem Notebook werden wir uns zundchst mit Systemen von gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung befassen und dann das numerische
Lasen von Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorstellen.

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen
Wir betrachten zundchst das numerische Lasen eines Systems von m-gekoppelten Differentialgleichungen (DGLs) erster Ordnung der Form
. dy
nin = =1 = S v, V)

= fo(l, ¥1. 000000 Vm)

dt
; dy
L) = ===
»(0 dt

Bn=...=




~—— Replikatordynamik (2xM)-Spiele

Wir beschranken uns zunachst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen -
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen
Populationsanteil der zur Zeit t gewahlten Strategien x,(t) , j=1,2,...M im Laufe der

Zeit entwickeln.

M
° d 1
% (£): = xéit) =% (t) - Z Bjic - 2 (8) =
k=1

M

M
Z $i1 - X (T) - x ()
k=1

[=1
\ v o v i
Wobei die Parameter $,, die einzelnen \ \
Eintrage in der Auszahlungsmatrix des . 4
1.Spielers darstellen (" Fitnessder ) Durschnittliche
$ o g o Strategie ) Fitness
GoigE e g . (Auszahlung) der
- . Durchschnitt- gesamten
= = licher Erfolg der Population
$ $ $ $'" \_ j-ten Strategie / - /
M1 M2 M3 MM



- Replikatordynamik—— .

= (fiir symmetrische (2x3)-Spiele)

Wir beschranken uns nun auf symmetrische (2x3)-Spiele , d.h. zwei Personen - 3
Strategien Spiele (M=3). Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
vereinfacht sich unter dieser Annahme wie folgt:

Pl

P
1
xcjlit) = x;(t) - ;$jk X (L) = 2 2 S 0 (0) - ()

[=1 k=1

_$j1'x1+$j2'x2+$j3'x3_
ﬁ=x-- $11-x1 x1 + 810 x1 - x + 813 %1 - x3 +
dt J o +$21'X2’X1+$22'Xz'X2+$23'x2'X3+
|\ 831 x3 - x1 + 835 - x3 - x5 + $33 - X3 X3
j=12,3 \ |

!
$




/Repllkato rdynamik—— =

(fir symmetrische (2x3)-Spiele)

Man erhalt ein System von drei gekoppelten Differentialgleichungen:

dx .
d—tl=x1-[$11-x1+$12-x2+$13-x3—$]
dx !
d—tz=x2-[$21-x1+$22-x2+$23-x3—$]
dx -
d—tg=X3'[$31'x1+$32’X2+$33‘X3—$]

Das System von Differentialgleichungen lasst sich bei gegebener
Auszahlungsmatrix $ und Anfangsbedingung (X1 (0), x,(0), X, (O)) meist nur
nummerisch (auf dem Computer) 16sen. Die Losungen bestehen dann aus den drei
(zeitlich abhingigen) Populationsanteilen (x,(t), X, (t), X,(t)) -



~Replikatordynamik—a""c o a2 (@2

(fir symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 1)

. . S e (a,2)  (0,0)  (2,7)
Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel

eines (2x3)-Spiels mit der rechts Strategie 3 o) | 2 | o, 0)
angegebenen Auszahlungsstruktur: ? ’ ,

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 1 & Zur
Entwicklung der relativen : | Reine Strategie 3 Visualisierung
Populationsanteile der gewahlten - N d
Saaaa s 0.81 t=0. AN &
Strategien fl.lI‘ drei mogh.che. | ; 2NN Gemischtes evolutionaren
Anfangsbedingungen. Die einzige : 7oA _:“'\,\\X gf‘;};h ewiche | ENtwicklung
evolutionar stabile Strategie dieses 0.6- f RN und Esgs benutzt man of
Beispiels l.)efinde.t sich beim gemilsizhlten z ] ; fg= 0 G'&, die sogen.
Nash-Gleichgewicht (g@g} 04 P 7 VY barycentric
Die einzelnen Pfeile im Dreieck R ey T coordinates:
: : - rd T2y Y e :

veranschaulichen den durch die : R OS= /2 T

- - - Yo i PN N L X
Sp-lelmatrlx b.estimmten. Strategler.l 0.2- FTTAR =2 1 )Y yi=x, + S
,2Richtungswind®, dem die Population 1 7T TAN xs..f-_hh‘m_:ww:f;; L / : 2
zeitlich folgen wird. I

=

/5’ 0.2 0.4 0.6 0.8 /n
y
Reine Strategie 1 Reine Strategie 2




- Replikatordy

(fir symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 2)

Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel

eines (2x3)-Spiels mit der rechts
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche
Entwicklung der relativen
Populationsanteile der gewahlten
Strategien fir drei mogliche
Anfangsbedingungen. Das Spiel besitzt
drei Nash-Gleichgewichte in reinen
Strategien, die ebenfalls evolutionar
stabile Strategien darstellen. Welche
der drei ESS die Population realisiert
hangt von dem Anfangswert der
Populationsanteile ab. Die zeitliche
Entwicklung folgt wieder dem
Strategien-,Richtungswind® der
zugrundeliegenden
Auszahlungsmatrix.
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(Klassifizierung symmetrische (2x3)-Spiele) In: Global Th.eory of Dynamical
Systems, Springer 1980

0 2-1 03—11 01 1 06—41
E. C. Zeeman zeigt in seinem (-;'3 3) (3—3 3) (‘i T e (:f 0 g)

im Jahre 1980 veroffentlichten
Artikel, dass man evolutionare, 1 L 2 2

symmetrische (2x3)-Spielein1g ~ (%¢1) (53 (1s3) (253)
Klassen einteilen kann. Die

Abbildung rechts zeigt das

evolutionare Verhalten dieser e o o .
19 Spieltypen. Die ausgefillten (2e2) (32:) (3e3) (123)
schwarzen Punkte markieren

die evolutionar stabilen

Strategien der jeweiligen M_HLE o L i
Spiele. Es gibt Spielklassen, die 53 'Zl S ﬁ& (-:-ijlg (£33
besitzen lediglich eine ESS und

Klassen die sogar drei ESS . - 10

beSitzen. ( o 1—1] [_z_é:z] (:0—3—1)
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Anwendungsfelder Spieltheorie

* Anwendungsfelder in den Wirtschafts- Sozialwissenschaften und
Biologie

Experimentelle Okonomie
Die Finanzkrise als Falke-Taube Spiel
Die Entstehung einer dritten Strategie im Elfmeter-Spiel (Nesken Effekt)

Evolutionare Entwicklung einer Eidechsen Population als symmetrisches (2x3)-
Spiel

Das Rauber-Beute Spiel und die Lotka-Volterra-Gleichung

Die Klimakrise als Populationsdilemma



/

—.““\ __

e , wd)/2, .
Das Falke-Taube Spiel (((lfh_d))/z) (P ©)

Falke - (0, pn) (pm/2, pm/2)

Das Falke-Taube-Spiel modelliert urspringlich den
Falke Wettkampf um eine Ressource (z.B. Nistplatz). Das
Taube Spiel wird jedoch oft auch auf andere Systeme
angewendet, wobei die Taube-Strategie eine
friedliche Verhaltensweise symbolisiert und die

Falke Falke-Strategie ein aggressives Verhalten.
Im folgenden Artikel wird das Falke-Taube-Spiel auf
Taube % den Immobilien-Investmentmarkt angewendet
Taube (Spieler-Population: Investmentbanker).
Parameter|  Risk of TABLE I: Payoff matrix for investment bankers A and B
"'etpt;“g "le”’t“L%li"\'f‘“‘:“l (I S within the Hawk-Dove game. The parameters axe defined as
ll: MEEEM ig i follows: pp: high selling premium, d: disutility resulting from

fighting and p,,: moderate selling premium.
TABLE II: Parameters of the three different sets of the un-

derlying payoff matrix used to model the investment market

of the Hawk-Dove game.
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Wie entwickelt sich der
Populationsvektor x(t) der
Investmentbanker im Laufe
der Zeit?

Doves and hawks in economics revisited: An evolutionary quantum
game theory based analysis of financial crises

Matthias Hanauske **, Jennifer Kunz®, Steffen Bernius ?, Wolfgang Konig © Benutzen Sie hierbei die drei
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ARTICLE INFO ABSTRACT
Article history: The last financial and economic crisis demonstrated the dysfunctional long-term effects
Recelved 14 April 2009 of aggressive behaviour in financial markets. Yet, evolutionary game theory predicts that

Received inrevised form 22 April 2010

¢ : under the condition of strategic dependence a certain degree of aggressive behaviour
Available online 15 june 2010

remains within a given population of agents. However, as a consequence of the financial
crisis, it would be desirable to change the “rules of the game" in a way that prevents the
. occurrence of any aggressive behaviourand thereby also the danger of market crashes. The

Evolutionary game theory : ; E
Bt g heasy paper picks up this aspect. Through the extension of the well-known hawk—d'ovc game by
Hawk-dove game a quantum approach, we can show that dependent on entanglement, evolutionary stable
Financial crisis strategies also can emerge, which are not predicted by the classical evolutionary game
theory and where the total economic population uses a non-aggressive quantum strategy.
© 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.
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~ Fiskalbehorde Keine neuen Weiter Schulden
= . Schulden machen
: Geldbehord
~Das Spiel der e dbenorde

Geldpolitik 3,3)  (2,4)

B > (o

Eine nationale, oder auch europaische Geldpolitik ist stets in einem fiskalpolitischen Diskurs. Die
Geldbehorde (Zentralbank), die z.B. durch eine Verknappung der Geldmenge (kontraktive/restriktive)
Geldpolitik bzw. eine Ausdehnung der Geldmenge (expansive Geldpolitik), eine stabile bzw. unstabile
Strategie wahlen kann, ist bestrebt ihre geldpolitischen Ziele (z.B. Preisniveaustabilitit) durchzusetzen.
Sowohl die Entscheidungstrager der Geldpolitik als auch die Politiker, welche eine fiskalpolitische
Entscheidungen zu treffen haben, befinden sich in einem wiederholten Spiel. Laut Gerhard Illing
(Theorie der Geldpolitik, Kapitel 10.2) ist das gesamte geldpolitische Spiel, in erster Ndaherung, wie in der
obigen Spielmatrix zu approximieren. Zusatzlich wirkt das globale Finanznetzwerk, zusammengesetzt
(unter anderem) aus einer Vielzahl von Spekulanten, auf die Regierung ein, indem sie durch spekulativen
Devisenhandel Wahrungskurse attackieren. Naheres siehe: Hochschul-Sommerkurses 2011, , Money, Money;,

Money: Deutschlands Wirtschafts- und Finanzleben® (https://itp.uni-
frankfurt.de/~hanauske/new/HSK_20m1/index.html)
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| ~ Fiskalbehorde Weiter Schulden
= Geldbehérd Schulden machen
~Das Spiel der  Geldbehorde
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Obwohl hier eine symmetrische Spielmatrix vorliegt, ist das
zugrundeliegende Spiel als Bi-Matrix Spiel zu beschreiben. In
welche Klasse von Bi-Matrix Spielen ist das Spiel einzuordnen?
Beschreiben Sie die moglichen zeitlichen Entwicklungen.

Benutzen Sie hierbei das folgende Maple oder Python Programm:
1) Bi-Matrix Spiele (Maple): https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/T1/maple/I-2-4/BiMatrixi.html
2) Bi-Matrix Spiele (Python): https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/T2/python/bimatrixi.py



f Anwendungsfelder der Spieltheorie (I)

Biologie
e Verteilung von Bakterien in Organismen

Siehe z.B.: Kerr, Feldmann, Nature 2002

e Kooperation von Virus-Populationen
Siehe z.B.: Turner, Chao, Nature 1999

e Paarungsstrategien von Eidechsen
Siehe z.B.: Sinervo, Hazard, Nature 1996

e Evolutionare Entwicklung von Makromolekiilen
Siehe z.B.: Eigen, Schuster, Naturwissenschaften 64, 1977



Evolutionare Spieltheorie
Evolutionare Entwicklung von biologischen Systemen

Quasispezies und die Fitness der Genom Sequenz

Viele der in diesem Unterkapitel behandelten Systeme sind dem Buch Martin A. Nowak, Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life, 2006

entnommen, welches eine sehr gute und allgemein verstindliche Einfiihrung in das Themengebiet der evolutiondren Dynamik darstellt. Obwohl der Fokus
dieses Buches im Bereich der Evolution von biologischen Systemen liegt (siehe Kapitel 10: HIV Infection, Kapitel 11: Evolution of Virulence, Kapitel 12:
Evolutionary Dynamics of Cancer, und Kapitel 13: Language Evolution), sind die Kapitel 1-9 weitgehend allgemein formuliert. Die evolutionire Dynamik
unterschiedlicher Spezien einer Tierart und der Mechanismus wie Tierarten ineinander iibergehen wurde von Charles Darwin bereits im Jahre 1840
beschrieben. Im Jahre 1973 stellte John Maynard Smith eine Verbindung zwischen den Populationsgleichungen der Biologie und der evolutiondren
Spieltheorie her. Das Konzept der Quasi-Spezien (Ensemble von dhnlichen Genomen Sequenzer; (Erbgut eines Lebewesens) welches durch einen Prozess
der Mutation und Selektion entstanden ist) wurde von Manfred Eigen und Peter Schuster entwickelt (siehe Kapitel 3.3: Martin A. Nowak, Evolutionary

Dynamics - Exploring the Equations of Life). Die Struktur der Quasi-Spezien Differentialgleichung ist den Gleichungen der evolutionidren Spieltheorie sehr
dhnlich (siehe Bild 3.4 und 4.5: Martin A. Nowak, Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life). Die evolutionire Vorteilhaftigkeit einer

Genom Sequenz wird hierbei als die Fitness der Quasi-Spezie bezeichnet. Quusi-Spezien entsprechen den Strategien der Spieltheorie und die Fitness kann
als der Auszahlungswert einer Strategie aufgefasst werden. Die zeitliche Entwicklung der Quusi-Spezien am Beispiel des Paarungsverhalten von Eidechsen
wird z.B. in siehe Sinervo, Barry, and Curt M. Lively. "The rock-paper-scissors game and the evolution of alternative male strategies.' Nature 380.6571

(1996): 240. analysiert (siehe auch Vorlesung 6). Die evolutionédre Dynamik hingt von der unterliegenden Netzwerkstruktur der beteiligten Akteure ab und

skalenfreie Netzwerkstrukturen agieren hier als Verstirker der evolutionédren Selektion (siehe Kapitel 8, Evolutionary Graph Theory: Martin A. Nowak,

Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life). Im folgenden Unterpunkt werden sie sogenannten Spatial Games behandelt (eine ausfiihrliche

Einfuhrung findet sich im Kapitel 9: Martin A. Nowak, Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life).

: Siehe Teil lll der Vorlesung




I11.3 Anwendungsfelder der Spieltheorie

I11.3.1 Die Wissenschaft als komplexes Netzwerk (Models of Science Dynamics)

I11.3.2 Sozio-okonomische L.abor- und Feldexperimente

I11.3.3 Anwendungen in der Biologie

I11.3.4 Anwendungen in den Politikwissenschaften

I11.3.5 Spieltheorie und Auktionskonzepte

I11.3.6 Finanzkrisen und evolutionire Spiele

I11.3.7 Sozio-0Okonomische Netzwerke




Beispiel

The rock-paper-scissors game - - | e
and the evolution of alternative i 4 L
male strategies %

22"

B. Sinervo & C. M. Lively

Department of Biology and Center for the Integrative Study of Animal
Behavior, Indiana University, Bloomington, Indiana 47405, USA

Evolutionare
Strategie
(Quasi-Spezies)
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The Rock-Siccor-Paper Game
Replicatordynamics and ESS
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Classes of
symmetric (2x3) games
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FE. C. Zeeman proved in his article
that one can categorize symmetric
evolutionary (2x3) games into 19
different classes. The figure on the
left side shows that some classes
have only one ESS (filled black
circles), while others can have
three ESSs.

E. C. Zeeman, POPULATION DYNAMICS FROM GAME THEORY,
In: Global Theory of Dynamical Systems, Springer 1980

MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)



The Rock-Papers-Scissors Game
and the Evolution of Sexual Selection

B.Sinervo and C.M.Lively focus within their article
(The rock-paper-scissors game and the evolution
of alternative male strategies, Nature, Vol.380
(1996)) on the sexual selection of male side-
blotched lizards. From 1990-1995 they studied
experimentally these animals and proposed an
evolutionary model to explain their data.

. . :
D i Male fitness:
. e Rl Number of monopolized + shared females

2974 The male lizards have substantially three different colors, which are strongly connected to their
*  behavior: Orange (very aggressive, defend large territories), Blue (less aggressive, defend small
/ territories), Yellow (sneakers, look like females, not aggressive, do not defend territories). The

- payoff for the male lizards (their fitness) was estimated by the number of monopolized females
' Wsively on his home range) and shared females (overlap to other territorigs),
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The Rock-Papers-Scissors Game Vs -
and the Evolution of Sexual Selection P L~

MaNy species exhibit colour polymorphisms associated with / o _
alternative male reproductive strategies, including territorial i : i e
males and ‘sneaker males’ that behave and look like females'™.

The prevalence of multiple morphs is a challenge to evolutionary

theory because a single strategy should prevail unless morphs | ‘
have exactly equal fitness*® or a fitness advantage when rare®’. _ .
We report here the application of an evolutionary stable strategy < 3 .
model to a three-morph mating system in the side-blotched N EE » : g TP
lizard. Using parameter estimates from field data, the model ‘ e W~ ‘ R
predicted oscillations in morph frequency, and the frequencies of , 4 '-,.,._'f,;A.,‘:»
the three male morphs were found to oscillate over a six-year I '
period in the field. The fitnesses of each morph relative to other
morphs were non-transitive in that each morph could invade
another morph when rare, but was itself invadable by another
morph when common. Concordance between frequency-depen-
dent selection and the among-year changes in morph fitnesses
J suggest that male interactions drive a dynamic ‘rock-paper-
| scissors’ game’.

We have described the first biological example of a cyclical
‘Rock—paper—scissors’ game’. As in the game where paper beats
rock, scissors beat paper, and rock beats scissors, the wide-ranging
‘ultradominant’ strategy of orange males 18 defeated by the
'smeaker’ strategy of yellow males, which is in turn defeated by

the mate-guarding strategy of blue males; the orange strategy
defeats the blue strategy to complete the dynamic cycle. Fre-
quency-dependent selection maintains substantial genetic varia-
tion in alternative male strategies, while at the same time
prohibiting a stable equilibrium in morph frequency. O
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Anwendungsfelder der Spieltheorie (I1)
Okonomie

e ,Public Goods“- (Offentliches Gut)- Spiele

e Trust in Private and Common Property Experiments, Elinor Ostrom, et al.

e Evolutionary Dynamics in Public Good Games, CHRISTIANE CLEMENS and THOMAS RIECHMANN, Computational
Economics (2006) 28: 399-420

e Institution Formation in Public Goods Games, Michael Kosfeld, Akira Okada, and Arno Riedl, American Economic Review
2009, 994, 1335-1355

e Experimentelle Okonomie

e Cooperation in PD games: Fear, greed, and history of play, T.K. AHN, ELINOR OSTROM, DAVID SCHMIDT, ROBERT SHUPP,
Public Choice 106: 137-155, 2001.

* ,Behavioral“- Verhaltens6konomie (Altruismus, Empathie, ...) 25 Fehretal

e Evolution von Informationsnetzwerken



P theorie-

Experimentelle
Okonomie

o 1 2 3 4 S 6
t

Das erste Spiel besitzt nur ein Nash-Gleichgewicht das gleichzeitig die dominante Strategie des
Spiels ist (Kugel, Kugel). Da es sich bei diesem Beispiel um ein dominantes, symmetrisches
(2x2)-Spiel handelt und die Funktion g(x) im relevanten Bereich (x=[0,1]) immer grofRer-gleich
Null ist, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer
gegen die evolutionar stabile Strategie x=1. Die klassische evolutionare Spieltheorie sagt
demnach voraus, dass die Spieler innerhalb der betrachteten Population nach einer gewissen
Zeit mafdgeblich die Strategie Kugel wahlen (x=1). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt
die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 1.
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Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht
(0.67 K, 0.33 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel
handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer zu
dem gemischten Nash-Gleichgewicht (der einzigen evolutiondr stabilen Strategie des Spiels), was
identisch mit der mittleren Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der obigen
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 2.
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Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht
(0.67 K, 0.33 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel
handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer zu
dem gemischten Nash-Gleichgewicht (der einzigen evolutiondr stabilen Strategie des Spiels), was
identisch mit der mittleren Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der obigen
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 2.
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Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-Gleichgewicht in
reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht (0.67 K, 0.33 KK). Daes
sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel handelt, strebt der
Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer zu dem gemischten Nash-
Gleichgewicht (der einzigen evolutionar stabilen Strategie des Spiels), was identisch mit der mittleren
Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der linken obigen Abbildung zeigt die
experimentellen Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 2. Die blauen Punkte in der rechten obigen
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des in Frankfurt gespielten Beispiels 2 (zum Vergleich bitte
die blauen Punkte um -1 auf der Zeitachse verschieben).




Experimentelle Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 3

*x(t)

Das dritte Spiel besitzt ebenfalls keine dominante Strategie, aber zwei symmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,K) und (KK,KK)) und ein gemischtes Nash-
Gleichgewicht (0.33 K, 0.67 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches
Koordinationsspiel handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler abhangig vom
Anfangswert zu einem der beiden reinen Nash-Gleichgewichte (x=1 oder x=0). Die klassische
evolutiondre Spieltheorie sagt demnach voraus, dass es zwei evolutionar stabile Strategien gibt
(x=1 oder x=0). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse
des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 3.




Anwendungsfelder der Spieltheorie (ll)
Sozialwissenschaft

e Kulturelle und moralische Entwicklungen

* Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus
Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129-135

e EVOLUTION OF MORAL NORMS, William Harms and Brian Skyrms, For Oxford Handbook on the
Philosophy of Biology ed. Michael Ruse

e Evolution der Sprache

e Finite populations choose an optimal language, Christina Pawlowitsch, Journal of Theoretical
Biology 249 (2007) 606-616

e Soziales Lernen

e Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus
Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129-135

e Evolution von sozialen Normen

e C(Collective Action and the Evolution of Social Norms, Elinor Ostrom, The Journal of Economic
Perspectives, Vol. 14, No. 3 (Summer, 2000), pp. 137-158

e Evolution von sozialen Netzwerken

e  GOVERNING SOCIAL-ECOLOGICAL SYSTEMS, MARCO A. JANSSEN and ELINOR OSTROM

e A General Framework for Analyzing Sustainability of Social-Ecological Systems, Elinor Ostrom,
et al., Science 325, 419 (2009)
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KEYNOTE TALK

H. Eugene Stanley
(Boston, USA)
“Interdependent Networks
and Switching Phenomena”
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Tutorial

SOE 1.1 Sun 16:04 15:00 HSZ 04 Collective Dynamics of Firms: A

eFRANK SCHWEITZER

Statistical Physics Approach

| Focus Session: Swarm Intelligence

ANon 10:15 10:45 GOR 226 Social Media and Attention eBERNARDO HUBERMAN
AMon 10:45-11:15 Mobilizing society with a red balloon eRILEY CRANE
AMon 11:15 11:45 Collective behaviour and swarm intelligence e JENS KRAUSE

Focus Session: GPU-Computing (with DY)

SOE 5.1 AMon 14:00-14:30 GOR 226 Applications of GPU-Computing in Statistical Physics ePETER
VirNAU
SOE 5.2 Aon 14:30 15:00 GOR 226 Accelerating Monte Carlo Simulations in Statistical Physics with

GPU’'s eDAavID LANDAU

Focus Session: Experimental Methods

SOE 10.1 Tue 13:30 14:00 GOR 226 Complex Economic Systems in the Laboratory oCars HOMMES

SOE 10.2 Tue 14:00- 14:30 GOR 226 Multiplicative Cascades: How to model trip within cities oMl ARTA
C. GoNzALEZ

SOE 103 Tue 14:30 15:00 GOR 226 Human behavior on networks: lessons and perspectives from game
theory SANGEL SANCHEZ

SOE 10.4 Tue 13:00-15:30 GOR 226 Measuring Happiness ePETER S. DODDS

Young Scientist Award for Socio- and Econophysics

SOE 8.1 AMon 17:00 17:45 HSZ (2 Dragon-kings versus black swans: diagnostics and forecasts for the
on-going world financial crisis eDIDIER SORNETTE
SOE 5.1 AMon 18:00 - 18:30 HSZ 02 Community structure in networks and statistical physics of social

dynamics eSANTO FORTUNATO

Joint Symposium on Foundations and Perspectives of Climate Engineering (with AKE, UP)
See SYCE for the full program of the symposium.

SYCE 1.1 Tue 10:30- 11:00 HSZ 01 Oceanic carbon-dioxide removal options: Potential impacts and side
effects e ANDREAS OSCHLIES
SYCE 1.2 Tue 11:00 11:30 HSZ 01 Climate Engineering through injection of aerosol particles into the
atmosphere: physical insights into the possibilities and risks
eMARK LAWRENCE
1.3 Tue 11:30--12:00 HSZ 01 Geoengineering - will it change the climate game? e 1o GOESCHL
1.1 Tue 12:00- 12:3) HSZ 01 The gamble with the climate - an experiment eMANFRED MILINSKI
Plenary Talks related to SOE
PV X Thn R:30- 9:15 H1 Complex Networks: From Statistical Physics to the Cell e ALBERT LASzZLO
BAarABasi
Tutorial
SOE 1.1 Sun 16:00 - 18:00 H10 Time Series Analysis in Sociophysics and Econophysics eJoHANNES J.
SCHNEIDER. eTonias PrEIS
Invited Talks
SOE 2.1 Mon 930 10:15 H44 Don’t panic! - The physics of pedestrian dynamics and evacuation
processes e ANDREAS SCHADSCHNEIDER
SOE 7.1 Tue 93 100 Ha4 Humans playing spatial games e ARNE TRAULSEN
SOE 121 Wed 9:30- 115 Hi4a The hidden complexity of open source software oFRANK SCHWEITZER
SOE 17.1 Thu 930 10:15 Ha4 Wave localization in complex networks eJAN W. KANTELHARDT
SOE 1 Fri 9:30-10:15 Hi4 Hypergraphs and social systems eGUIDO CALDARELLI

Focus Session: Science of Science

SOE 4.1 AMon 13:30 14:00 Ha4 Following the actors: individual and collective behavior in epistemic
landscapes S ANDREA SCHARNHORST

SOE 4.2 Mon  14:00 14:30 Had Tracking science in real-time from large-scale usage data. e JOIAN
BoLLEN

SOE 4.3 Mon 14 5 Ha41 Mapping change in science oMARTIN RoOsvaLL, CArRL BERGSTROM

SOE 4.4  Mon 15: )4 H44 Statistical physics of citation behavior eSANTO FORTUNATO



) Elfmeter im Fussball:
Ubergang von einem (2x2)-Spiel zu einem (2x3)-Spiel

Wolfgang Leininger and Axel Ockenfels*

The Penalty-Duel and Institutional Design:
Is there a Neeskens-Effect?

Abstract
We document an increase in the scoring probability from penalties in soccer,
which separates the time period before 1974 significantly from that after 1976:
the scoring probability increased by 11%. We explain this finding by arguing
that the institution of penalty-shooting before 1974 is best described as a
standard of behaviour for striker and goal-keeper, which in game-theoretic
terms represents a 2x2-game. In contrast to this, after 1976 the institution of
the penalty-duel is best described by a 3x3 game form constrained by certain
behavioural rules. Those rules can be parameterized by a single parameter,
which nevertheless allows the theoretical reproduction (and hence explana-
tion) of all the empirically documented regularities. The scoring probability in
equilibrium of the latter institution is higher than in the former one. We pres-
ent historical evidence to the effect, that this change in the perception of pen-
alty-duels (as two different games), was caused by Johan Neeskens’ shrewd
and “revolutionary” penalty-taking during World-Cup 1974, when he shot a
penalty in the first minute of the final between Germany and the Netherlands
right into the middle of the goalmouth.

The following application is based on a
working paper by W.Leininger and
A.Ockenfels (CESIFO WORKING PAPER NO.
2187, 2008). The article focuses on the
'Penalty-Duel' in soccer and describes it as a
simultanious two player game — a game
between the goalkeeper and the kicker.

Neeskens Elfmeter:

https://www.youtube.com/watch?v=44HvFzhV9xI

Artikel:

https://www.econstor.eu/bitstream/10419/26769/1/5
28420186.PDF



https://www.youtube.com/watch?v=44HvFzhV9xI
https://www.econstor.eu/bitstream/10419/26769/1/528420186.PDF
https://www.econstor.eu/bitstream/10419/26769/1/528420186.PDF

Das Rauber-Beute Spiel

Rauberpopulation



Die Lotka-Volterra-Gleichung
(Rauber-Beute-Gleichung) .
fiir N-P Iati Anzahl der Rauber/Beute Wesen
ur N-ropulationen der i-ten Population zur Zeit t

Reproduktions- Interaktionsmatrix
bzw. Sterberaten
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