Kapitel 7

Diagrammatische Storungsrechnung

7.1 Matsubara Green-Funktionen
Wir errinern uns an die Definition

wp(t) = —iO(+t)([A(t), Ble) , At) = ™ Ae™H (7.1)
ap(t) = —iO(+t)(Al)B) +ieO(—t)( BA(t)) = —iT, (A(t)B) ,

der retardierte und der kausalen Green-Funktion in Kap. 4.3, mit [A, B]. = AB + eBA.
Fiir fermionische Operatoren A and B wéhlen wir € = 1, fiir Bosonen ¢ = —1.

Aus der Quantenmechanik wissen wir, sieche auch Kap. 7.2, dass der Zeitentwicklungsope-
rator im Wechselwirkungsbild elegant mit Hilfe des Zeitordungsoperators

A(t1>B(t2) s fiir t1 > 1o

T{ A(t1)B(t2) } = {(_g)B(t2)A(t1), fiir ¢ < 72

formuliert werden kann. Es liegt daher nahe, dass sich eine (diagramatische) Stérungs-
theorie am besten fiir die kausale Green-Funktion G¢ y(t) formulieren 1d8t, welche nach
(7.1) eine zeitgeordnete Green-Funktion ist. Eine solche diagramtische Entwicklung gibt
es nun in zwei Varianten:

e Fiir T' = 0 direckt fiir G4 p(t) und

e fiir 7' > 0 fiir die Fortsetzung von G z(t) auf die imagindre Achse (thermodynami-
sche Green-Funktion).

Wir werden hier ausschliesslich die thermodynamische Storungstheorie diskutieren, alle
Resultate fiir 7' = 0 lassen sich durch den Ubergang 7" — 0 fiir die thermodynamische
Green-Funktion gewinnen.

Komplexe Zeiten
Wie wir schon in Kap. 4.3 bemerkt hatten ist G7j () fiir reelle ¢ wohldefiniert und auch
fiir komplexe Zeiten ¢ wenn wir

f(t):=(At)B) = %Sp(ei(iﬁ+t)HAe_itHB), —3<Imt <0
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1 . )
(BA(t)) = Esp(e’@ﬁ-t)ffBeﬂtHA), 0<Imt<+83 (7.3)

betrachten, sofern die Imaginérteile in den angegebenen Intervallen liegen. Dadurch ist
gewihrleistet, da3 die Exponentialausdriicke von nach oben beschrinkten Operatoren
genommen werden.

Matsubara Green-Funktionen
Diese Bemerkung legt nahe, eine sog. thermodynamische Green-Funktion {iber die kausale
Green-Funktion zu rein imaginédren Zeiten 7 = it

Ganlr) = 2Giu(-ir)
= L0(+7)(A(~ir)B) + €O(~r)(BA(~ir)), (74

zu definieren, also

| (e AeH B) T7>0
Gan(r) = { e(BeAe ™) 7<0

G 5(T) entspricht also der analytische Fortsetzung von negativen (positiven) ¢ zu ima-
gindren ¢t = —i7 (bzw. 7 = it) mit negativem (positivem) 7. Man nennt G4 p(7) auch
Matsubara Green-Funktion.

Periodizitét
Fir -0 <7 <0gilt 0 <7+ (< und somit

1 1
Gap(T+0) = 7 Ir [e_ﬁH e(THAH g o= (mtA B} = —ZTr [e_ﬁH Be™A e_TH} :
also
Gap(T+03) = —eGap(r), —HB<7<0. (7.6)

Insbesondere haben wir fiir G4 5(7) eine 23-Periodizitit.

Matsubara-Frequenzen
Fiir die 23-periodische Funktion G fithren wir die Fouriertransformation ein

G(r) = %ZG(zn)e_Z"T

1 B
Glz) = 5 / JdrG(r)e (7.7)
wobel .
%271 = Uy, fir e=—1 (Bosonen) ,
= (7.8)
%(271 +1) = w,, fir e=+1 (Fermionen),

wegen der (-(Anti-)Periodizitéit in Gl. (7.6).
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Analytische Fortsetzung
Als nachstes rechnen wir

/06 dr G(r)e™" = _/oid;f(_iT) e;’”
= —/_ —wf(w)/o dr elFn=)T

0 27'('
> dw ceBw
— / dol+ee ™ flw), (7.9)

—o0 2T Zpy — W

wobel zuletzt

B 1 B —ece v 1
/ dretn=)m = eln—wr|™ — _——  — (7.10)
0 Zp — W 0 Zp — W
benutzt wurde, mit e**® = —¢. Vergleich mit der Fouriertransformierten von der retart-

dierten Green-Funktion, Gl. (4.31), zeigt uns, dafi G(z,) identisch zu G"(z,) ist, wenn z,
in der oberen Halbebene liegt (insbesondere liegt keine widerspriichliche Notation vor).
Rechentechnisch bedeutet dies: aus G"(z) folgt die volle Information tiber G(zy,).

Umgekehrt folgt: mit allen Daten G(z,) und dem asymptotischen Verhalten von G(z) bei
z — oo folgt die volle Information zu G(z). Die tatsidchliche Durchfiihrung der analyti-
schen Fortsetzung

lim Ga.5(z0) — @) (7.11)

ergibt sich bei “analytischen” Rechnungen von selbst. Numerischen Rechnungen (Monte
Carlo, Dichte-Matrix-Renormierungs-Gruppe) liefern hiufig primér die Green-Funktion
auf der imaginédren Achse, also G4 p(z,). Die Durchfithrung einer numerischen analyti-
schen Fortsetzung kann nicht einfach mit (7.11) durchgefiihrt werden, da nur die Zahlen-
werte von G4 p(z,), n = 1,2,... bekannt sind. In der Tat ist die numerischen analy-
tischen Fortsetzung ein mathematisch schlecht konditioniertes Problem und bereitet bis
heute Schwierigkeiten.

Zn—w-+id

Bemerkung

Der Zusammenhang (7.11) zwischen der Matsubara Green-Funktion und der retardierten
Green-Funktion auf der reellen Achse ist einer der beiden Griinde, warum es fiir 7" > 0
bequem ist auf der imagindren Achse zu arbeiten, denn aus Kap. 4.2 wissen wir, dass
die physikalischen Response-Funktionen retardierte Green-Funktionen sind. Der andere
Grund fiir 77 > 0 mit den Matsubara Green-Funktionen zu arbeiten ist die einfache
Darstellung der S-Matrix im Wechselwirkungsbild fiir 7" > 0, ein Zusammenhand welchen
wir nun diskutieren werden.

7.2 S-Matrix Entwicklung

Wir notieren den Imaginérzeit-Evolutionsoperator

e_itH‘ —s e (7.12)

t——iT
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Wir definieren den Zeitentwicklungs-Operator im Wechselwirkungs-Bild (U-Operator)
U(r) = e H = Hy+ H' (7.13)

wobei wir Hj als ungestortes System und H' als Storung auffassen wollen. Es ist zweckméafig
durch
A(r) = eHo A THo (7.14)

in die Wechselwirkungsdarstellung iiberzugehen wobei A ein beliebiger Operator ist. Be-
achte: Haufig wird statt A(7) auch A, (7) geschrieben. Wir konnen uns die verkiirzte
Schreibweise ohne Verwechslungsgefahr leisten.

Zeitentwicklungs-Operator
Ziel ist die Bestimmung von Korrelationsfunktionen des Gesamtsystems H. Dazu benéti-
gen wir die Heisenbergdarstellung

Ap(t) = e Ae™™ = U (1) A(T)U(7) (7.15)

wobei zuletzt der U-Operator benutzt wurde, dem Zeitenwicklungsoperator auf der ima-
gindren Achse. Wir bemerken, dass die mittlere Darstellung in (7.15) nur fiir Zeit-unabhéngi-
ge Hamilton-Operatoren giiltig ist, der rechte jedoch generell.

Die Bewegungsgleichung fiir U(7) lautet

_%U(T) — H (CHy+ HYe ™ = H(r)U(r) (7.16)

mit der expliziten Losung
0 T 1 Tn—1
Ur) = 1+ Z<—1>"/ dﬁ/ d@.-./ dr H' (1) - - H' (1)
= 0 0 0

14 i (_1)nT/OT---/OTd71---dTnH’(ﬁ)---H'(Tn)

|
ne1 U

=: Texp {—/ dTH/(T)} (7.17)
0
wobei das Zeitordnungssymbol (auch Zeitordnungs-Operator gennant)

H'(m)H'(13), fiirm >

/ / o
T{H () H ()} = {H’(TQ)H’(Tl), fiir 7 < 7 (7.18)
benutzt wurde. Dieses entspricht dem Zeitordnungsoperator 7; in Gl. (7.1) mit e = —1, da
alle Terme des Hamilton-Operators gerade Anzahl von fermionische Operatoren enthélt.
S-Matrix
Wir definineren die S-Matrix
U(r,7) = Texp {—/ dTH'(T)} : (r>1). (7.19)

Sie hat die Eigenschaften

—%U(T, )y = H'(n)U(r,7), U(r,7) =1
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U(’Tl,’Tg) = U(Tl,’TQ)U(TQ,’Tg) , (’7‘1 > Ty > ’7'3)
U(Tl,Tg) = U(Tl)U_l(TQ) . (7'1 > TQ) (720)

Wir kénnen nun die Zustandssumme Z mit Hilfe der S-Matrix, bzw. mit Hilfe des Zeitentwicklungs-
Operators in imaginérer Zeit umschreiben. Dieser Zusammenhang ist ausschlaggebend fiir

den Nutzen von imaginérer Zeiten bei der Behandlung von Green-Funktionen bei endli-

chen Temperaturen.

Zeit-Entwicklung/Ordnung
Fiir Zeitentwicklungs-Operatoren gilt allgemein die Produktzerlegung

uB) = U(p,m)u(r,0), 0<7<p6.
Damit finden wir fir 8> > >13... >0

T{A(Tl)B(E)---U(ﬁ)} = U(ﬁuTI)A(TI)U(7-177'2)B(T2)"'

Zustandssumme
Es gilt
Z = Sp [e_ﬁH} = Sp [e_ﬁH‘)U(ﬁ)] . (7.21)
Wir definieren nun mit
Ay = Sl -2
(A)o = W (7.22)

den Erwartungswert eines Operators beziiglich des ungestorten Systems (etwas was man
ausrechnen kann, da die Losung von H, bekannt). Damit wird die Zustandsumme Z zu

Z —

-7 = (U)o Zy = Sple "] (7.23)
0

sie 148t sich also formal als Erwartungswert des Zeitentwicklungs-Operators schreiben.

S-Matrix Entwicklung
Fiir 7 > 0 folgt

Gap(t) = —(Au(7)Bu(0))

— LS [P () AU () BO)

=~ Sp [ PU(B, M) AU (7,0)B(0)] (7.24)

also

T)BO)U(5) o
{U(5))o ’

Gap(r) = (T (7.25)

wobei der Zeitordnungs-Operator via (7.18) definiert ist.
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Mit der Entwicklung (7.17) fiir U(() erhalten wir

T (A(T)BO)U(B) )o = ijjo(_1!>n7/05---/06d71---dTn<A(T)B(0)H’(71)---H’(Tn)>o

n
(7.26)
fiir den Zéahler von (7.25) und die sog. S-Matrix Entwicklung
- (_1)n s s / /
(U)o = ST [ [Cdnedn (/1) -+ H (7))o (7.27)
n=0 '

fiir den Nenner von (7.25). Nun handelt es sich bei der verbleibenden Aufgabe darum,
die Mittelwerte (...)g des ungestorten Systems zu berechnen. Offensichtlich gibt es hierbei
jede Menge Terme und eine Systematik muss entwickelt werden.

7.3 Wicksches Theorem

Bevor wir an das Ende des letzten Paragraphen ankniipfen, wollen wir uns fragen, wie
wir in wechselwirkungsfreien Theorien Erwartungswerte von beliebigen Produkten von
Feldoperatoren berechnen. Es wird sich zeigen, daff dazu die Kenntnis allein von “2-
Punkt-Korrelationsfunktionen” von Feldoperatoren ausreichend ist, d.h. Mittelwerte von
Produkten von zwei Feldoperatoren. Dabei wird vorausgesetzt, dass der wechselwirkungs-
freien Hamilton-Operator quadratisch in den Feldoperatoren ist.

Wir wiederhole hierfiir zunéchst kurz die Eigenschaften wechselwirkungs-freier Hamilton-
Opeatoren.

Quadratische Hamilton-Operatoren
Wir betrachten Fermionen mit dem Hamiltonoperator H und den Eigenzustéanden |k, ..., ky),

H = ecic, ) = |ki,... kn) = chel, o6l ]0)
k

Die Zustandszumme ist dann durch
Z = (e =Y (ale™™a)y = Y e PP, E,=> ¢
« o pPEQ
gegeben.

Lemma
Seien b, ¢, d, e,..., g, h insgesamt m Feldoperatoren (d.h. ¢(r), ¥ (r), ¢ etc.), so gilt fiir
wechselwirkungsfreie Hamiltonoperatoren H,

(bede...gh)o = (bc)o ( de...gh)g
(—e) ibd)o ( ¢ e.gh)

+
+ (—e€)? be)o (cd ...gh)o

Fo(—om2 (bhYe ( cdeng Yo
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Die Anzahl m der Feldoperatoren kann als gerade angenommen werden kann, da andern-
falls beide Seiten gleich null wéiren. e = —1 fiir Bosonen, € = 1 fiir Fermionen.

Motivation

Fiir ausfiihrliche Beweise dieses Lemmas verweisen wir auf die entsprechende Lehrbiicher,
hier diskutieren wir den Fall m = 4.

Es geniigt O.B.d.A. fiir m = 4 nach dem Lemma

+. o+ _ [t + + .+ + +
<Ck Cr Cp Cp>0 - <Ck Ck >0<Cp Cp >0 - <ck Cp >0 <Ck Cp >0 + <Ck Cp >0<Ck Cp >0
——— ——
=0 =0
zu betrachten, da alle anderen nicht-verschwindene Terme hochstens Permutationen hier-
von sein kénnen. Wir definieren die Besetzungszahlen n, = (cfc, )o und unterscheiden
zwei Falle;

e k#p
Dann ist
(ciercyey)o = (aieg)oleyc,)o + (e, oler ey o -
———— S— —— ———
=Nk np =Ny =np =0 =0
e k=p
Dann gilt
(cicrcico = (aicp)o = (cfep)oleyc,)o + (erep)olercio
—— —_——— — —— ——
=Nk =Nk =ng =Nk =(1-ng)

also ny, = n2 + ng(1l — ny).

Also stimmt die direckte Rechung mit der Formel des Lemmens iiberein.

Wicksches Theorem
Nun folgt per Induktion

(bede...gh)y = . (= (oldo (o (7.28)

alle Paarungen P
(Kontraktionen)

wobei #P die Anzahl der Transpositionen mif3t, die notig sind, alle Faktoren wie auf der
linken Seite vorkommend in die Reihenfolge des betreffenden Summanden auf der rechten
Seite iiberzufiihren.

Wieviele Summanden gibt es? Sei 2k die Anzahl der Faktoren, dann lautet die Antwort

(2k)! _(2k)!
2k - (2k—2)..2-1 2kl

2k —1)(2k—3)..3-1 = (7.29)
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Eine Anwendung fiir Bosonen
Sei A ein Operator linear in bosonischen Feldoperatoren, dann gilt

= e = X g = 3 o (G ()

o k
-y L <<A_2>0> U
2\ 2

Wir bemerken, (e?)q # e(4o |

Anwendung: Fermi-Loch
Die Dichte-Dichte-Korrelation in wechselwirkungsfreien Systemen ist

(n(z)n(0))o = (W(x)"P(x) $(0) "1 (0) )o
= (W) (@) (WO H(0)o + (=) ($(@) T (0) o ((x)(0)" o
= (@) o {n(0) o — € [(w() % (0) |, (7.30)

ﬁ

r_L

wobei 7 die mittlere Teilchendichte ist. Einzig zu berechnen bleibt

(B D0 = T e ™ el = 53 s = o [ Py,
B e = VazePr e (27)3 ek + €

fiir e = £1 (Fermionen/Bosonen). Interessant ist insbesondere das Verhalten der Grund-
zustandskorrelationen fiir freie Fermionen

1 .
+(0) )y = / Bk e 7.31
(W 0O = G [, de (7.31)
welche wir hier fiir den eindimensionalen Fall ausrechnene wollen:
1 rkr - sin kpx kr sinkpx sin kpx
t(0))g = — dk e ** = Feoo ZEZORY gt
(0 (@)7(0) o 21 J—kp ¢ T m  kpzx krx

Damit wir die (statische) Dichte-Dichte Korrelation zu

sin kpx

(n(z)n(0))y = n? (1 —

2) . (7.32)

Das Verhalten lim,_o{n(x)n(0))o = 0 bezeichnet man mit Fermi-Loch, die 2k p-Oszillationen
mit Friedel-Oszillationen.

W icksches Theorem fiir 7-Produkte
Das Wicksche Theorem 1488t sich trivial auf Produkten von zeitgeordneten Operatoren
verallgemeineren,

]{ZFSL’

(Tb(11)c(12)d(m3)e(Ts) - . . g(Tok—1)R(T21))0 (7.33)
= Z (—6)#P<T..)0<’T..>0 AT D)o,

alle Paarungen P
(Kontraktionen)
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denn fiir jede Realisierung von Zeiten 7; gibt es genau ein Produkt von Operatoren. Die
“elementaren Kontraktionen” (7..) auf der rechten Seite von (7.33) sind die zeitgeord-
nete Erwartungswerte der entsprechenden Operatoren, sind also nach Def. (7.5) mit den
entsprechenden zwei-zeitigen Matsubara Green-Funktionen identisch!

Damit schliefit sich der Formalismus: Die S-Matrix Entwicklung (7.27) ist eine Entwick-
lung nach zeitgeordneten Produkten von Operatoren in der Wechselwirkungs-Darstellung.
Nach dem Wick’schen Theorem (7.33) lassen sich die einzelnen Terme der S-Matrix
Entwicklung mittels Summen von Produkten von elementaren (wechselwirkungs-freien)
Green-Funktionen auswerten. Da es viele derartiger Terme gibt, ist eine Systematik von
Noten. Am einfachsten ist eine Bild-behaftet Systematik (Graphen), welche wir nun dis-
kutieren werden.

7.4 Feynmann-Diagramme

Wir betrachten nun ein allgemeines Vielteilchensystem in Impulsdarstellung

n-m

1
H = Hy+H' =) ecie, + 3 > (Kl|VInm) cfcfe, e (7.34)
p

klmn

wobei (kl|V|nm) das Matrixelement der Zweiteilchen-Wechselwirkung ist und Y";,.,,, die
Impulserhaltung k + [ = n + m enthélt (wir haben die Vektor-Pfeile einfachhalber unter-
driickt).

Entwicklung der Einteilchen-Green-Funktion

Wir wollen die Einteilchen-Green-Funktion G(pr,p'r’) = G, .+ (7,7')
T {cp(7)cyy (THU(B) o
Gpr,p'r') = — L - 7.35
T e re (7:39)

berechnen. Aus der Impulserhaltung folgt sofort dass G(pr, p'7’) fiir p # p’ verschwindet.
Mit )

H/(Ti) = 2

S (KU inm) cf (7)ef (73)e, (73) e (73) (7.36)

klmn

folgt fiir den Zéhler von (7.26)

T { ey (F)UB) Yo = —i(‘”" [lan-- [ an (737)

vl
1

> <§)V(k1l1|V|n1m1> Ak LV nmy)

kiliming
kulymyny,

<Tcp(7‘)c;, (7') - (1) (1) e, (11, (T1) -
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Graphische Notation
Wir notieren die ersten Terme (v = 0, 1) und fithren einige graphische Notationen ein.

v=_0
=T (¢, (T)ep (7))o = Golpr,p'7')
Darstellung durch
o <O
p T p’.[’
v=1
p 1
—(—1)/0 dr Yktimim §(k1l1|V|n1m1) : (7.38)

(T e, (7)ey (1) - ¢, () (1) e, (1), (71))o

Hier gilt es, alle moglichen Kontraktionen durchzufiithren. Bei 3 Erzeugern und 3 Ver-
nichtern gibt es 3!=6 Moglichkeiten. Man fithrt dies graphisch durch, indem folgende
Identifizierung getroffen wird,

fiir die elementaren Erzeuger und Vernichter und

(Kl|VInm) ¢ (1) ¢ (T) ¢, (T) ¢, (T) = 1 n

N —

fiir die Wechselwirkung.

v = 1: Graphische Kontraktionen

Die ausstehende Bildung aller Kontraktionen von (7.38) reduziert sich nun auf die Auf-
gabe die einlaufende und auslaufende Pfeile (externe Linien) auf alle moglichen Arten zu
verbinden.
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unverbundene Graphen

Diese Diagramme nennt man Feynmann-Diagramme. 3. und 4. sind gleich und heissen
Hartree-Diagramm, 5. und 6. Austausch-Diagramm. Der Integrand zu jedem der obigen
v = 1 Terme ergibt sich dann aus dem jeweiligen Graphen durch Identifizierung einer

o <O
durchgezogenen Linie L
Pt pT

mit Go(pr, p'7’) und einer gebrochenen Linie (Vertex)
k m

®

mit £ (kl|V|nm).

v = 1: Auswertung der Kontraktionen
Wir werten nun die Kontraktionen aus und erhalten, fiir den Integranden von (7.37) linear
in der Wechselwirkung,

e [all 1.

-1 /1
7(kl|nm) Go(pr,p'm") Go(mm, k) Go(nm, lmy) - Op,p O,k On, 1

Das Vorzeichen aus (7.28) ist (—e)# = +1. Die Delta-Funktionen 4, ; und d,,,
geben die Impulserhaltung der Einteilchen-Green-Funktionen (7.35) wieder.
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e [all 2.

+1
7(/{:l|nm) Go(pr, p't") Go(nm1, k1) Go(mm,lm) + 8y Onk O

Das Vorzeichen aus (7.28) ist (—e)#" = —1.
e Fall 3. und 4.: Hartree-Diagramm

+]' /__!
7(/{:l|nm) Go(pr, k) Go(mmy, p't") Go(n71,1m1) + Opk Oy On

Das Vorzeichen aus (7.28) ist (—e)#" = +1.

e Fall 5. und 6.: Fock-Diagramm

-1 /1
7(kl|nm) Go(pr,lmy) Go(nm, ki) Go(mr, p'1') + 6pi Onk Oy

Das Vorzeichen aus (7.28) ist (—¢)#¥ = —1.

7.5 Vakuum-Polarization

Bis jetzt haben wir den Zéhler 7 (c,(7)c(7")U(f) )o der Matsubara Green-Funktion

7 (¢, (T)ey (T)U(B) )o
(U(B) o

betrachtet. Nun wenden wir uns der Zustandssumme Z = (U(f3) )o zu, dem Nenner der

Green-Funktion, welche wir via
B B
/ dry - / dr, (7.40)
0 0

G(pr,p'r) = — (7.39)

wene = +3 5k

14

1
3 (§> Uards [VInama) .. (Bl |V nyms)
kiliming
kulymuny
T (¢ (m)g (1), (1) e, (1) .. (T)el (T)e,, (Tu)em, (Tu) Yo

mit den gleichen Symbolen graphische beschreiben kénnen wie den Zéhler. Im Unterschied
zu Gl. (7.37) fillt der Wegfall der dusseren Linien ¢,(7) und c,,(7') auf.
Der Term nullter-Ordnung (in der Wechselwirkung), v = 0 ist trivial und gibt gleich eins.

Kontraktionen fiir v =1

(—1)/06 dri Y %(k1l1|V|n1m1)T<c,jl(ﬁ)c;g(ﬁ)cm(Tl)cml(ﬁ)>0. (7.41)

kiliming

Die zwei nicht-verschwindenden Kontraktionen sind
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und

5 OHVIkD) 6 (1) cf (r) ¢, (1) e () :

Dabei haben wir diesmal gleich die Impulserhaltung der Einteilchen-Green-Funktionen
beriicksichtigt.

Extensivitit der v = 1 Beitrige
Diese beiden Beitréige zu (7.41) sind extensiv, d.h. proportional zum Volumen.
Typische Matrixelemente der Wechselwirkung haben die Form

%(kl|V|nm) - 4 ¢ =k-m= —(-n), (7.42)

wobei ¢ der Impulsiibertrag und V ist das Volumen des Kristalls ist. Es ist also proportio-
nal zu V!, Fiir die Coulomb-Wechselwirkung hatten wir z.B. in Kap. 5.1.4 V, = 47e?/¢*
gefunden.

Die beiden Vakuum-Polarizations-Diagramme a) und b) mit ¢ = 0 und ¢ = k — p respek-
tive, haben wegen der Impulserhaltung an den beiden Vertizes die Gréssenordnung

v, V2 Bk dPp

Ly % 7)o

v,

siehe (7.42) und (7.41), sind also divergent im thermodynamischen Limes V' — oo.

Verbunden vs. unverbundene Diagramme

Man sich leicht iiberlegen, dass zur Zustandsumme Terme mit beliebigen Potenzen in V'
beitragen, und zwar fiir jeden unverbundenen Beitrag eine Potenz im Volumen V.

Diese Problem haben wir allerdings auch fiir die Feynmann-Diagramm, welche zum Zahler
der Green-Funktion beitragen. Die unverbundenen Graphen 1. und 2. auf Seite 129 sind
auch extensiv sind, die verbundenen Graphen 3.-6. jedoch intensiv. Letzteres folgt direkt
aus der Impulserhaltung an jedem Vertex.

Als Illustration betrachten wir das Hartree-Diagramm

(7.43)
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p 1 p
4—1—47‘ J—
T T’ 0 Go(pr, pt") Go(p7', p0) Vo=o Z Go(kT' k") ~ O(V)

V%

sowie das Austausch-Diagramm

(7.44)

/ / V_ ’
Go(pr.pr') Golpr', p0) 32— Go(kT' k7') = O(V)
k

Entwicklung nach verbundenen Diagrammen

Auf den ersten Blick haben wir jetzt also eine ernsthaftes Problem, da die Matsubara
Green-Funktion (7.39) nach Definition intensiv, also von der Gréssenordnung O(V?) sein
sollte.

Die Losung dieses (scheinbaren) Problem ist ebenso einfach wie iiberraschenend. Wir
erkennen, dass die Vakuum-Polarizations-Graphen wie a) und b) zu allen Beitragen des
Zéhlers multiplikativ auftreten, und zwar in allen Ordnungen, und somit die Beitrége
des Nenners gerade aufheben.

Diese Erkenntnis fiir G(p7, p'7") konnen wir graphisch folgendermassen beschreiben:

=| Gorp'T) = ~T {(c,(r)cH(TUB)) (7.45)

wobei der Index (c) andeuten soll, dass nur verbundene Diagramme (‘connected gra-
phs’) beitragen.
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7.6 Diagramm-Regeln

7.6.1 Energie- und Impulserhaltung

Wir bemerken, dass fiir die Einteilchen-Green-Funktion G(pr, p'7’") = §, 4G (p(7—7"), p0) =
G(p, ™ — 7') gilt, mit

G(p,7) = —(cp (T)c;> , 0<1t<p), (7.46)
und definieren die Matsubara Green-Funktion
3 52n = vy, (Bosonen),
G(p,zn) = / dre* ™ G(p,T) , 2y =
0 52n+1) = w,,  (Fermionen),
als Funktion Matsubara-Frequenzen z,. Es gilt
1 L
Gp, 1) = —Ze T G(p, Zn) —/ dre'™ ™ 7T = §,, . (7.47)
ﬁ n ﬁ 0
Hier betrachten wir Fermionen. Wir bemerken zudem, dass
lim G(p, 1) = (cfe,) = n (7.48)
die Impulsverteilungs-Funktion ist und lim, oy G(p,7) = —(1 — n,) = n, — 1 gilt. Die

Einteilchen-Green-Funktion hat also einen Sprung bei 7 = 0 von G(p, 0+ ) G(p,0—) =
—1.
Wir betrachten nun anhand zweier Beispiele Beitrage zur Einteilchen-Green-Funktion.

O

Hartree-Diagramm

H—A,—<7
T T 0

Nach Kap. 7.4, 7.43 und mit Gl. (7.42) hat das Hatree-Diagramm den Wert

G (p,w,) = Z / dr dr! cnTem e =28 5 Golp wn) Go(p wm)
k

(7.49)
wobei Go(k7', kT') — ny gestezt wurde. Diese Substitution bedarf einer Erklarung, den
Go(k7', k7’) ist nicht wohldefiniert, siche (7.48) ff.

Wenn man sich die S-Matrix-Entwicklung genauer anssieht, erkennte mann das dieser
Term aus der Kontraktion

1
—Z (pk|V|kp) C Ckck Cp
~——

k
P — Go(k, 7’ ,kT")



134 KAPITEL 7. DIAGRAMMATISCHE STORUNGSRECHNUNG

hervorgehen. Wir finden nun mit (7.47)

GH) (p,wn) = Golp,wn) S (p,wn) Golp,wn) |- (7.50)

wobei mit v N
SH) (p w,) = qzoznk = Vim0 = n V0o (7.51)

| V

(Har) (

die Selbstenergie X p,wy) in der Hartree-Approximation definiert wurde.

Austausch-Diagramm

Die analoge Rechnung fiir das Austauschdiagramm liefert

G(ex)(p’ wn) = Go(p, Wn) Z(ez)(p’ wn) GO(pa Wn) ) (752)

wobei die Selbstenergie

1
Z(ex)(p’w”) = _VZ Vk—pnk (753)
k

nun eine nicht-triviale Impuls-abhéngigkeit besitzt.

Bemerkungen
Diese beiden Beispiele verdeutlichen, was physikalisch aufgrund der Translationsinvarianz
in Raum und Zeit anschaulich klar ist:

e An jedem Vertex gilt Impuls und (imaginére) Energie-Erhaltung.

e Alle multiplikativen Beitrage zur Green-Funktion haben denselben Impuls wie die
duBeren Linien und dieselbe (imaginére) Energie.

7.6.2 Diagramm-Regeln

Fiir einfache Diagramme ist es lehreich sich die expliziten Formeln (7.49) und (7.45) fiir die
S-Matrix-Entwicklung herzuleiten. Fiir grossere Rechnungen und kompliziertere Diagram-
me ist es aber unumgénglich sich allgemeine Vorschriften zu iiberlegen, welcher exakten
mathematischen Formel ein gegebenens (graphisch vorliegende) Diagramm entspricht.

Definitionen
Wir definieren:
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e Ordnung eines Diagramms (m)
Die Ordnung eines Graphen ist gleich die Anzahl Wechselwirkungs-Linien. Beispiele:
m =1 (links) und m = 2 (rechts):

P

4 T A

| | |

e Anzahl Fermi-Loops (F)
Die Anzahl geschlossener Fermi-Linien ist gleich der Anzahl von Fermi-‘loops’
im Graphen. Beispiele: F' =1 (links) und F' = 3 (rechts):

O OO0

4 !

| | | | |

Diagramm-Regeln
Die allgemeinen Regeln zur Auswertung von Feynmann-Diagrammen lauten nun:

1
iwn = (ep — 1)

2. Jede Wechselwirkungs-Linie entspricht V,/V.

1. Jede Elektron-Linie entspricht Go(p,w,) =

3. Erhalte an jedem Vertex Impuls und Energie.

4. Summiere iiber alle internen Freiheitsgrade von Impuls und
Frequenz.

(—1)™+F (25 + 1)F

wobei 25 + 1 = 2 (fiir Spin-1/2) die Spin-Entartung ist.

Der Faktor (25 + 1)% gilt nur fiir Spin-unabhéngige Wechsel-
wirkungen.

5. Multipliziere das Resultat mit

Beispiel: m =2, F =1
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.

k + K

P P

v
b

4

<

<

( 321
V2ﬁ2

2
Z Z V V GO(p/awp/) GO(kvwk) GO(k+p_plawk+wp_wp/) [GO(pva)}

kp/wkw/

7.6.3 Frequenz-Summen

Setzen wir p’ — k = ¢ und wy — wy, = v, dann kénnen wie den Selbstenergie-Anteil (siehe
Kap. 7.7) in dem obrigen Beipiel konnen wir auch wie folgt

n ) (p,wpy) = —Z Z P(O (¢, Vm) Go(p — ¢, wn — Vi)
schreiben, mit der Vakuum-Polarization in nullter-Ordnung

P9q,v,) = —Z E Z Go(k,wi) Go(k + q,wr + Vi)
k Wi

und wy = (2k + 1)7/B, vy = 2nm/ (3. Es gilt also typische Frequenz-Summen der Form

1

:—z — z%zﬂm (7.54)

o W — &k Wi + Wy, — kg

auszuwerten. Wir wollen nun ein allgemeines Verfahren entwicklen um diese Summationen
durchfiithren zu koénnen.

Kontour-Integrale
Wir betrachten das Kontour-Integral

1 1
1= 5 7{ dz f(2) np(z) ne(s) = o - (7.55)
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v

in der komplexen Ebene. Wir habe zwei Moglichkeiten es zu berechnen.

(a) Wir schliessen die Kontour so dass die Pole z; = (2k + 1)7/8 = wy, der Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktion np(z) (schraffierte Punkte in der Zeichnung) mit Residueen
—1/ einschliessen:

I, = > flz) = —F. (7.56)

-1
/6 Zn
(b) Ferner haben wir die Moglichkeit das Kontour-Integral aussen-herum zu schliessen,

da f(z) ~ 1/z% schnell genug zu grossen z-Werten abfillt. Das Integral schlieft dann
die Pole von f(z) ein und héngt von der konkreten Form von f(z) ab.

Wir betrachten nun das Beispiel

1 1
z) = , 7.57
/) 2 =&k 2+ Wy — kg ( )
mit den Polen:
o = gk
Residuum
—1 1
gk + 7;Vm - gk-‘rq eﬁgk +1 .
o 2= —iVp + &kiqg
Residuum
-1 1
~ iV + &g — & P TERr) 11
Mit e=%¥m =1 (bosonische Matsubara Frequenzen) ergibt sich
1
= () = nr(&) | (7.58)

W + &k — Skaq

als Summe der beiden Beitriage (Pole).
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Lindhardt-Funktion
Da nach Konstruktion I, = I, finden wir mit (7.54) und (7.56)

—1
m &k — Cktq

POq,iv) = é; [ (Erg) — nr (&) (7.59)

die Lindhardt-Funktion fiir die Vakuum Polarization in nullter Ordnung. Wir bemerken,
dass der Faktor 2 in (7.59) durch die Summation (2S5 + 1) iiber die Spin-Freiheitsgrade
zustande kommt.

Allg. Frequenz-Summationen
Mit analogen Rechnungen kann man im Prinzip alle vorkommenden Frequenzsummen
durchfithren. Handelt es sich um eine Summe iiber bosonische Matsubara-Frequenzen, so

nimmt man die die Bose-Verteilungsfunktion ng(z) = [eﬁz — 1} ~in QL 7.55.

7.7 Dyson-Gleichung

Irreduzible Graphen
Wir betrachten nun das Beispiel

O O OO

SR A S A

und finden, analog zu den Beispielen in Kap. 7.6.1 und 7.6.2 einen Beitrag
GH (p,wn) = Golp,wn) S (p, wn) Go(p, wn) B4 (p, wn) Go(p, wn) 52 (p, wy)

: GO(p> wn) Z(Har) (pv Wn) GO(p> wn) Z(Har) (p> wn) GO(p> wn) .
Wegen der multiplikativen Struktur der Beitrdge und der Impuls- und Energieerhaltung

kénnen wir zwei Arten von Beitrdgen unterscheiden

e Beitrige identisch mit den dusseren Linien Gg(p,w,) und
e Selbstenergie-Beitrige %) (p, w,).

Dabei tritt zwischen je zwei Selbstenergie-Beitrédge eine einfach durchtrennbare Li-
nie auf. Man bezeichnet dabei mit irreduzible Graphen Beitrige zur Green-Funktion
welche nicht einfach durchtrennt werden kénnen. Die Selbstenergie-Beitriage sind also ir-
reduzible.

Diese Beobachtung fithrt uns zur Definition:

Selbstenergie
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Die Selbstenergie ¥(p,w,,) ist die Summe aller unter-
schiedlichen Beitrage zur Einteilchen-Green-Funktion
welche nicht einfach durchtrennbar sind.

Also X(p,wy) = XH) (p,w,) + 2 (p,w,) + 26D (p, w,) + 232 (p,wy,) + .. ..

Dyson Gleichung
Bezeichen wir symbolisch mit

e —— die volle Einteilchen-Green-Funktion, mit

) die ungestorte Einteilchen-Green-Funktion und mit

o & die Selbstenergie

dann kénnen wir die Beitrdge zu wie folgt
— = + ® + ® ® 7.60)
+ ® ® ® + 7.61)
schreiben, also
_ _ + & —— . (7.62)

Diese symbolische Gleichung nennt man Dyson-Gleichung. In Formeln lautet die Dyson-
Gleichung

Glk,wy) = Golk,wn) + Golk,wyn) Sk, wy) Gk, wy) |- (7.63)

Darstellung der Green-Funktion
Die formalen Losung

[1-Gz]e = G, G = [1-G=] G

lautet mit & = e, —

1 1 1

G = TSR o o &) & Ton &SR0

. (7.64)

Damit wird auch die Namensgebung “Selbstenergie” klar. X (k, w,,) verhélt sich wie eine
Frequenz- und Impuls-abhéngige Einteilchen-Energie.
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7.8 Anwendungen

7.8.1 Coulomb-Gas

Wir wollen uns nun der Selbstenergie des Coulombgases zuwenden, fiir welches V, =
dme?/q? ist.

Hartree-Fock-Niherung

Die Beitrage zur Selbstenergie

S(k,wn) = SH(E w,) + B (kw,) + ...

in niedrigester Ordnung in V;, sind 2% und 2(¢®) mit
1
SHD (k,w,) = 7 Vi Rk, wn) = =53 Vokmy (7.65)
p

nach Gl. (7.51) und (7.53). Da der Austausch-Term auch Fock-Term genannt wird, heifit
die Néherung () = w(Har) o 33(e?) auch Hartree-Fock-Niherung. Fiir das Coulomb-Gas
divergiert V,—o und wird nicht weiter beachtet. Man stellt sich vor, dass dieser Beitrag
durch den positiven Untergrund der Ionen aufgehoben wird.

Austauschterm
Der Austausch-Term hat fiir 7' = 0 die Form

3 —4 2
E(ex)(]{?,wn) _ / d p 71'5

pers (2m)3 17— k|2 )

Dieser Austruck wurde in Kap. 5.1.4 schon berechnet, als es darum ging ein Austausch-
Korrelations-Potential fiir die Dichte-Funktional-Theorie abzuleiten. Wir {ibernehmen das
Ergebnis Gl. (5.29):

2k 1 — g2 1
S () = —F (2 |2 ]
m 2y 1—y
mit y = k/kp. Wir bemerken, dass in dieser Naherung die Selbstenergie Frequenz-

unabhéngig ist und an der Fermikante (y = 1) nicht-analytisch. Warum ist dies wichtig?

Quasiteilchen
Dazu betrachten wir uns die analytische Fortsetzung iw,, — w + i von (7.64)
1
"(k = .
k) = e e TS ) (7.66)
und entwickeln (nahe der Fermi-Kante), die Selbstenergie
A3 (kp, 0 A% (kp, 0
S(k,w) ~ S(kr,0) + % (k — kp) + %w + (7.67)
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nach kleinen Frequenzen und Impulsen sowie die ungestorten Einteilchen-Energie &, =
€k — b
& = & (k—kp) + ... = 0% (k—Fkp) + ..., (7.68)

wobei wir u(T = 0) = EFr ausgenutzt haben. Wir setzen die beiden Taylor-Entwicklungen
in (7.66) ein und finden den entsprechenden Abkiirzungen fiir die partiellen Ableitungen

1

G"(k = . 7.69
(kw) = S 00k — k) — Sp (ks 0)(k — k) — S (ke 0)w (7.69)
[1-Su (kp,0)] [wtid—vp (k—k)]
Dabei definieren wir die
e renormierte Fermi-Geschwindigkeit
0
Up + Ek(kF7 0)
— 7.70
or 11— Zw<kF7 0) ( )
sowie das
e Quasiteilchen-Gewicht
—1
Z = |[1=%,(kp,0)] . (7.71)

Der Faktor Z spielt eine wichtige Rolle in der Fermi-Fliissigkeits-Theorie, er be-
schreibt die Renormierung des Quasiteilchen-Gewichtes. Es muss streng 0 < 7 <1
gelten (Summenregeln).

Aus (7.69) finden wir schlussendlich

Z

G UC?W) - w—i—ié—vp(k;—kp)

, (7.72)

d.h. unsere Green-Funktion beschreibt ein Quasiteilchen mit einer renormierten Fermi-
Geschwindigkeit vp.
Fiir die Hatree-Fock-Naherung ist Z = 1 aber

d X (kp, 0)
dk

divergiert logarithmisch. Diese Divergenz ist fiir das Coulombgas unphysikalisch und ein
Fehler der zu einfachen Néherung. In einer besseren Néherung, der RPA-Naherung wird
eine Klasse von Beitrdgen zur Selbstenergie aufsummiert und diese Divergenz an der
Fermi-Kante verschwindet.

Fermi-Fliissigkeits-Theorie

aus 7.72 konnen wir eine sehr wichtige Schlussfolgerung ziehen. Wenn die Selbstenergie
analytisch ist, dies ist immer der Fall wenn die Stérungsentwicklung nach der Wechselwir-
kung konvergiert, dann ist die Entwicklung nach kleinen Frequenzen und Impulsen (7.69)
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erlaubt und 7.72 ist asymptotisch fiir w — 0, k — kp exakt. Also folgt aus 7.72 fiir das
spektrale Gewicht (s. Gl. (4.33))

Alw) = —% lim Im G"(w +i8) = 7 8(w — vp(k — kr)) . (7.73)
Es existieren also Anregungen bei renormierten Quasiteilchen-Energien vp(k — kr) mit
renormierten Quasiteilchen-Gewichten Z. Diese Anregungen stehen dabei in einer ein-
zu-eins Beziehung zu den Anregungen des freien Elektronengases und gehen fiir V, — 0
in diese tiber (adiabatische Kontinuitét). Aus diesem Grunde kann man alle “normalen”
Metalle sehr gut mit fast-freien Elektronen beschreiben. In der Fermi-Fliissigkeits-Theorie
betrachtet man dann die Rest-Wechselwirkung zwischen den Quasiteilchen (auch Landau-
Quasiteilcen nenannt) und findet Vorhersagen fiir das mogliche physikalische Verhalten.
Eine wichtige Rolle spielt dabei die effektive Masse m* mit

Vp = ) m = .
m VfF

Fiir normale Metalle ist m*/m von der Grossenordnung eins, fiir die Schweren Fermionen
gilt jedoch m*/m ~ 10?2 — 103,

Luttinger-Fliissigkeit

Es ist wichtig festzuhalten, dass Fermi-Fliissigkeiten generisch nur in zwei- und drei-
rdumlichen Dimensionen sind. In einer Dimension bricht die Stérungstheorie zusammen
(sie divergiert logarithmisch) und das Quasiteilchen-Gewicht Z — 0 verschwindet. Es tritt
ein neuer kollektiver Quantenzustand auf, die sog. Luttinger-Fliissigkeit.

Inkohirente Anregungen
Die Naherung (7.72) erfiillt fir Z < 1 nicht die Summenregel (4.39)

1 = /du}A(w) = /dw (;ImGT(l{;,w))

fiir die Spektralfunktion A(w), denn fiir (7.72) gilt

-1
(lsin(l) —ImG"(k,w) = Zo(w—vr(k—Fkr)) .
—0
Es gibt also noch Anregungen welche durch nicht durch den Quasiteilchen-Pol (7.72)
beschrieben werden, und welche man mit

Z

G (k‘,UJ) B w+i5—vp(]€—]{ip)

_I' Ginc(k> (4))

pauschal als inkohérent bezeichnet.

7.8.2 RPA-Niherung, Abschirmung und Plasmonen

Wir haben bisher den gesamten Formalismus aus Sicht der Einteilchen-Green-Funktion
entwickelt. Selbstredend kann man die Sprache der Feynmann-Diagramme auch benutzen
um die komplexer Green-Funktionen diagrammatich in den Griff zu bekommen.



7.8. ANWENDUNGEN 143

Abschirmung

Man kann auch gleich einen Schritt weiter gehen und sich fragen ob man nicht auch die
Wechselwirkung V, = 4me?/q? des Coulomb-Gases nicht mittels geigneter Diagramme
durch eine effective Wechselwirkung f/’q ndhern kann. Dieses ist physikalisch plausibel, da
wir ja wissen dass die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung in einem Metall, wie es
das Fermi-Gas ja ist, effektiv abgeschirmt wird. Eine einfache Néherung im Ortsraum fiir
das abgeschirmte Coulomb-Potential ist

~ 62 e_l"‘ﬂ
T
Diese Potential ist kurzreichweitig, da es exponentiell abfllt.

RPA-Niherung
Wir bezeichen symbolisch mit

o ---- die nackte Wechselwirkung V,, mit
o === die effective Wechselwirkung V,, und mit
e O die einfache Blase (Fermi-Loop) P®(q,w), siehe (7.59), welche fiir das

Coulomb-Gas mit der Lindhardt-Funktion zusammenfallt.

Als RPA (‘Random-Phase-Approzmation’) bezeichnet man die geometrische Reihe

== = e 4 s O 4 OO
+ - 0----0----0---- + .. (7.74)

SERP PHC e T R

n=0

Damit erhalten wir in RPA-N&herung

: v,
T VPO e

eine effektive Frequenz-abhéngige Wechselwirkung.
Man kann die Formel (7.75) auch mit anderen Methoden herleiten, so mit geeigneten
Entkopplungen der Bewegungsgleichung fiir die Dichte-Dichte-Korrelationen.

Kleine Impuls-Ubertrige

Wir brachten nun die Lindhardt-Funktion fiir kleine Impuls-Ubertriige ¢ und 7' = 0 und
verwenden

0
Geagr ~ D el ne() ~ s nane (Z5E) ),
T=0
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w A
plasma resonance ® k+q
()Jp ————— . :

2kF q

Abbildung 7.1: Die Lindhardt-Funktion (linke Abbildung, schattiert), welche dem Konti-
nuum der Teilchen-Loch-Anregungen (rechte Abbildun) c%+§cE|F S) entspricht, sowie die
Plasma-Resonanz.

Damit wird (7.59) zu

3 7.7 o
PO(Gw) = —2/(d k4 0pdle ) (7.76)
VR

Thomas-Fermi-Abschirmung
Wir betrachten zunéchst den statischen Fall w = 0, welche den Effekt der elektrostatischen
Abschirmung bescreibt:

—8m
(2m)?

1R
2 hUF )

PO(q,0)]40 = | Kk s (e (k= ki) =

Damit erhalten wir mit V, = 4we?/¢? fiir die abgeschirmte Wechselwirkung (7.75)

~ dme*/q®  _ Ame? ) 4 k2e?
Yo = 1 k% 4me2 24 K2 krp = o (7.77)
I+ B q TF r

Dabei bezeichnet man krr als den Thomas-Fermi-Wellenvektor.
Damit haben wir die gewiinschte Abschirmlange 1/k7r gefunden, denn die Fourier-Trans-
formation von (7.77) ergibt
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mit vpm* = hkr und 4{# = ¥, wobei ng die Gesamt-Teilchendichte (summiert {iber

beide Spin-Richtungen) ist.
Damit erhalten wir fiir die inverse Dielektrizitatskonstante

1 1 9 4re’n,
= , w. =
€(q,w) 1 —w2/w? P m*

mit der Plasma-Frequenz w,,.

Aus semi-klassischen Berechnungen wissen wir, dass die inverse Dielektrizitédtskonstante
immer dann einen Pol hat, wenn an eine dielektrische Mode (Schwingung) gekoppelt wird.
Die Plasma-Schwingungen bei w, entsprechen den langwelligen Verschiebungen des Elek-
tronengases relativ zum postiven Hintergrund der Atomriimpfe. Sie sind fiir kleine Wel-
lenvektoren ¢ ungeddmpft, in RPA-N&herung, und stark tieberddmpft wenn sie in das
Kontinuum der Teilchen-Loch-Anregungen eintreten.

7.8.3 Elektron-Phonon-Kopplung und der Peierls-Ubergang

Phononen

Phononen sind quantisierte Gitterschwingungen mit einer Dispersions-Relation i£2,. Jedes
Atom in der Einheitszelle kann in drei Richtungen ausgelenkt werden, demnach gibt es
pro Atom in der Einheitszelle drei Phononen-Moden. Man unterscheidet:

e Akustische Phononen
Fiir diese Moden gilt lim,_,, 2, = 0. Sie entsprechen langwelligen Verschiebungen
der Einheitszellen gegeneinander. Sie heissen ‘akustisch’ da sie den Schallwellen im
Festkorper entsprechen, es gibt deren 3.

e Optische Phononen
Alle Phononen-Moden welche nicht akustisch sind nennt man optisch. Sie entspre-
chen Verschiebungen der Atome einer Einheitszelle gegeneinander. Fiir unterschied-
lich gelandene Atome (Atomriimpfe) wird dabei ein elektrisches Dipolmoment er-
zeugt, an welches elektromagnetische Wellen koppeln koénnen. Da lim, o€, > 0
lassen sich also optische Phononen via Dipol-Ubergéingen optisch anregen.

e Longitudinale Phononen
Die Auslenkungen sind parallel zum Wellenvektor ¢

e Transversale Phononen
Die Auslenkungen sind senkrecht zum Wellenvektor ¢.

Rein longitudinale/transversale Phononen gibt es nur in Kristallrichtungen mit hoher
Symmetrie. Im Kristall sind Phononen i.A. gemischter Natur.
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Freie Phononen
Wir betrachten im Folgenden eine einzige Mode mit

q1’ 7q2

HY = Y"hQ.ala, la,,al ] = 84an > (7.78)
q

wobei afl / a, der bosonische Erzeuger/Vernichter ist. Die Streuung von Phononen unter-
einander, die Phonon-Phonon-Wechselwirkung, wird vernachléssigt.

Elektron-Phonon-Kopplung

Phononen sind keine erhaltenen Teilchen. Die Wechselwirkung muss jedoch den Gesam-
timpuls erhalten, da das Gesamtsystem (Elektronen plus Gitter) translations-invariant
ist:

1
ep) _ T T
Hler) — N qu Mycpy o (a_q + aq) . (7.79)

e Der Implus-Ubertrag ist ¢. Entweder wird ein Phonon mit Impuls —¢ erzeugt oder
ein Phonon mit Impuls ¢ vernichtet.

e Da die Auslenkung der Atom proportional zu (a' + a) ist, siche Kap. 4.3.4, und da
die Elektronen an den Aulenkungen der Atomriimpfe von den Ruhelagen streuen,
bestimmt dieser Term die Elektron-Phonon-Kopplung (7.79).

Fiir eine detailiert mikroskopische Herleitung von (7.79) verweisen wir auf die Literatur.

Matsubara-Green-Funktion
Die Matsubara Green-Funktion

Dy(t) = =T ((ag(r) +aly(7)) (a_q+al)) (7.80)

beschreibt die Propagation der atomaren Auslenkungen (im Impulsraum).
Fiir freie Phononen gilt nach Kap. 4.3.4

1 1 2h82
o(n) = e, T T, T = (L (7.81)

Wir stellen den freien Phononen-Propagator durch eine gewellte Linie da.

Instabilitdten des Kristallgitters

Viele Festkorper wechseln als Funktion von Temperatur oder Druck ihre Phase. Falls diese
Gitter-Instabilitdt ein Phaseniibergang zweiter Ordnung ist, sollte dieser sich im Verhal-
ten der Phononen in der Nédhe des Phaseniiberganges wiederspiegeln, d.h. im Phononen-
Propagator D, (iw,).

Renormierung der Phononen in RPA-Niherung

Wir untersuchen nun die Renormierung der phononischen Green-Funktion aufgrund ihrer
Wechselwirkung mit den Elektronen innerhalb der RPA-Néherung.

Wir bezeichnen symbolisch mit
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Abbildung 7.3: Nesting Eigenschaften von Fermi-Flachen. Von einer eindimensionalen
(links), einer quasi-eindimensionalen (Mitte) und einer zwei-dimensionalen Fermi-Fliche
(rechts).

ey die nackte Green-Funktion D, (iw,) der Phononen
INAVAIN die renormierte Green-Funktion D, (iw,) der Phononen,

. den Elektron-Phonon-Vertex M,/+/V und mit
O die Elektron-Blase P (q,iw,,).

Die geometrische Reihe
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entspricht (7.74) und fiihrt zu

) Dy(w)
Dy(w) = 1 _P(O)(q,w)Dq(w)Mg/V

(7.82)

Nesting von Fermi-Flidchen

Man spricht von “perfect-nesting” wen es eine Wellenvektor @ gibt unter welchen die
Fermi-Fléche (FS) in sich selber iibergeht:

VEFGFS — (EF+@) e FS.

e Generisches Verhalten
Die generische Fermi-Fliche hat keine nesting-Eigenschaften, oder hochstens teil-
weise. Nesting kommt dagegen in niedrigdimensionalen Systemen héufig vor und ist
ist generisch in strikt ein-dimensionalen Systemen.

e Peierls-Instabilitéat
Fermi-Flachen mit perfect-nesting sind instabil gegeniiber jeder infinitesimale Stérung,
d.h. gegeniiber jeder noch-so-kleinen Wechselwirkung. Hier betrachen wir die Insta-
bilitdt einer eindimensionalen Fermi-Fldche gegeniiber einer Gitterverzerrung, die
Peierls-Instabilitat.
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0.0 2kF : a
Abbildung 7.4: Temperatur-Abhingigkeit der aktiven Phononen-Mode iiberhalb des

Peierls-Ubergangs. Genau am Ubergang wird die ¢ = 2kp Mode weich (“soft”), d.h.
W(Ql{?F,T — TP) — 0.

Linearisierung der Dispersions-Relation

Wir betrachten nun ein ein-dimeinsionales System mit einem nesting-Vektor @) = 2kp.
Da wir es mit einer Instabilitat der Fermi-Fléche zu tun haben kénnen wir die Dispersions-
Relation in der Ndhe der Fermi-Flache linearisieren:

€
er >~ vp(k—kp), et ~ —vp(k—kp), nr(exrqQ)—nr(e) = tanh( u ) ;
2k T

wobei ng(§) = 1/(exp(5€) + 1) die Fermi-Dirac Verteilung ist.

Temperatur-Abhéngigkeit der Lindardt-Funktion

Um die Ubergangstemperatur Tp fiir den Peierls-Ubergang zu berechen benutzen wir die
RPA-Né#herung (7.82) fiir die Phononen und die linearisierte Dispersions-Relation. Wir
erhalten fiir die Lindhardt-Funktion (7.59) im statischen Grenzfall:

POQ,0) = é S 5 (Ervq) = 1 (&)

k gk-i-q - gk
Ec
= 2" g RS BT o (g.0)
21 J-E. 2¢
N l/EC/(szT) s tanh(x) o /Cd_xtanh(x) N /EC/@ICBT)(Z_QL’E(?'S?))
T Jo x o x c T x
1 E 1 1.13E
~ —1 - ~ —1 - 84
T 08 (kaTc) T og( kT ) (7.84)

wobei E,. ein cutoff in der Nihe der Fermikante ist und P% (Q,0) der fehlende Teil des
Integrals.

e Da P (Q,0) nur Zustinde beinhaltet welche weit von der Fermi-Kante sind, ist
PO (Q,0) nur schwach Temperatur-abhiingig und kann in der Nihe des Uberganges
vernachléssigt werden.
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Abbildung 7.5: Verdopplung der Einheitszelle beim Peierls-Ubergang unterhalb der Uber-
gangstemperatur.

e Weiterhin hat das Integral [; ...dxz auch nur eine schwache Temperaturabhéngigkeit
und der letzte Schritt ist das Ergebnis einer detailierteren Rechnung.

e Wir erhalten somit als Ergebnis, dass die Lindhardt-Funktion fiir Fermi-Fliche mit
perfect nesting fiir T — 0 logarithmisch divergiert.

Peierls-Temperatur
Wir setzen nun das Ergebnis (7.84) fiir P9 (Q,0) in die RPA-Formel (7.82) und erhalten
fiir die Nullstellen des Nenners

1 (LI3E,
WP~ (190)? = QHQQM5;10g< > .

kyT’

Die renornormierte Phononen-Frequenz w wird weich, d.h. w — 0 fiir

1.13E, 4M?
e—l/)\’ P— Q

T p—
r Ky Q0

(7.85)

Dieses Resultat ist generische fiir Phaseniiberginge zweiter Ordnung in RPA-Naherung.

e Die Ubergangstemperatur Tp ist nicht-analytisch in der Elektron-Phonon Kopplung
M, und endlich fiir alle qu > 0. Es bedarf also keiner kritischen Kopplungsstérke
fiir die Instablitdt. Dieses Resultat gilt nur fiir Fermi-Flachen mit perfect-nesting.

e Das Ergebnis (7.85) welches fiir T > Tp aus der RPA-Niherung gewonnen wurde
ist identisch mit dem T welche man aus einer Molekularfeld-Néherung fiir 7' < Tp
erhalten wiirde.

Verdopplung der Einheitszelle

Die Atomriimpfe haben typischerweise eine diskrete Anzahl von Elektronen. Von einem
halb-gefiillten Band spricht man wenn es gerade eine Elektron pro Atom gibt. In diesem
Fall ist

T T
kp = —
F 2a’ a

und es kommt fiir 7' < Tp zu einer typischen Verdopplung der Einheitszelle.
Bose-Einstein-Kondensation weicher Austauschmoden

Phononen sind Austauschbosonen und es ist kein Zufall dass sie bei einem Phaseniibergang
zweiter Ordnung weich werden.
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Quasi-klassich wird eine Gitterverzerrung durch einen kohdrenten Zustand |c) beschrieben,
o) = e e 0), ale) = cfe), {clale) = ¢, (clafle) = ¢,

mit
(cle) = 1, (clatale) = |cf*.

Nun ist die Gitterverzerrung im Ortsraum durch

1 . 1 .
<ClR + CLTR> = W Z e’qR<a_q + CLD = W QZQR<CL_Q + GTQ>
q

gegeben, wobei der letzte Schritt fiir T < Tp gilt. Fiir eine endliche Auslenkung (ap —I—ab
im thermodynamischen Limes V' — oo muss also

(a_g —l—ag) = 2Recg ~ VV
sein, d.h. die Peierls-Phononen-Mode ist makroskopisch besetzt:
(cqlabagleg) = el ~ V.

e Bose-Einstein-Kondensation
Eine makroskopische Besetzung einer Mode in einem bosonsichem System nennt
man eine Bose-Einstein-Kondensation. Streng genomme ist eine eigentliche Bose-
Einstein-Kondensation eine solche in Systemene mit erhaltenen Bosonen.

e Weiche Moden
Eine Mode mit einer endlichen Energie ist bei endlichen Temperaturen 7" nicht ma-
kroskopisch besetzt. Daher ist es notwendig dass die Anregungsenergie der Mode
verschwindet um eine Bose-Einstein-Kondensation einzuleiten. Dieses kann konti-
nuierlich passieren, die Mode wird weich, oder durch einen zusétzlichen Pol in der
Phononen-Green-Funktion bei w = 0 (zentraler peak).




