Teil 11

Magnetostatik
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Kapitel 4

Ampere’sches Gesetz

4.1 Elektrischer Strom und Ladungserhaltung

Elektrische Strome werden durch bewegte Ladungstrager hervorgerufen. Ladungstrager
konnen dabei z.B. sein: Ionen in einem Teilchenbeschleuniger, einem Elektrolyten oder
einem Gas, Elektronen in einem Metall etc. Ursache fiir die Bewegung der Ladungen sind
in erster Linie elektrische Felder, es kann sich aber auch um materiellen Transport von
Ladungstriagern handeln.

Stromstarke Als elektrische Stromstarke I definieren wir diejenige Ladungsmenge, die
pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt fliefit,
Ladung
Zeit
Als einfachsten Fall betrachten wir zunéchst identische Ladungstréiger.
e ¢ Ladung

v Geschwindigkeit

a Vektor senkrecht zum Querschnitt des leitenden Me-
diums, mit der Querschnittsflache a = |a|

n Dichte der Ladungstrager.
o At Zeitintervall

o AV = (a-v)At iberstrichens Volumen

e nAV Anzahl Ladungstriager im Volumen AV

Damit folgt fiir die Stromstérke
qnAV ng(a - v)At
= = = /7 — -V, 4.1
Ia) = T2 I = gla- ) (11)

Haben wir allgemein pro Volumeneinheit n; Ladungstrager ¢; mit der Geschwindigkeit v;,

so wird
I(a) = a- (anqwz) : (4.2)
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Stromdichte Die Gleichungen (4.1) und (4.2) legen es nahe, die Stromdichte j einzufiih-

ren, als
J = Z niq; Vi , (4.3)
welche sich fiir ¢; = ¢ mit der mittleren Geschwindigkeit
1
(v) = = Znin', n = (n;) (4.4)
n
verkntipfen lésst:
j=nglv) = p<v> . (4.5)

Im allgemeinen Fall ist die Ladungstrigerdichte p = p(r,t) und das Geschwindigkeitsfeld

(v) orts- und zeitabhéngig, also
(4.6)

V

Kontinuitiatsgleichung Ladung ist erhalten und kann nicht verloren gehen. Die diffe-
rentielle Formulierung dieses Erhaltungssatzes ist die eminent wichtige Kontinuitétsglei-
chung.

e In einem kleinen Volumen V' verdndert sich die Ladung Q(t) wie

WO~ [P gy = [ o nav. (47)

e Ladungstrome j(r,t) durch die Oberflache Volumens V' verandern die Gesamtladung
innerhalb von V' geméfl dem Satze von Gauf,

/j-dF:/v-jdv. (4.8)
F 1%
e Damit lautet die Ladungsbilanz

_/‘/%dV:/VV-jdV. (4.9)
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Da wir das Volumen V' beliebig wihlen kénnen, erhalten wir somit aus (4.8) und (4.9) die
Kontinuitatsgleichung

dp

p TVi=0 : (4.10)

Wihrend (4.9) die Ladungserhaltung in integraler Form beschreibt, bedeutet (4.10) die
Ladungserhaltung in differentieller Form.

Spezialfille der Kontinuititsgleichung Stationdre Ladungen und Stréome zeichnen
die Elektrostatik bzw. die Magnetostatik aus.

e Elektrostatik: Stationdre Ladungen mit

0
j=0 N a—f =0 — p = p(r). (4.11)
e Magnetostatik: Stationdre Strome mit
. . op )
j = j) und 5 = 0 — V.j=0, (4.12)

denn fiir einen stationdren Strom ist V - j zeitlich konstant, und diese Konstante
muss iberall Null sein, da Ladung auch lokal nicht erzeugt oder vernichtet wird.

4.2 Ampere’sches Gesetz

Naturgesetze Die Grundlagen der Elektrodynamik, welche wir uns Schritt fiir Schritt
erarbeiten, sind die Maxwell-Gleichungen. Wie alle fundamentalen Naturgesetze kann
man diese nicht herleiten sondern nur motivieren und experimentell iiperpriifen.

Wir werden nun Grundgleichungen der Magnetostatik als experimentell gegebene Be-
ziehungen aufschreiben und diese dann nach und nach physikalisch untersuchen.

Lorentz-Kraft und magnetische Induktion Um Felder definieren zu kénnen, muss
man diese auch messen konnen. Fiur das elektromagnetische Feld haben wir hierzu die
experimentell gut bestétigte Lorentz-Kraft,

K = ¢E + q[v x B] . (4.13)

Den ersten Teil kennen wir aus der Elektrostatik. Der zweite Teil in (4.13) beschreibt
die Kraft, welche auf eine Probeladung ¢ wirkt, wenn diese mit einer Geschwindigkeit v
durch ein Magnetfeld B fliegt. Dabei nennen wir B prézise die magnetische Induktion,
umgangsprachlich einfach das Magnetfeld.

Ampere’sches Gesetz Magnetfelder werden durch bewegte Ladungen erzeugt, also
durch Strome j. Wir betrachten hier stationdre Strome, also j = j(r).

38



Experimentell finden wir das Ampére’sche Gesetz, mit

B(r) = I, /V J@) < (r —1) (4.14)

|r_rl|3 3

analog zur Grundgleichung (1.15) der Elektrostatik,
p(r)x—r)
E(r) = re/ V. 4.1
(x) v o |r—r']3 d (4.15)

Die Lorentz-Kraft (4.13) stellt dabei die Messvorschrift fir das elektrostatische Feld E
wie auch fiir die magnetische Induktion B dar.

Superpositionsprinzip Gleichung (4.14) enthalt - wie (4.15) - das Superpositionsprin-
zip: Die Felder zweier Stromverteilungen j; und j, tiberlagern sich linear, da j = j; + jo
die resultierende Stromverteilung ist.

Maflsysteme Mit I', wird auch die Einheitsladung festgelegt, siche Abschnitt 1.1. Dann
sind auch alle in (4.13) und (4.14) auftretenden Gréfien bzgl. ihrer Einheiten fixiert. Iy,
kann also nicht mehr frei gewédhlt werden. Wir erhahlten:

e cgs-System:

r. =1, r, = = (4.16)
mit der Lichtgeschwindigkeit c.
e MKSA-System:
1 Ho

r. = , r, = — 4.17
4dmeq 4 ( )

mit o L

_ —12 _ —7 MK
€ = 8.854-10 N2’ o = 4m-10 o (4.18)

Lo ist die magnetische Permeabilitdt.

Dimensionsanalyse Unabhéngig vom Maflsystem ist das Verhéltnis I',,,/T". eine Kon-
stante, da das Verhéltnis der beiden Terme in der Lorentz-Kraft (4.13),

qE[ 1F

TexE = vm  E =W (4.19)

dimensionslos ist. Hier bezeichnen die eckigen Klammern |[.] die Einheiten fiir diejeweilge
physikalische Grofle. Mit den Dimensionen fiir die Ladungsdichte p und der Stromdiche

i =il

= W= lb = =
finden wir fir die Dimensionsanalyse der Felder (4.15) und (4.14)
B = 000 = 0 (Bl = 0 = Il
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und somit

E

.—
-

!
AL

s 1

[B]  [Tw] m — [[n] [v]
fiir das Verhéaltnis der Felder. Zusammen mit 4.19 haben wir

[E] . [Fe] 1 [Fe] — [,02] ) (420)

D= BT EI R

Relativistische Invarianz Mit den Festlegungen (4.16) und (4.17) fir das cgs- und das
MKSA-System erhalten wir die Beziehung

L. 9 1 1
—£ = = — = 4.21
Fm C EOILLO’ €0 Mo 2 ) ( )

in Einklang mit unserer Dimensionsanalyse (4.20). Hierbei ist ¢ ein Geschwindigkeit, wel-
che sich als die Lichtgeschwindigkeit herausstellen wird.

Die fundamentale Beziehung (4.21) weist bereits auf einen Zusammenhang mit der
speziellen Relativititstheorie hin. In der Tat hatte Lorentz zuerst festgestellt, dass die
sog. Lorentz-Transformationen die Maxwell-Gleichung invariant lassen, spater hat dann
Einstein dieselben Transformationen aus dem Relativitétsprinzip hergeleitet. Das ist nicht
verwunderlich, denn das Relativitdatsprinzip beruht auf der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit und die Ausbreitung des Lichtes wird durch die Maxwell Gleichungen beschrieben.

4.3 Formel von Biot-Savart

Im Folgenden soll das Vektorfeld B(r) fiir verschiedene einfache Stromverteilungen be-
rechnet werden.

Magnetfeld diinner Leiter Fiir einen diinnen Leiter konnen wir iiber den Leitungs-
querschnitt f integrieren und erhalten aus (4.14)

,uof/ dl' x (r —r')
B = 4.22
(x) Ar Jo jr—1/? (422)
mit

I = /fj-dF’ (4.23)

als die Stromstarke.

df’
>
J dl’

D
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Ist der Leiter weiterhin gerade, so folgt aus (4.22) oder auch (4.14), dass die Feldlinien
von B konzentrisch um den Leiter verlaufen. Wir brauchen also nur noch den Betrag B
zu berechnen, da alle Beitrage zum Integral (4.22) fiir einen geraden Leiter die gleiche
Richtung haben:

ol sinf
B = — dz . 4.24
ar a2 (424)
Die verbleibende Integration fithren wir fiir einen unendlich langen Leiter aus. Mit
cos 6
inf = — tanf = — =
S d’ a z - sin 0
folgt fiir das Differential
cos? 0 —-R —d?
=R [ sin? 0 ] sin? @ R
folgt
pol / o ol
B — — _ 4.25
ATR Jx sin 0 df 2R ( )

fiir die Feldstirke im Punkt P. Dieses ist die Formel von Biot und Savart fiir das
Magnetfeld um einen diinnen, geraden, unendlich langen Leiter.

4.4 Kraft und Drehmoment auf einen Strom im Mag-
netfeld

Kraft auf Strome Die Lorentzkraft
K; = ¢ [Vz‘ X B(H’)} (4.26)

beschreibt die Kraft, welche eine bewegte Ladung ¢; erfahrt, die sich mit der Geschwin-
digkeit v; im Magnetfeld B bewegt.

Da Strome nichts anderes als bewegte Ladungen sind, erhalt man somit fir die Kraft
auf einen Strom mit der Stromdichte j

K = Y gmi[vi x B(r)] = /V j(r) x B(r)dV . (4.27)

Das Volumen V ist so zu wéhlen, dafl es den Strom vollstandig erfasst.

Kraft auf einen diinnen Draht Wir betrachten einen diinnen Draht, tiber dessen
Querschnitt sich das B-Feld nicht (wesentlich) &ndert. Somit kénnen wir (wie in Kap. 4.3)
2 der 3 Integrationen in (4.27) ausfiihren,

K:I/dle. (4.28)
L
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Das verbleibende Kurvenintegral langs des Leiters L lasst sich flir einen geraden Leiter
ausfithren, wenn B sich langs L nicht dndert:

—_
—

K — IxB)L (4.29) / F

wobei L die Lénge des Leiters angibt. Die — - ,
Kraft ist also senkrecht zur Stromrichtung B T — E
%

und zum B-Feld; sie ist maximal, wenn I
senkrecht zu B verlauft und verschwindet,
wenn I paralell zu B ist.

Drehmoment Auf eine einzelne Ladung ¢; mit Geschwindigkeit v; im Feld B wirkt das
Drehmoment
N; = r; xK; = r; x[g;v; x B(ry)] , (4.30)

und entsprechend auf einen Strom der Stromdichte j

N = 3r % [migivi x B(ry)] = /er (i x B)dV . (4.31)

Wir werden diesen allg. Ausdruck nun in eine handlichere Form bringen.

Homogenes Magnetfeld Fiir die praktische Auswertung ist es zweckméaBig (4.31) mit
der Identitédt (‘bac-cab Regel’)

ax(bxc) = (a-c)b—(a-b)c = b(a-c)—c(a-b) (4.32)

umzuformen,

N = /V[(r-B)j—(r-j)B} v . (4.33)

Diese Darstellung ist besonders niitzlich im Falle eines raumlich homogenen Magnetfeldes,
welches sich dann aus dem Integral herausnehmen l&f3t.

Raumlich begrenzte stationdre Strome Fiir einen stationdren, raumlich begrenz-
ten Strom verschwindet der 2. Term in (4.33). Zunéchst formulieren wir eine allgemeine
Beziehung, fiir n,m =1, 2, 3,

Vo (Znrmd) = Tmdn + Tudm + TnZmV ] = Tpjn + Tpjm (4.34)

wobei wir verwendet haben, dass nach (4.12) die Divergenz der Stromdichte V - j fiir
stationdre Strome verschwindet. Wir integrieren nun (4.34) tber ein Volumen V/,

0 = /xnxmj-dF — /V-(xnxmj)dV - /xnjdeJr/xmjndV,
F 174 1% Vv

wobei wir den Satz von Gaufl verwendent haben und die Voraussetzung, dass die Strome
raumlich begrenzt sind, das Oberflachenintegral also fiir ein geniigend grofies Volumen V'
verschwindet. Damit haben wir

/:cnjmdv - —/ T AV (4.35)
14 \%4
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gefunden. Summieren wir nun diese Ergebnisse iiber n = m so erhalten wir

/V(I"]dV —/I‘JdV 0, (4.36)

so dass fiir ein homogenes Feld in (4.33) der 2. Term verschwindet.

Magnetisches Dipolmoment Wir multiplizieren (4.35) mit B,,, summieren tiber n,
und erhalten

/(r-B)jdV - —/(j-B)rdV, (4.37)
\4 \%
und mit der bac-cab Regel (4.32)
) 1 ) . 1 .
/V(B-r)Jdv - 5/V[(B.m ~ (B-j)r]av = —in/V(rXJ)dV.

Das Drehmoment N auf die Stromverteilung hat also die Form

mit dem magnetischen Dipolmoment

m = 1/r><jdV . (4.39)
2 Jv

Fiir einen ebenen Strom (z.B. Kreisstrom) steht m senkrecht zur Stromebene.

Am

=

Magnetisches Dipolmoment fiir eine diinne Schlaufe Ist der stromfiihrende Lei-
ter diinn, so erhalten wir fiir das magnetische Dipolmoment nach Integration iiber den
Leiterquerschnitt

mzé}irxdl. (4.40)

Da nun |r x dl| gleich 2-mal der Flacheninhalt des von r und dl aufgespannten Dreieckes
ist, entspricht das Integral in (4.40) dem doppelten Flicheninhalt F', welcher von der
Leiterschlaufe aufgespannt wird,

m = IF , (4.41)
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wobei I die Stromstéarke ist.

Anwendungen, Kriafte zwischen Stromen Die hier hergeleiteten Gleichungen sind
die Basis aller Elektromotoren, welche i.W. aus rotierenden Leiterschlaufen in dufleren
Magnetfeldern bestehen. Dabei kann das auflere Magnetfeld von Permanentmagneten
erzeugt werden, oder durch Spulen.

Allgemein iiben zwei Strom-fiihrende Leiter aufeinander gegenseitig Kréfte aus. Dazu
muss man nur in den Ausdruck (4.27) fiir die Kraft K auf eine Stromverteilung j in einem
Magnetfeld B die Formel (4.22) fir das Magnetfeld einsezten, welches von einem anderen
Leiter erzeugt wird.
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Kapitel 5

Grundgleichungen der Magnetostatik

5.1 Divergenz der magnetischen Induktion

Vektor Potential Das Ampere’sche Gesetz (4.14))

j(@) x (r —r')
/ |r—r’|5 av’
kann mit
) 1 , 1 r—r
[vr XJ(I'/)} |I‘—I"| = —[J(I‘) X vv'} |I‘—I',| = -]( /) ’I‘—I"|3

wie folgt umgeschrieben werden:

sl
/v VIRV GOSN
r—r’| 4 Ve — 1|

Also kénnen wir das Magnetfeld B in der Form

= VxA

schreiben, mit dem Vektor-Potential A(r),

Ho j(r/) /
= — d
) A7 /V r — 1| v

Divergenz der magnetischen Induktion Mit (5.3) erhalten wir

V-B=V-(VxA) =0 |
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da die Divergenz einer Rotation immer verschwindet. Mit dem antisymmetrischen Tensor
€ijk, 0; = 0/0x; und der Summenkonvention gilt

0 17k mnicht alle verschieden
(V X A)l = €;10; Ag, €ijlk = 1 17k gerade Permuation von 123
' —1 17k ungerade Permuation von 123

und somit

V-B = E)ZBZ = eijkﬁif)jAk =0 s
da €ijk + €jik = 0.
Gauss’schen Gesetz des Magnetismus Gleichung (5.5) entspricht formal

V-E = ﬁ) (5.6)

€0

und zeigt, dass es keine magnetischen Ladungen gibt. Bilden wir namlich die zu (5.5)
korrespondierende integrale Aussage

/Vv-BdV:/FB-dF:o, (5.7)

so sehen wir, dass der Fluss der magnetischen Induktion durch eine geschlossene Flache
F verschwindet. Der Vergleich mit

/FE.dF — 9’ (5.8)

€0

erklart die obige Aussage.
5.2 Rotation von B

Kurvenintegrale Mit

B
1= [ F)-d
" F () - ds
definiert man ein Kurvenintegral, entlang ei-
nes Pfades von A nach B, tiiber ein Vektorfeld
F(r). Dabei ist ds ein gerichtetes Linienele-
ment entlang des Pfades.

Kurvenintegrale werden ausgewertet indem die Kurve parametrisiert,
r = r(t), r(0) =ru, r(l) =rg, tel0,1].

Damit wird aus dem Kurvenintegral ein gewohnliches Integral,

B 1
/A F(r) ds = / F(r) - i dt, ds = i dt
0
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da r parallel zur lokalen Tangenten ist.

Beispiel Das elektrische Feld E ist in der Elektrostatik als negativer Gradient des Po-
tentials ® definiert,

B 1
/A E(r) ds = —/0 VO(r) it = —[®(xp) — d(xa)], E = -V&.
Mit §¢ bezeichnet man Integrale iiber eine geschlossene Kurven, mit x4 = xp. Daher gilt
$sE - ds = 0, wie flir alle Gradienten-Felder. Dieses Ergebnis wurde schon im Abschnitt
3.4 aufgefiihrt.

Die gesamte komplexe Analysis beruht auf Linienintegralen, wie z.B. der Residuensatz
$sdz/(z — z9) = 2mi, fiir jede geschlossene Kurve S um den Pol z; heraum.

Satz von Stokes Zwei Integralsitze sind von zentraler Bedeutung in der Elektrodyna-
mik. Den Satz von Gauss fiir Oberflaichenintegrale, welchen wir im Abschnitt 2.1 kennen-
gelernt haben.

Z)

Fir Kuvenintegrale kommt der Satz von Sto- n
kes zu tragen,

£B~ds:/F(V><B)-dF (5.9) o

0)
welcher besagt, dass das geschlossene Linien- )/ \

integral §; eines Vektorfeldes B gleich dem y
Flachenintegral [ seiner Rotation ist.

Beweis Jedes beliebige Kurvenintegral kann in eine Summe kleiner Schleifen aufgeteilt
werden, da sich die Randbeitrage gegenseitig wegheben. Daher geniigt es ein kleines qua-
dratisches Kurvenintegral in zwei Dimensionen zu betrachten.

Sl

(X,y+Ay) (X+AX,y+Ay)

&>
(X,y) (X+AX,y)

Wir ndhern die vier Teil-Integrale durch die jeweiligen Mittelwert,

j{B -ds ~ AzB,(v+ Azx/2,y) + AyB,(z+ Az,y + Ay/2)
— AzB,(v+ Ax/2,y+ Ay) — AyBy(z,y+ Ay/2)
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By(r + Ax,y + Ay/2) — By(z,y + Ay/2)

= AzAy

Ax
B AxAme(x—FAx/Zy—i-Ay)—Bm(x—i-Ax/Z,y)
Ay
~ AzxzAy 0B, _ 9B, ~ Aa:AnyB’ ~ /VXB.dF,
Ox dy z F

wobei die Richtung der 4 Teil-Kurvenintegrale in die jeweiligen Vorzeichen eingegangen
sind.

Langer, diinner Leiter Wir betrachten nun das Linienintegral entlang der magneti-
schen Feldlinien eines unendlich langen, diinnen, geraden Leiters. Daftir hatten wir in

Abschnitt 4.3 I
410
B = 5.10
() = e, (5.10)
fir die magnetische Induktion B(r) gefunden, wobei r der Abstand vom Leiter ist, I die

Stromstérke und ey4 die Richtung angibt; die Feldlinien laufen konzentrisch um den Leiter.

Als Weg S betrachten wir zunéchst eine geschlosse-

ne Kurve in der Ebene senkrecht zum Leiter, welche Y
den Leiter umfasst. Dann wird mit |ds| = rd¢ das s
Linienintegral
¢ >
I -d I g
de “Of% 5 _ ”Ojfdas_fuo. x
s T

(5.11)

Wenn S den Strom nicht umfasst, so gilt:

}{B-ds ~ 0, (5.12)
S

Der Beweis dieser Beziehung erfolgt analog zum Beweis des Satzes von Stokes indem man
ein beliebiges Wegintegral in kleine Teil-Integrale aufteilt und sich iiberlegt dass sich die
Wegstiicke mit entgegengesetzter Richtung gegenseitig kompensieren.

Allgemeine Stromverteilung Die obigen Ergebnisse lassen sich verallgemeinern, indem
man Strome vom oben diskutierten Typ superponiert und geschlossene Raumkurven S aus
ebenen Wegstiicken zusammensetzt. Ohne auf Beweis-Details einzugehen - was Aufgabe
der Mathematik ist - halten wir als generelles Ergebnis

%qB-ds = ol (5.13)

fest, wobei I die Stromstérke des von S umschlossenen Stromes ist.

Rotation von B Der Satz von Stokes (5.9) gestattet das obige Linienintegral (5.13) in
ein Oberflachenintegral umzuformen,

/(VXB fB ds:uofz,uo/Fj-dF, (5.14)
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wobei F' eine beliebige, in dem geschlossenen Weg S eingespannte, Flache ist. Da nun F'
beliebig gewahlt werden kann, erhalten wir

VxB = mj |- (5.15)

Im Gegensatz zum elektrostatischen Feld E mit V x E = 0 ist also das B-Feld nicht
wirbelfrei. Die Beziehung (5.15) besagt, dass die Stome die Quellen des magnetischen
Feldes sind.

5.3 Vektor-Potential und Eichung

Man kann die magnetische Induktion B bei gegebener Stromverteilung j direkt mittels
(5.1) berechnen. Dieses ist jedoch i.Allg. aufwendig. Analog zur Poisson-Gleichung (2.12)
fiir das elektrische Potential ® wollen wir nun eine Bestimmungsgleichung fiir das Vek-
torpotential A herleiten, welche erlaubt dieses direkt aus einer gegebenen Verteilung von
Stromen zu berechnen.

Eichtransformationen Das Vektorpotential A ist tiber (5.3), V x A = B, nicht ein-
deutig definiert. Das Feld B dndert sich nicht, wenn man die Fichtransformation

A = A = A+Vy (5.16)

durchfiithrt, wobei x = x(r) eine beliebige (mindestens 2-mal partiell differenzierbare)
skalare Funktion ist. Denn

B = VxA' = VxA+Vx(Vx) = VxA = B. (5.17)

Die Lorentz-Kraft (4.13) kommt nur durch die magnetische Induktion B zustanden, wel-
ches damit das physikalisch wirksame Feld ist. Die Freiheit Eichtransformationen durch-
zufiihren ist jedoch fiir viele theoretische Uberlegungen von eminenter Bedeutung und
auch von praktischer Relevanz, wie wir nun sehen werden.

Coulomb-Eichung Mit V x B = pj und V x A = B erhalten wir mit
wj = VxB = Vx(VxA) = V(V-A)-AA (5.18)
die Ausgangsgleichung unserer weiteren Uberlegungen. Denn

Ez‘jkajﬁklmalAm = GijkéklmajalAm = €jk€imk 3j3114m = ai(amAm) - (alal)Ai-
N—_——

0510 5m —0im ;1

Ist nun

V-A # 0, (5.19)

49



so wéhlen wir das Eichpotential x in (5.16) so, dass
V-A = V-A+V-(Vy) =0 (5.20)

wird. Diese Wahl von y nennt man die Coulomb-Eichung. Das gesuchte x finden wir
also durch Losen von (5.20), also von

Ay = =V-A. (5.21)
Dieses ist eine Laplace-Gleichung (2.14) fiir x, wobei —V - A als eine gegebene Inhomo-

genitat anzusehen ist.

Bestimmungsgleichung fiir das Vektorpotential in Coulomb-Eichung Es lésst
sich also stets erreichen (ohne die Physik, d.h. das B-Feld in irgendeiner Weise einzu-
schrianken), dass der erste Term auf der rechten Seite von (5.18) wegfillt. Damit gilt

AA = —poj (5.22)

Coulomb-Eichung v.A=o0

in Coulomb-Eichung. Die vektorielle Gleichung (5.22) zerfillt in ihre 3 Komponenten,
welche mathematisch gesehen wieder vom bekannten Typ der Poisson-Gleichung (2.14)
sind.

5.4 Multipolentwicklung

Analog zu der in Abschnitt 1.4 besprochenen Multipolentwicklung fiir das elektrische
Potential ¢ interessieren wir uns nun fiir das B-Feld in grofier Entfernung einer raumlich
lokalisierten Stromverteilung j.

Entwicklung des Vektor-Potentials Dann empfiehlt es sich, das Vektor-Potential A
(analog zur Entwicklung von @ in der Elektrostatik) in eine Taylorreihe zu entwickeln.
Unter Vewendung von (5.4) und (1.21), 1/|r —r;| = 1/r + r-1;/r® + ..., erhalten wir

/

- /i;/vdV’j(r') (i LT > = Ao(r) + Au(r) + ... (5.23)

r3

mit den entsprechenden Multipolen A, (r).
Magnetischer Monopol Der Term o 1/r in der Taylor-Entwicklung (5.23),

Ao(r) = %/‘/j(r’) v’ =0, (5.24)

verschwindet, da es keine magnetischen Monopole gibt. Um das zu sehen betrachten wir
die {te Komponente von (5.24), [ = 1,2,3, und erhalten

/ VAV = /v’xJ dV’:fx;j(r’).dF’:o,
F
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mit V - j = 0, da die Strome rdumlich begrenzt sein sollen, da j # 0 nur innerhalb von V'
ist, und auf der Oberfliche von V' verschwindet.

Magnetischer Dipol Der Term o< 1/7? in der Taylor-Entwicklung (5.23) ist

Alr) = 4?7{3 /V (r-r') j(') dV' . (5.25)

Das Integral in (5.25) formen wir gemé8 (4.37) um (mit B <> r),
7\ s / / _ 1 . AN AN ] / / /
[ @iea = o [ {@r)ie) - i) ' av
]' . / / /
= i/v{rx (j(r") xr)}dV
= —rx;/v(r’xj(r’))d\/' = —rxm,

mit dem magnetischen Dipolmoment m = £ [, (r x j)dV, siehe (4.39). Damit erhalten
wir fiir den magnetische Dipolanteil A; des Vektorpotentials

Ai(r) = m x (ﬁ;) . (5.26)

Man vergleiche das Ergebnis mit dem ensprechenden Ausdruck (1.24), ®;(r) = d-r/(4wegr?),
fiir den Dipolanteil des elektrischen Potentials.

Feldlinien des magnetischen Dipols Differenzie-
ren wir (5.26) so erhalten wir

B,(r) = VxA(r) = ’“)<3r(m'r)—m> .
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Zur Herleitung betrachtet man die i-te Komponente,

myrs Ts T
€ijkaj€klsT73 = miasﬁ—(mzal)ﬁ .
N—_——

=0
Magnetisches Moment vs. Bahndrehimpuls Es gibt einen wichtigen Zusammen-
hang zwischen dem magnetischem Moment m, welches von bewegten Ladungen erzeugt
wird, und deren Bahndrehimpulus L. Wir betrachten Punktladungen der Masse m; und
Geschwindigkeiten v,

m = ;/V(rxj)dv = ; Zqi(rixvi), j(r):Zqivié(r—ri).

Seien nun alle Teilchen identisch, mit Massen m; = m und Ladungen ¢; = ¢, dann folgt

m = —L, L=> m(r;xvy) . (5.27)

ol



Mit dem Bahndrehimpuls L eines Systems geladener (identischer) Teilchen ist also ein
magnetisches Moment in Richtung von L verkniipft. Diese Aussage gilt auch im atomaren
Bereich, z.B. fiir die Elektronen eines Atoms.

Magnetisches Moment und der Spin der Elektronen Umgekehrt lasst sich jedoch
nicht jedes magnetische Moment auf einen Bahndrehimpuls geméa$ (5.27) zurtickfithren.
Elementarteilchen (wie z.B. Elektronen) besitzen ein inneres magnetisches Dipolmoment,
welches nicht mit dem Bahndrehimpuls, sondern mit dem Spin s dieser Teilchen durch

q

— 2
2MS’ (5.28)

ms, = g

verkniipft ist, wobei g das gyromagnetische Verhaltnis ist. Es ist ¢ ~ 2.0024 fir
Elektronen.

Energie eines Dipols in einem Magnetfeld Fiir die Kraft K auf einen magnetischen
Dipol m in einem raumlich schwach verédnderlichen Feld B findet man

K = V(m-B). (5.29)

Zum Beweis greife man zuriick auf (4.27) und verfahre entsprechend der Berechnung von
N in Abschnitt 4.4. Aus (5.29) ergibt sich fiir die potentielle Energie des Dipols im B-Feld

U = —(m-B), (5.30)

analog zu —(d - E) als Energie eines elektrischen Dipols im elektrostatischen Feld (2.33).
Der Dipol wird sich also bevorzugt in Feldrichtung einstellen, da dies der niedrigst mog-
lichen Energie entspricht.

5.5 Ubersicht iiber die Magnetostatik

1.) Ampére’sches Gesetz (Basis)

. po [ (') x (r—1') '
K = B t B = —/ d
g(vxB) mi Il o1 1%

fir stationdre Strome, wobei V - j = —0p/0t = 0.

2.) Feldgleichungen: Aus

s/
B - VxA mit A:@/ i gy
A Jv d

r—r

folgt

a) differentiell:
V-B = 0 VXxB = uj

b) integral
/B~dF:0; 7§B~ds:ﬂol
F S

o2



3.) Vektor-Potential:
VX (VxA)=uj — AA=—uj

fir V- A = 0 (Coulomb-Eichung).
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