Teil 1

Elektrostatik

11



Kapitel 1

Coulomb’sches Gesetz

Erhaltungsgrofien spielen in der Physik eine zentrale Rolle. Aus der Mechanik kennen
wir das Theorem von Noether, welches besagt dass es zu jeder Erhaltungsgrofie eine
zugeordnetete Symmetrie gibt. In der Feldtheorie (sieche QM-II) wird gezeigt werden,
dass die Ladungserhaltung mit der sog. U(1) Eichinvarianz verbunden ist.

Erhaltung der Ladung - Paarerzeugung Ein besonders eindrucksvoller Beweis fir
die Ladungserhaltung ist die Paar-Erzeugung und Paar-Vernichtung. So zerstrahlen z.B.
ein Elektron (e”) und ein Positron (et) in ein hochenergetisches massives Photon (-
Quant), welches ungeladen ist; umgekehrt entsteht bei der Paar-Erzeugung (z.B. in 7+, 7~
Mesonen) stets gleich viel positive wie negative Ladung,.

tet(—e)=0 ¢=0 +e+(-e)=0

Die Ladungsinvarianz zeigt sich auch darin, dass Atome und Molekiile neutral sind,
wie z.B. das Helium-Atom (*He) und das Deuterium-Molekiil (D). Beide bestehen aus
2 Protonen und 2 Neutronen sowie 2 Elektronen und sind damit elektrisch neutral.
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1.1 Coulomb-Kraft

Als experimentell gesicherte Grundlage fiir die Elektrostatik benutzen wir das Cou-
lomb’sche Kraftgesetz zwischen 2 Punktladungen:

kgm
Ky = Fe&?rlz , (K| = g2 (1.1)
T2 S

9,

ist die von Ladung ¢; auf Ladung ¢, ausge-
iibte Kraft. Hierbei ist rio = ro — ry der ge-

richtete Verbindungsvektor, r1o = |ris| und r12
I'. eine noch zu bestimmende Proportionali- q
tatskonstante. 1

Eigenschaften der Coulomb-Kraft Die Eigenschaften der Coulomb-Kraft sind iden-
tisch mit denen der Gravitation, abgesehen davon dass es keine negativen Massen gibt.

Richtung: Anziehung (Abstoflung) fiir ungleichnamige (gleichnamige) Ladungen.

Actio = Reactio: K2 = —Ko;:

Zentralkraft: Da eine Punktladung im Raum keine Richtung auszeichnet.

Superpositionsprinzip: Es gilt

K1 = K21 + K31 (12)

fiir die von 2 Punktladungen ¢, und g3 auf ¢; ausgeiibte Kraft.

Messvorschrift fiir Ladung Vergleicht man 2 Ladungen ¢, ¢ anhand der von einer

festen Ladung @ auf sie ausgetibten Kraft, so findet man fir Punktladungen geméaf (1.1):
q K

Damit sind Ladungsverhaltnisse durch Kraftmessung zu bestimmen: Nach Wahl einer

Einheitsladung (Ladung des Elektrons oder Positrons) kénnen wir Ladungen relativ zu
dieser Einheitsladung messen.

Mafisysteme Fiir die Festlegung der Proportionalitidtskonstanten I'. betrachten wir 2
gebrauchliche Mafisysteme.

e Gaufl’sches cgs-System: Hier wihlt man I'. als dimensionslose Konstante; speziell

T, =1, (1.4)



dann ist iiber (1.1) die Dimension der Ladung bestimmt zu
l¢] = [Kraft]'/?[Lange] = dyn'/? x cm . (1.5)

Die elektrostatische Einheit ist dann diejenige Ladung, die auf eine gleich grofie im
Abstand von 1 cm die Kraft 1 dyn ausiibt, wobei dyn = g-cm/s? ist. Das Gauf’sche
cgs-System wird in der Grundlagenphysik bevorzugt.

e MKSA-System. Zusatzlich zu den mechanischen Einheiten (Meter, Kilogramm,
Sekunde) wird Mit Coulomb die Einheit fir elekrische Ladungen definiert,

Coulomb = Ampere * Sekunde
Ladung = Strom x Zeit
C = As, (Einheiten)

definiert. Dabei ist 1 Ampere definitionsgeméf3 der elektrische Strom, der aus einer
Silbernitratlosung pro Sekunde 1.118 mg Silber abscheidet. Schreibt man

1 I qi1ge
r. = , Ky = ——— , 1.6
4dTeq 12 Aeg T3, T2 (16)

so nimmt die Vakuum-Permittivitit (Dielektrizitdtskonstante) ey den Wert

Coulomb?

€ = 8.854-107" -
Newton - Meter

(1.7)

an. Dabei ist N = kg-m/s? (Newton) die metrische Einheit fiir die Kraft. Die inverse
Dielektrizitatskonstante hat damit die Einheit

I N - m? B kg - m?
{ } ¢ 2
Das MKSA-System hat sich in der angewandten Elektrodynamik (Elektrotechnik)
durchgesetzt.

€0

1.2 Das elektrische Feld von Punktladungen

Die von N ruhenden Punktladungen ¢; an den Orten r; auf eine Probeladung ¢ am Ort r
ausgetibte Kraft ist nach (1.6) und dem Superpositonsprinzip

N
q Qi(r_ri)
K = . 1.
477'60; Ir — ;|3 (18)
Elektrisches Feld Mit
N
qG (r—r; kg -m
K= gBr), B - > S UTN o g keme )

— Ame v — 13 C-s?

definieren wir das (statische) elektrisches Feld, welches von den Punktladungen ¢; am
Ort r erzeugt wird.
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o Vektorfeld: Es ist gemafl (1.8) ein Vektorfeld. D.h. es gilt die Zuordnung

r — E(r), vr € R

e Messvorschrift: Bei vorgegebener Ladung ¢ zeigt (1.8), wie man ein elektrisches Feld
messen kann. Dabei ist darauf zu achten, dass die Probeladung ¢ so klein ist, dass
man ihren Einflufl auf das auszumessende Feld vernachléssigen kann.

Elektrisches Potential Analog dem Fall der Gravitationstheorie in der Mechanik kann
man die Vektor-Funktion E(r) aus dem (skalaren) elektrischen Potential

) = : 1.10
(r) ;47T€o|r—ri| ( )

durch Differentiation gewinnen:
E = -Vo . (1.11)

Die Einheit des elektrischen Potentials ist das Volt V

V_kng_kgmz_i_w
02 A As A

mit den beiden
Energie Joule  KraftxLinge : J=kg-m?/s?
Leistung Watt Energie pro Zeit : J=.J/s=kg-m?/s3
aus der Mechanik bekannten Einheiten fiir die Energie und Leistung.

Potentielle Energie Die potentielle Energie U(r) der Probeladung ¢ in einem elektri-

schen Potential ist
N 1

Ur) = qo(r) = ¢ &

—~ 4mey |r — 14

(1.12)

wobei ®(r;) das Potential am Ort r; ist, welches die Ladungen dort erzeugen.

1.3 Kontinuierliche Ladungsverteilungen

Streng genommen gibt es nur Punktladungen, da alle bekannten Elementarteilchen Punkt-
ladungen sind. Es ist jedoch unpraktisch alle 10?3 Elektronen in einem Kupferdraht einzeln
zu zéhlen.

Ladungsdichte Die Ladungsdichte p(r) entspricht der Anzahl Ladungen pro Volumen,
mit der Einheit
Coulomb C

] = Meter®  md
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Punktladung Plattenkondensator

A
< >
v T YYVYVVVVVYY
q>0 q<0 homogenes Feld

Abbildung 1.1: Beispiele fiir statische elektrische Felder.

Ubergang zu kontinuielichen Ladungsdichten Wir ersetzen
qu — /de(r)...,
wobei p(r) die Ladungsdichte am Ort r ist, mit der Gesamtladung
Q= Ya = [avp).

Damit tritt anstelle von (1.9) und (1.10),

1 (r—r')
E(r) — /d P VT
W = o fave) I
und
B(r) — — / AV p(r')—
4reg P v —1/|

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Beispiel: Homogen geladene Kugelschale Wir betrachten eine Kugelschale mit ho-

mogener Ladungsverteilung,

p(r') = oud(R - 1) R

und der Gesamtladung Q = 4wooR?. Fiir die Integra- r
tion von (1.16) verwenden wir Kugelkoordinaten mit

T 0o 21
/ drdyd> = / sin 6 df / (') 2dr / dp .
0 0 0

Der Verbindungsvektor ist durch

r—r1'| = \/7"2 + (r")2 — 2rr! cos 0
gegeben.
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Die Integration tiber den Azimutwinkel ¢ liefert 27, die Integration iiber den Polar-
winkel 6 ergibt

. in 6 1 " ==
/ de o = —,\/7”2 + (r")% — 2rr' cos 6 = r+rl ==
0 \/7"2 + (1) — 2rr' cos @ rr

)

=0 rr!

wobei nur noch die Betrdge r und ' der Vektoren vorkommen. Zudem gilt ' — R,
aufgrund der intergration tiber den Radius /. Wir finden

W = =) = 2 for r <1
P+ —r =1 = {r—i—r’—(r—?”') = 27 for r >’
und somit R
Golt for r <’
€0
P — 1.17
(r) Aoy R? Q 1 / ( )
I — i for r>r
dmey T dmeg 1

fiir das Potential einer homogen geladenen Kugelschale. Auflerhalb der Kugelschale ist das
Potential also identisch mit dem einer Gesamtladung, nach dem Coulomb Gesetz (1.10),
innerhalb konstant. Das elektrisch Feld verschindet daher innerhalb der Kugelschale.

1.4 Multipolentwicklung

Wir betrachten eine auf ein endliches Volumen V' begrenzte Ladungsverteilung und wollen
eine Ndherungsmethode entwickeln um das Potential ® in einem Punkt P weit auflerhalb
von V' zu bestimmen.

\/

1/r-Entwicklung Solange die r; < r, kénnen wir das Potential (1.10) durch eine Taylor-
Reihe in 1/r darstellen,

O = Py + Py + Dy + P3+ ..., (1.18)
mit @, ~ O((1/r)"*). Um diese Entwicklung herzuleiten benutzen wir die Formulierung
I 1 1 1
r — i \/r2—2r-ri+ri2 r \/1—(21'-1'2-—7"12)/7“2
1 1 2r-r; —r?
_ 1 _ SnriTr 1.19
ry/1—a g r? (1.19)
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Damit ergibt sich

1 1 1 1 T 32
- - - 2 1+Z2 4+ 40 1.20
lr — r; r+1—ux r + 2 * 8 + 0@”) ( )
1 12r-r;—12)  3(2r-r;—12)°
= 4 = + — 4+ ... .
ro 2 r3 8 rd
Wenn wir nun noch die Terme geeignet nach Potenzen von z;/r zusammenfassen, finden
wir ) -
1 1 rr, 13(r-r)" —rr
= - = ! cee 1.21
v — P T TE Ty 75 * (1.21)

Fiir das elektrostatische Potential ®(r) finden wir somit

Z|r—rl a

Wir diskutieren nun die einzelnen Terme.

Elektrischer Monopol Der erste Term in der 1/r Entwicklung des Potentials (1.22) ist

1 Q 1 d-r 1 1rkQur
dmeg T dmeq 13 4meg2 b

1.22
47T€0 ( )

Bor) = L — @ | (1.23)

— dmegr 4megr

Die Gesamtladung, auch das Monopolmoment genannt,
= Z%’

erzeugt in 0. Ndherung der Taylor-Entwicklung ein Feld, welches aus geniigend grofier
Entfernung dem einer im Ursprung lokalisierten Punktladung entspricht.

Elektrischer Dipol Der zweite Term in der 1/r Entwicklung des Potentials (1.22) ist

d-r d cosf
Oy(r) = L - &% 1.24
1(r) Amegr3 Amegr? ’ (1.24)

mit dem Dipolmoment d,

= Z qir'; )
' 0

und dem Winkel 6 zwischen r und d, d

\4

Abhingigkeit des Dipolmoments vom Koordinatenursprung Verschiebt man den
Ursprung um a, so wird

Zqz r;—a) = d—Qa. (1.25)
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Abbildung 1.2: Das Potential eines elektrischen Dipols und Quadrupols.

Falls @ # 0, kann man a so wéhlen, dass d’

= 0 wird. Wenn dagegen ) = 0 ist, so wird

d = d’ unabhéngig vom Ursprung und das H —
Dipolmoment beschreibt eine echte innere \O\
Eigenschaft des betrachteten Systems. Dem
entsprechend hat das Wassermolekiil HyO ein Y/ N |
endliches Dipolment, nicht aber Kohlendi- \():C:()/ H

oxidmolekiil COs.
Quadrupol-Moment Der dritte Term in der 1/r Entwicklung des Potentials (1.22) ist

1 1TkalTl
dmen2 1P

Oy(r) = : r*Qurt = Z% [3 (r-r;)? — rfrﬂ . (1.26)

Fir die Elemente Qi des Quadrupoltensors () finden wir

Qu = ZQi (37’f7’§ - 5kl’f’¢2) . (1.27)

Einige Bemerkungen.

e Indizes: In (1.27) sind die Indizes k,l = z,y,z, mit r = (r*,r¥,r*) und r; =
(re,rd r?).

2771

e Einstein’sche Summenkonvention: Die Einstein’sche Summenkonvention gilt in (1.26),
d.h. iiber gleiche Indizes wird automatisch summiert.

e Symmetrie: Der Quadrupol-Tensor ) ist symmetrisch und reell und kann daher
stets diagonalisiert werden.

Es besteht hier eine weitgehende Analogie zum Tragheitstensor in der Mechanik.

Hauptachsensystem Mittels einer unitaren Transformation lasst sich der Quadrupol-
Tensor diagonalisieren, dann ist Qg = Q dx;- Man spricht auch, analog zur Mechanik, von
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einer Transformation ins Hauptachsensystem. Im Hauptachsensystem ist der Quadrupol-
Tensor diagonal,
Wir finden, z.B. fir Q, = Q11,

Q: = Z%‘ (3%2—7"1'2) = Z%‘ (21‘?—%2—%2) : (1.28)

(1.28) zeigt, dass die Eigenwerte @y die Abweichungen von der Kugelsymmetrie beschrei-
ben, denn fiir spharische Ladungsverteilungen wird

e =D qy; =3 ax > Qu =0, (1.29)

Spezialfall: Axialsymmetrie Wir betrachten im Hauptachsensytem Rotationsinvari-
anz um die z-Achse. Dann wird nach (1.28)

Q= Q= Ya?-22). Q= Ya(2i-a?-y) = 22 a(2-a?) .

und somit 1

Q:Jc = Qy = _§Qz7 (130)
d.h. der Quadrupol-Anteil ®5(r) ist durch eine Zahl, das Quadrupolmoment @, =
Q./2, bestimmt.

Fir diesen Fall ist die Winkelabhéngigkeit von @, leicht anzugeben (wir verwenden

Qz = 2@07 Qz = Qy = _QO):
1 QJJIZ + ny2 + sz2 . QO 22° — 1% — y2

d = =
2(r) 47eg 2r° 47eg 2r°
_ @ (322 —r?) _ Qo (3 cos? 0 — 1) (1.31)
drey  2r° 47reg 273 ' '

Gleichung (1.31) zeigt die fir den Quadrupol-Anteil charakteristische r-Abhéangigkeit; die
Winkelabhéngigkeit ist deutlich verschieden von der des Dipol-Terms (1.24).

Kontinuierliche Ladungsverteilungen Analog zu Abschnitt 1.4 ergibt sich das Di-
polmoment fir eine kontinuierliche (rdumlich begrenzte) Ladungsverteilung zu

d = /de(r)r. (1.32)
Analog fiir die Quadrupol Momente, z.B. wird Gleichung (1.28) zu
Q: = /ale(r)(QaU2 —y? =27 (1.33)

Beispiel Eine ganze Reihe von Atomker-

nen ist (axialsymmetrisch) deformiert und

elektrostatisch durch ein Quadrupolmoment A
charakterisiert. Die Abweichungen von der X
Kugelsymmetrie konnen dabei sowohl posi-

tiv, Qo > 0, als auch negativ, Q9 < 0, 2 7
sein, was anschaulich einer Zigarre bzw. ei-

ner Scheibe entspricht.
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Kapitel 2

Grundlagen der Elektrostatik

2.1 Satz von Gaufl

Elektromagnetische Felder sind Vektorfelder; in jedem Punkt des Raumes gibt es ein
gerichtetes elektrisches und magnetisches Feld. Zentral fiir die Mathematik von Vektorfel-
dern ist der Satz von Gauf3, welcher vor allem in der Elektrostatik zur Anwendung kommt,
sowie der Satz von Stokes, welcher fiir die Magnetostatik wichtig ist. Wir beschéftigen
uns daher nun zuerst mit der Mathematik von Vektorfeldern.

Der Fluss von Vektorfeldern Den Fluf ® des Vektorfeldes A durch die Flache F
definieren wir als das Oberflachenintegral

o = /FA.dF — /FAndF, (2.1)

F

wobei A, = A - n die Komponen-
te von A in Richtung der Flachen- A
normalen n ist. Das gerichtete Fla-
chenelement dF ist parallel zu n,

dF = |dF|.

Fluss von Stromungen Zur Interpretation von (2.1) verlassen wir kurzzeitig die Elek-
trodynamik und betrachten eine Fliissigkeitsstromung mit der Geschwindigkeit v(r) und
der Dichte p(r). Die Stromdichte j ist dann

j(r) = p(r)v(r), (2.2)

und somit ist

Li-df = [ o) [v(x) - dF] (2.3)



die pro Zeiteinheit durch F fliefende Menge Fliissigkeit. Wegen des Skalarproduktes v(r)-
dF in (2.3) ist nur die senkrecht zur Stromung stehende Flache wirksam.

Der Satz von Gaufl Wir wahlen nun fiir F' eine geschlossene Fléche, welche ein
Volumen V' umschliefit. Dann gilt fiir den Fluss ® = [, A - dF der Satz von Gauf:

/FA-dF:/VV-AdV . (2.4)

Beweis des Satzes von Gaufl Fir den Beweis des Satzes von Gauf} teilen wir den
Raum in ein Summe von vielen kleinen Wirfeln auf und beweisen den Satz fir einen
kleinen (infinitesimalen) Wiirfel. Dieses gentigt, da sich die Fliisse an den gemeisamen
Wiirfelflichen wegheben.

X X+AX

Fiir einen einzelnen kleinen Wiirfel gilt mit A = (A,, A,, A,)

/A-dF
a

Q

(Ay(:v, y+ Ay, z) — Ay, y, Z))AMZ
<Az('ra Y,z + Ay) - Az(xv Y, Z))A‘IAy

0A, 04, 0A,
(890 + Jy + 82>Av

V.AAV ~ /V~AdV,
1%

wobei wir die Definition der Ableitung f’(z) und des V-Operators

f(@ + Ax) - f(x) v _ (8 9 8)
ox’ Oy’ Oy

f'(z) = lim

Az—0 A.Z‘ '
verwendet haben.
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2.2 Differentialgleichungen fiir das elektrische Feld

Wir wenden nun den Satz von Gauf auf das elektrische Feld E(r) an, um die Beziehung
zur Ladungsverteilung p(r) in differentieller Form zu gewinnen.

Divergenz des Feldes einer Punkladung Als Vorbetrachtung berechnen wir die
Divergenz V - E des elektrischen Feldes

E(I‘) _ q r q (*T?y?Z)

Ameo |2 4dweg (22 + 42 + 22)3/2

einer Punktladung ¢. Wir finden mit V- r = 3 und Vr? = 2r

4meg 3 31 3
V-E= " 2 "y.r2 =
g P 2pp T

3

Somit verschwindet die Divergenz des elektrischen Feldes iiberall dort wo es keine Ladung
gibt

V-E =0 Vr mit  p(r) =0, (2.6)

denn die Herleitung (2.5) ist nattrlich nicht am Ursprung giiltig, wo E divergiert. Die
Verallgemeinerung von dem Fall einer Punktladung zu dem Fall einer kontinuierlichen
Ladungsverteilung p(r) ist nach dem Superpositionsprinzip trivial.

Fluf} einer Punktladung Wie ist (2.6) fur
Orte r zu modifizieren an denen p(r) # 0 ist?

Dazu betrachten wir eine Kugel mit Radius 0 E
R um eine Punkladung ¢. Fiir den Betrag von n
E = |E(r)] gilt
- q
AregR?
Somit finden wir fiir den Fluss ® durch die Oberfldche der Kugel
q 2 4q q
cp:/ R2Q = /dQ:—, 2.7
4dmeg R2 4meg €0 (27)

unabhéangig vom Radius R der Kugel.

Ladungen als Quellen des elektrischen Feldes Nun ist nach dem Satz von Gauf}
(2.4) der Fluss (2.7) gleich dem Volumenintegral der Divergenz,

@:/E-dF:/v-Edvzi.

F \%4 (&)

Fur einen sehr kleinen Radius R — 0 finden wir daher
q 1 q p
— =~ (V-E)AV. V-E~ ——— ~ =&
€0 ( ) ’ EoAV 607



wobei AV hier das Volumen 47 R3/3 der kleinen Kugel ist. Damit haben wir die Gauf3’sche
Gleichung in differentieller Form

V-E =L (2.8)

€0

hergeleitet. Sie belegt, dass die Ladungsverteilung p = p(r) die Quelle des elektrischen
Feldes ist.

Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes Eine weitere differenzielle Beziehung fir E
erhalten wir aus (vgl. (1.11))

E = -V, (2.9)

wobei @ hier das elektrische Potential ist. Gleichung (2.9) ist iiber die Vektorindentitét

V x (Vf) = 0, (va) — 050, = 0, (2.10)

i

dquivalent zur Wirbelfreiheit

VxE = 0 (2.11)

des elektrischen Feldes. Wie wir spéter sehen werden, gilt die dieses Aussage nur wenn
zuséitzlich keine zeitabhangigen Magnetfelder auftreten.

Poisson’sche Gleichung Aus dem Gauss’schen Gesetz (2.8) gwinnte man zusammen
mit (2.9) direkt eine Differentialgleichung fiir das elektrische Potential,

p
AP = —— : V- (VP) = AD (2.12)

€0

die Poisson’sche Gleichung mit der Abkiirzung
A= — + =+ — (2.13)

fiir den Laplace-Operator A.

Laplace Gleichung Hat man eine Losung von (2.12) gefunden, so kann man dazu eine
beliebige Losung der homogenen Gleichung, der Laplace-Gleichunyg,

AP =0 (2.14)
addieren und erhélt eine neue Losung von (2.12). Diese Mehrdeutigkeit kann man durch

Vorgabe von Randbedingungen beseitigen. Fiir die weitere Diskussion sei auf Kapitel 3
verwiesen.
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2.3 Anwendungen des Gauf3’schen Satzes

Fiir symmetrische Ladungsverteilungen bietet (2.12) die Moglichkeit, das Potential ® und
die Feldstarke E = —V® mit geringem Aufwand zu berechnen. Wir betrachten 2 Beispiele.

Feld einer homogen raumgeladenen Kugel Sei

r fur r<R
plr) = {p(()) fir >R (2.15)

mit 7 = |r|. Aufgrund der Kugelsymmetrie ist E radial gerichtet, mit

_ @

O = 4mr?E(r) ,
€0

Q, = 4rm /OT(T,)2,0(T/) dr’ | (2.16)

wobei (), die in einer konzentrischen Kugel mit Radius r enthaltene Ladung ist.

Fir r > R ist Q, = @Q die Gesamtladung und es folgt aus (2.16):

Q

4megr?

E(r) = fir > R. (2.17)

Fir r < R hdngt das Ergebnis von der speziellen Form von p(r) ab. Als Beispiel wiahlen
wir

p(r) = po = const, (2.18)
dann wird:
Qr = 4z:7’3p07
also Lo, N
E(r) = P 3—607“. (2.19)

Diese Ergebnis erhdlt man auch wenn man das Potential (1.17) fiir eine Kugelschale tiber
die radiale Ladungsverteilung integrieren wiirde.

Q=0a

Homogen geladene, unendlich T
ausgedehnte Ebene Aus Symme-
triegriinden steht E senkrecht zur EM)\V i E(2)

Ebene, der Betrag F ist gleich fir
die Punkte 1 und 2, welche von der

Ebene den Abstand r haben mogen. /{
Der Gaufi’sche Satz ergibt dann ©

_ _ _ @ _ o
o = /FE-dF = aB(1) +aBQ) = £ = 7, (2.20)
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wenn a die Zylindergrundfliche ist und ¢ die Flachenladungsdichte. Vom Zylinder-Mantel
erhilt man keinen Beitrag, da E keine Komponente in Richtung der Normalen auf dem

Zylinder-Mantel hat. Das Ergebnis

g
E = — 2.21
2] (2.21)

ist unabhangig von r, wie von der Theorie des Kondensators bekannt.

2.4 Energie des elektrostatischen Feldes

Um eine Punktladung ¢; aus dem Unend-
lichen an eine Ladung ¢, auf den Abstand ,@
r12 heranzubringen, bendtigt (oder gewinnt) fs /,"" q2
man die Energie i
v = 8% (2.22) "
47T€07“12 :

Will man aus N Punktladungen ¢; eine bestimmte (durch die Abstédnde der Ladun-
gen ¢; charakterisierte) Ladungsanordnung aufbauen, so benétigt (oder gewinnt) man
entsprechend die Energie
U — 1 4:i4;

)
2 it 4’77607’1']'

(2.23)

der Faktor 1/2 sorgt dafiir, dass Doppelzdhlungen vermieden werden, die Einschrankung
1 # j schliefit Selbstenergien der Punktladungen aus.

Punktladungen vs. Feldenergie Stellt man das Bild der Punktladungen in den Mittel-
punkt der Betrachtungen, so interpretiert man U als die potentielle Energie eines Systems
von geladenen Massenpunkten. Man kann auch das Bild des elektrischen Feldes in den
Mittelpunkt stellen. Dann ist die zum Aufbau des elektrischen Feldes benétigte Ener-
gie U im elektrischen Feld gespeichert in Form von Feldenergie. Da die Coulomb-Kraft
konservativ ist, geht die beim Aufbau des Feldes (also der Herstellung einer bestimmten
Ladungsanordnung) geleistete Arbeit nicht verloren.

Energie des elektrischen Feldes Um den Zusammenhang der beiden Betrachtungs-
weisen quantitativ zu fassen, formen wir (2.23) um (vgl. Kapitel 1):

U - ;;q@m = 5 | ooy (2.24)

wobei ®(r;) das Potential am Ort r; der i-ten Punktladung ist, welches die anderen
Punktladungen dort erzeugen. Gleichung (2.24) konnen wir mit der Poisson Gleichung
AD = —p/e, siehe (2.12), umschreiben zu:

U = —%0 [ ar)ae() av . (2.25)
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Gleichung (2.26) beschreibt die Energie U vollstédndig durch das Potential ®, d.h. durch
das elektrostatische Feld ohne Bezug auf die Ladungen, die dieses Feld erzeugt haben.
Man kann U, statt durch das Potential ®, durch die Feldstarke E ausdriicken, wenn man
die Identitét

V- (fVg) = (Vf)-(Vg) + fAg (2.26)
fir f = g = ® benutzt:
U = 620 (VO(r))? dV——/V (OVD) dV
- 620 (VO(r)2dV — 7/ OV - dF (2.27)

wobei wir den Satz von Gauf§ (2.4) verwendet haben, mit F' als Oberflache von V.
Wenn sich nun alle Ladungen im Endlichen befinden, so verschwindet in (2.27) das

Oberflachenintegral mit zunehmendem Volumen V', da ®V® mit wachsendem Abstand

vom Ladungszentrum wie R~3 abfillt, wihrend die Oberfliche nur mit R? anwéchst. Im

Limes V' — oo bleibt also:

‘o

2
als die im Feld gespeicherte Energie.

v =3/ (Ve ) av = %O/VEZ v (2.28)

SE()

ist somit die Energiedichte des elektrischen Feldes.

2.5 Multipole im elektrischen Feld

Wir betrachten eine rdumlich lokalisierte Ladungsverteilung p in einem aufleren elektro-
statischen Feld, erzeugt durch das Potential ®,. Die Energie der Ladungsverteilung ist
dann, entsprechend den Uberlegungen von Abschnitt 2.4),

U = /V p(r) B, (1) dV . (2.29)

Dabei sollen die Ladungen, welche das &duflere Feld ®, hervorrufen sich auflerhalb des
Gebietes V' befinden, auf welches p beschrankt ist. Damit erklart sich das Fehlen des
Faktors 1/2 in (2.29) verglichen mit (2.24).

Taylor Entwicklung Weiter sei ¢, in V' langsam veranderlich, so dass wir ®, bzgl. des
Ladungsschwerpunktes von p(r) in eine Taylor-Reihe entwickeln konnen:

3. 00,( 1 5 9*®,(0)
d = — e 2.
o(1) «(0) + ;x, .. 2 ; T, i, + (2.30)
Da im Gebiet V fir das aulere Feld
V-E, = 0, E, = Vo, (2.31)
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nach Annahme gilt, kénnen wir (vgl. Abschnitt 1.4) Gleichung (2.30) wie folgt umformen:

D, (r) = B,(0) — ;xiEm(o) - éz (3zi; — 1%6;5) 8%250) + o (2.32)

J=1

Die ersten beiden Terme (Monopol und Dipol) ergeben sich direckt aus dem Vergleich mit
(2.30). Den dritten Term (Quadrupol) haben wir erzeugt indem wir eine Null hinzugefiigt

haben: 9E O
—_ 2 .. @ - 2 ia, e — 2 . ey
Z( r )5Zj al’j r ; (‘3@ r V- -E, 0.

0,]

Die Kombination von (2.29) und (2.32) ergibt zusammen mit

Q = /dV,o(r), d = /de(r) r, Qij :/ dV p(r) (Bxixj—r%kl) ,
v v
siehe (1.14), (1.32) und (1.27), erhalten wir

D Ea (0
8a:j

U = Qby(0) — d-E,(0) — (15 5,280 | (2.33)

1,j=1

Gleichung (2.33) zeigt, wie die Multipolmomente einer Ladungsverteilung p mit einem
auBeren Feld E, in Wechselwirkung treten.

— die Gesamtladung ) mit dem Potential ®,,
— das Dipolmoment d mit der Feldstirke E,,

— der Quadrupoltensor @);; mit dem Feldgradienten 0E;,/0z;, etc.

Anwendungsbeispiele Atomare Dipole in dufleren elektrischen Feldern, Wechselwir-
kung des Kern-Quadrupolments mit der Elektronenhiille.
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Kapitel 3

Randwertprobleme der Elektrostatik

3.1 Eindeutigkeitstheorem

Im Kapitel 2.2 haben wir darauf hingewiesen, dass die Poisson- bzw. die Laplace Gleichung

A = — P AD = 0,
€o
fir das elektrische Potential ®(r) keine eindeutigen Loésungen besitzen. Aus der Theo-
rie der gewOhnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dass wir fiir diese die Anfangs-
bedingungen spezifizieren miissen, damit die Losungen eindeutig werden. Fiir partielle
Differentialgleichung sind es analog die Randbedingungen.

Randbedingungen Wir wollen im folgenden zeigen, dass die Poisson-Gleichung bzw.
die Laplace-Gleichung eine eindeutige Losung besitzt, wenn eine der beiden folgenden
Randbedingungen erfiillt ist.

e Dirichlet - Bedingung

® ist auf einer geschlossenen Flache F' vorgegeben . (3.1)

e von Neumann-Bedingung

V& ist auf einer geschlossenen Fliache F' vorgegeben . (3.2)

Beweis fiir die Eindeutigkeit Wir nehmen an, dass es 2 Losungen ®; bzw. ®5 von

AD = L (3.3)

€0

gibt, die beide die gleichen Randbedingungen, (3.1) oder (3.2), erfiilllen. Dann gilt fiir die
Differenz U = &, — ®,:
AU = 0 (3.4)

in dem von F umschlossenen Volumen V. Weiter gilt wegen der Randbedingungen

U=0 aufF (3.5)
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oder

VU =0 auf F. (3.6)
Mit der Kettenregel
V- (UVU) = (VU)* + UAU (3.7)
und (3.4) wird
2 S . _ — . frg
/v (VU dV = /V (v (VD) U%%) v /F U:VOU dF = 0 (3.8)

mit Hilfe der Formel von Gau$, falls eine der beiden Bedingungen (3.5) oder (3.6) gilt.
Also:

/(VU)2 v =0, (3.9)
v
d.h. esist in V:

VU =0, (3.10)
da (VU)? > 0. Damit wird

U = const (3.11)

und ®; und P, unterscheiden sich hochstens um eine (physikalisch unwesentliche) Kon-
stante, dem Energie-Nullpunkt.

Sonderfall V' — oo Wenn V' der gesamte Rj ist, so ist die Losung der Poisson-Gleichung
eindeutig, falls p auf einen endlichen Bereich beschrankt ist und ®(r) asymptotisch so
schnell abfallt, dass
0P(r)
on
wo 0®/0n die Normalen-Ableitung von & bezeichnet. Der obige Beweis iibertragt sich
direkt, wenn man beachtet, dass die Oberfliche bei festem Rauminhalt wie r? wéchst.
Die Bedingung (3.12) ist fiir eine Punktladung erfullt, fiir welche ® ~ 1/r und E ~
1/r%. Nach dem Superpostionsprinzip ist daher auch (3.12) fiir alle Ladungsverteilungen
mit einer endlichen Gesamtladung erfiillt.

r?®(r) - 0 fir r — oo, (3.12)

3.2 Spiegelungsmethode

Diese Methode zur Losung des Randwertproblems besteht darin, auflerhalb des zu unter-
suchenden Bereichs sogenannte Spiegel-Ladungen geeigneter Grofle so anzubringen, dass
mit ihrer Hilfe gerade die geforderten Randbedingungen erfiillt werden. Dieses Verfah-
ren ist deshalb erlaubt, weil man zur Losung der (inhomogenen) Poisson-Gleichung jede
Losung der (homogenen) Laplace-Gleichung addieren darf (vgl. Abschnitt 2.2). Durch
die Spiegelungsmethode wird diejenige Losung der Laplace-Gleichung ausgewdhlt, die
zusammen mit der gewahlten speziellen Losung der Poisson-Gleichung die geforderten
Randbedingungen erfiillt.

Punktladung vor leitender Ebene Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Punkt-
ladung ¢ im Abstand a von einer leitenden Ebene (der yz-Ebene), welche geerdet sei (d.h.
® = 0 auf der Ebene). Die Spiegelladung ¢’ denken wir uns bzgl. der Ebene spiegelsym-
metrisch zu ¢ angebracht.
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Y -\
] +

q -
Die Positionen der Ladung und die Spiegelladung seien also
a = (a,0,0), a = (—a,0,0).
Dann betragt das Potential im Punkt r
/
(4me) D(r) = — b 4 1 (3.13)

Ir — a v/ — a’|

und wir erhalten wie gefordert ® = 0 fiir alle Punkte der leitenden Ebene, x = 0, wenn
wir

¢ = —q (3.14)
wahlen. In dem (uns interessierenden) Bereich x > 0 ist ¢/(4meor) eine spezielle Losung
der Poisson-Gleichung, ¢'/(4megr’) eine Losung der Laplace-Gleichung, die gerade dafiir
sorgt, dass fiir x = 0 die geforderte Randbedingung gilt.

Elektrisches Feld Das elektrische Feld E erhélt man dann aus (3.13) und (3.14)

E(r) = —Z‘f - 4:60 <|:_ :|3 - ;::"3) . (3.15)
Fir die Ebene x = 0 gilt mit a = (a,0,0)
r—al> = |r+al® = a>+¢y*+2* = r?
und somit 2 a
Blr=0) = —p 5. (3.16)

Das elektrische Feld steht somit senkrecht auf die leitende Ebene, da a = (a,0,0). Die
Komponenten des elektrischen Feldes in der x = 0 Ebene verschwinden, andernfalls wiirde
ein Strom in der Ebenenoberfléche fliessen bzw. das Potential auf der Fléche nicht konstant
sein.

Flachenladungs-Dichte Das das elektrische Feld im linken Halbraum z < 0 verschwin-
det bedeutet Gleichung (3.16) nach dem Gauf’schen Satz, und dem Ergebnis (2.21), dass
in der Ebene x = 0 eine ortsabhangige Flachendichte

o = B (x=0) = - (3.17)

- 2mrd
durch die Anwesenheit der Punktladung ¢ induziert wird. Beachte den Faktor 2 zwischen

(3.17), und (2.21), da im Falle der Spiegelladung E(z < 0) = 0 ist, und in der Anwendung
des Satzes von Gauss damit nur die Halfte des elektrischen Flusses auftritt.
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3.3 Trennung der Variablen

Eine Trennung der Variablen kann fiir viele Differentialgleichungen durchgefithr werden,
fiir welche die einzelnen Freiheitsgrade entkoppelt sind.

Laplace-Gleichung Wir suchen nach Losungen der Laplace-Gleichung
Ad = 0 (3.18)

und nehmen dabei der Einfachheit halber an, dafl ® von z nicht abhangt,
¢ = P(z,y) . (3.19)

Dann vereinfacht sich (3.18) in kartesischen Koordinaten zu:
0? 0?
=— + = |® = 0. 3.20
(502 * ) ¥ (3.20)

Separationsansatz In (3.20) sind die Freiheitsgrade x und y nicht gekoppelt, es gibt
keine Mischterme wie §?/0x0y®. Daher kénnen wir den Separationsansatz

Oz, y) = f(r)g(y) (3.21)

machen. Damit geht (3.20) tber in:

o) 505/ 0) + 1) 50) = 0. (3:22)

Mit Ausnahme der Nullstellen von f und g ist (3.22) dquivalent zu:

1 0*f 1 9%
flz)oxz? — g(y) 0y

Der erste Term in (3.23) hédngt nur von x, der zweite nur von y ab; da x und y unabhéngige
Variablen sind, folgt aus (3.23):
1 0*f 1 9%

———> = const =———— . 3.24)

f(z) Oa? 9(y) 0y* (
Wihlen wir die Konstante in (3.24) z.B. positiv reell (= k?), so erhalten wir folgende
Differentialgleichungen:

0*f g

—= — E*f(z) = 0; 92 + K%g(y) = 0 (3.25)

- 0. (3.23)

mit den Losungen
f(x) = ay exp(kx) + by exp(—kz); g(y) = cg sin(ky) + di cos(ky) . (3.26)
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Die Integrationskonstanten ay, by, ci,dr und die Separationskonstante k werden durch
Randbedingungen festgelegt.

Rechteck-Zylinder Als Beispiel betrach-
ten wir einen in z-Richtung unendlich ausge-
dehnten Rechteck-Zylinder (mit den Kanten-

langen xy und yo) mit den Randbedingungen: :b) (a.’b)
O(z,b) =0 V()
®(0,y) =0 P(a,y) =V(y) :
(I)(I‘, 0) =0 1
(3.27) :
Hierbei ist V(y) eine beliebige, vorgegebenen ;
Funktion. (0,0) (a,0)

Wir miissen nun die Parameter der Losungen (3.26) von ®(x,y) = f(z)g(y) so wahlen
dass die Randbedingungen (3.27) erfillt werden.

e Aus ®(z,0) =0 folgt g(y = 0) = 0 und somit dy = 0. Wir konnen also auch ¢;, = 1
wéahlen.

o Aus ®(z,b) =0 folgt g(y = b) = 0 und somit sin(kb) = 0. Also

ko= ib” =k, . (3.28)

e Aus ¢(0,y) =0 folgt f(y =0) = 0 und somit by, = —ay. Also
f(z) = ap{exp(k,z) — exp(—knx)} = 2a4 sinh(k,z) . (3.29)

Fourier Transformation Der Wellenvektor k, in (3.29) ist beliebig. Um die Bedingung
®(b,y) = V(y) auch noch zu erfiillen, entwickeln wir nach Fourier,

®(z,y) = Y A,sinh(k,z)sin(k,y) A, = 2ay k, =nn/b , (3.30)
i i@ e

und bestimmen die Koeffizienten A,, aus der Forderung

O(a,y) = V(y) = iAnsinh(kna)sin(kny). (3.31)

n=1

Nach dem Umkehrtheorem fir Sinus-Fourier-Reihen erhalt man:

2 /Ob V(y) sin(k,y) dy . (3.32)

A = =
" bsinh(k,a)

Allgemeine Randbedingungen Nich fiir alle Geometrien kann mann die Losungen
so einfach 16sen wie beim Rechteck, i.A. muss man auf numerische Methoden zurtickgrei-
fen. Hat man Randbedingungen von sphéarischer Symmetrie, so wird man die Laplace-
Gleichung 16sen durch einen Separationsansatz in Kugelkoordinaten; entsprechend ver-
fahrt man bei axialer Symmetrie.
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3.4 Ubersicht Elektrostatik

1.) Coulomb-Gesetz (die Basis)

gi(r —1;)
47T€0|I' — I'Z‘|3

K = ¢E mit E(r) = )

2.) Feldgleichungen:

a) integral:

fE-ds:o; /E-dF:Q
S F €

b) differentiell:

VxE = 0 vV-E="
€0
3.) Elektrostatisches Potential:
E=-Vo — A = P Poisson-Gleichung
€0
4.) Feldenergie:
Ly~ a4 ~ 1/p<I>dV - 9 Eav
2i;éj 47T€07'ij 2 Jv 2 Jv

Potentielle Energie der Punktladungen — elektrostatische Feldenergie
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