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KAPITEL 1

Einleitung und mathematische Grundlagen

Ein prominentes Anwendungsgebiet der Theorie periodischer Schrödingeroperatoren
ist die Festkörperphysik. Hierunter fällt unter anderem das Studium der Eigenschaften
von Festkörpern und ihrer theoretischen Modellierung auf der Ebene von Atomen und
Molekülen (siehe beispielsweise [1]). So lässt sich für viele Materialien unter bestimm-
ten Voraussetzungen und nach Verwendung geschickter Näherungen zum Beispiel die
Farbe, die elektrische Leitfähigkeit und vieles mehr alleine aus der Struktur und der
Kenntnis der auftretenden Atome berechnen.
Dies ist nicht nur aus Sicht der wissenschaftlichen Forschung von Interesse, sondern
bietet auch in wirtschaftlichen wie ökologischen Bereichen viele Möglichkeiten der In-
novation und Optimierung. Es ist daher nicht verwunderlich, dass großes Interesse an
der Struktur und den Aussagen der zugrundeliegenden Mathematik herrscht; nicht zu
schweigen von der Bedeutung innerhalb der Mathematik (siehe z.B. [2]).
Die fundamentale Größe, die zur Berechnung der oben beschriebenen physikalischen
Eigenschaften eingeht, ist dabei das Spektrum des periodischen Schrödingeroperators,
der das Material mathematisch beschreibt. Bei einem Schrödingeroperator handelt es
sich um einen Operator der Form

−∆ + V,

wobei der Laplaceoperator ∆ mit der kinetischen Energie des quantenmechanischen
Teilchens im Zusammenhang steht und V ein Multiplikationsoperator ist, der zur po-
tentiellen Energie des quantenmechanischen Teilchens korrespondiert.

In diesem Kapitel werden zunächst Grundlagen aus der linearen Funktionalanalysis wie-
derholt. Daraufhin wird in Kapitel 2 die Form des periodischen Schrödingeroperators
aus der Festkörperphysik motiviert. Die wichtigsten Begriffe zum Spektrum eines Ope-
rators und weitere mathematische Werkzeuge, die für die Bestimmung des Spektrums
hilfreich sind, werden in Kapitel 3 präsentiert.
Bevor wir in Kapitel 5 und 6 grundlegende Eigenschaften des Spektrums periodischer
Schrödingeroperatoren im eindimensionalen bzw. mehrdimensionalen Fall herleiten,
stellen wir in Kapitel 4 die wesentlichen Begriffe zur Charakterisierung der Periodi-
zität in einem Kristall vor.
Ein weiteres modernes Problem zum Rand des Spektrums zweidimensionaler periodi-
scher Schrödingeroperatoren wird in Kapitel 7 vorgestellt. Schließlich endet diese Arbeit
mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick in Kapitel 8.

Zur Zitierweise: In dieser Arbeit werden zu Beginn jedes Abschnitts die Quellen
genannt, an denen sich der jeweilige Abschnitt orientiert. Im Falle, dass einzelne Aus-
sagen, Definitionen oder Beweise aus anderen Quellen entnommen sind, werden diese
an gegebener Stelle in Klammern referenziert.

1.1. Die Fourier-Transformation

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht auf Ref. [3] Kapitel 10, Ref. [4] Kapitel IX,
Ref. [5] Kapitel V und Ref. [6] Kapitel 3.

1



1.1. Fourier-Transformation

Für die Bestimmung des Spektrums partieller Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten – wie sie in Schrödingeroperatoren der Quantenmechanik oft vorkommen
– ist die Theorie der Fourier-Transformation ein sehr nützliches Hilfsmittel. Wir wollen
ihr daher diesen besonderen Platz einräumen und einige wichtige Erkenntnisse hierzu
rekapitulieren.

Die Fourier-Transformation sei zunächst auf dem Banachraum (L1(Rn), λ), n ∈ N,
definiert, wobei λ das Lebesgue-Maß bezeichne.

Definition+Satz 1.1.1 (Fourier-Transformation auf L1). Die Abbildung

F : L1(Rn)→ (C0(Rn), ‖·‖∞)

f 7→ f̂ ,(1.1)

wobei f̂(k) := (2π)−n/2
∫
Rn f(x)e−x·kdx, k ∈ Rn, ist eine wohldefinierte stetige lineare

Abbildung. Es gilt zudem für alle f, g ∈ L1(Rn):

(i) Für a ∈ Rn gilt

F
(
eia·(·)f(·)

)
(k) = f̂(k − a) ∀k ∈ Rn

F (f(· − a)) (k) = e−ia·kf̂(k) ∀k ∈ Rn

(ii) Sei λ > 0, dann ist F
(
f( ·λ)

)
(k) = λnf̂(λk) ∀k ∈ Rn.

(iii) f ? g ∈ L1(Rn) und F(f ? g) = (2π)n/2f̂ ĝ ∀k ∈ Rn, wobei ? die Konvolution
bezeichnet.

(iv) Falls die Abbildung x 7→ h(x) := xjf(x) für ein j ∈ {1, 2, . . . , n} in L1(Rn)

liegt, so ist f̂ stetig partiell nach kj differenzierbar mit ∂j f̂(k) = −iĥ(k) ∀k ∈
Rn.

(v) Falls f ∈ C1(Rn) ∩ L1(Rn) und die Abbildung x 7→ h(x) := ∂jf(x) für ein

j ∈ {1, 2, . . . , n} in L1(Rn) liegt, so ist ikj f̂(k) = ĥ(k) ∀k ∈ Rn.

(vi)
∫
Rn f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rn g(x)f̂(x)dx.

(vii) Falls f, g ∈ Cb(Rn) ∩ L1(Rn) und f̂ , ĝ ∈ L1(Rn), dann ist f(0)
∫
Rn ĝ(x)dx =

g(0)
∫
Rn f̂(x)dx.

Bemerkung 1.1.2. Alternativ kann man die Fourier-Transformation auch zunächst
auf dem Schwartz-Raum S(Rn) ⊂ L1(Rn) definieren. Auf diesem Raum ist die Fourier-
Transformation bijektiv und man kann sie dann nicht nur eindeutig zu einer Bijektion
auf L2(Rn) fortsetzen, sondern auch zu einer Bijektion auf dem Raum der temperier-
ten Distributionen S ′(Rn) erweitern (siehe z.B. [4] Abschnitt IX.1, [3] Teil I oder [6]
Abschnitt 3.1). In Appendix B sind die wichtigsten Ergebnisse für diese Arbeit zusam-
mengestellt.

Man kann beweisen, dass die Fourier-Transformation auf L1(Rn) injektiv aber nicht
surjektiv ist ([6], Theorem 3.1.15), weshalb eine geschlossene Integralformel für die
inverse Fourier-Transformation nur unter bestimmten Bedingungen existiert.

Theorem 1.1.3. Sei f ∈ L1(Rn) ∩ Cb(Rn) und f̂ ∈ L1(Rn), dann gilt

(1.2) f(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
eik·xf̂(k)dk ∀x ∈ Rn.

Theorem 1.1.4. Sei f̂ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), dann gilt

(1.3) F∗f̂(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
eik·xf̂(k)dk

fast überall.
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Kapitel 1. Grundlagen

Es existiert eine eindeutige unitäre Fortsetzung der Fourier-Transformation auf dem
für viele Schrödingeroperatoren grundlegenden Hilbertraum L2(Rn):

Theorem 1.1.5. Zur Fourier-Transformation F existiert eine eindeutige unitäre
Fortsetzung (ebenfalls mit F bezeichnet) F : L2(Rn) → L2(Rn) und es gilt die soge-
nannte Plancherel-Identität∫

Rn
|f̂(k)|2dk =

∫
Rn
|f(x)|2dx ∀f ∈ L2(Rn).

Leider kann die L2-Fourier-Transformation nicht mehr die einfache Integral-Darstellung
aus Definition 1.1.1 haben, da L2(Rn) \ L1(Rn) 6= ∅. Alternativ kann man die L2-
Fourier-Transformation für r > 0, f ∈ L2(Rn) und k ∈ Rn durch den folgenden Grenz-
wert darstellen:

Fr(f)(k) := (2π)−n/2
∫
Br(0)

e−ik·xf(x)dx

lim
r→∞
‖Fr(f)−F(f)‖2 = 0.(1.4)

Dies folgt aus Theorem 1.1.5, da Fr(f) = F(fr) mit fr := f1Br(0) ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)

und fr
r→∞−→ f in L2(Rn).

Die wesentlichen Zusammenhänge zur Fourier-Transformation sind in Tabelle 1
zusammengestellt.

Fourier-Transformation Eigenschaften Darstellung
F : L1(Rn)→ C0(Rn) injektiv, nicht surjektiv Gleichung (1.1)
F : L2(Rn)→ L2(Rn) bijektiv, isometrisch Gleichung (1.4)
F : S(Rn)→ S(Rn) bijektiv Gleichungen (1.4),(1.2)
F : S(Rn)′ → S(Rn)′ bijektiv Gleichungen (B.1),(B.2)

Tabelle 1. Eigenschaften der Fourier-Transformationen.

1.2. Lineare Operatoren

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht im Wesentlichen auf Ref. [3] Kapitel 20, Ref. [7]
und Ref. [8].

Die mathematische Beschreibung eines Teilchens in der Quantenmechanik nach der
Kopenhagener Deutung (siehe z.B. [9]) erfolgt über sogenannte Wellenfunktionen, wel-
che als Wahrscheinlichkeitsamplitude interpretiert werden.
Ein Teilchen, welches sich im Rn, n ∈ {1, 2, 3} befindet, wird demnach durch ein Ele-
ment des Hilbertraums (L2(Rn, λ), 〈·, ·〉) beschrieben, wobei λ das Lebesgue-Maß be-
zeichne. Um physikalische Messgrößen und Eigenschaften oder die Dynamik des Teil-
chens beschreiben zu können, benötigt man die folgenden Definitionen.

Sei von nun an H stets ein C-Hilbertraum.

Definition 1.2.1 (Linearer Operator). Die Abbildung A : D(A) → H heißt (li-
nearer) Operator auf H, falls D(A) ⊂ H ein Untervektorraum ist und A eine C-lineare
Abbildung ist, d.h.

A(αψ1 + βψ2) = αAψ1 + βAψ2 ∀ψ1, ψ2 ∈ H ∀α, β ∈ C.

Der Teilraum D(A) wird als Domäne von A bezeichnet.
Ist D(A) ⊂ H dicht, so nennt man A dicht definiert.
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1.2. Lineare Operatoren

Bemerkung 1.2.2. Im Falle, dass der linearer Operator A : D(A) → H injektiv
ist, d.h. ker(A) = {0}, existiert ein linearer Operator B : D(B) → H mit BAx = x
für alle x ∈ D(A), wobei D(B) = im(A). Der Operator B ist wegen der Linearität von
A wohldefiniert und eindeutig aufgrund der Injektivität von A. Er wird als inverser
Operator von A bezeichnet.

Definition 1.2.3 (Erweiterung/Einschränkung einer Operators). Seien A,B linea-
re Operatoren in H. Man nennt B eine Erweiterung von A, symbolisch A ⊂ B, falls
D(A) ⊂ D(B) und Ax = Bx für alle x ∈ D(A). Umkehrt heißt A auch Einschränkung
von B und man schreibt A = B|D(A).

Beispiel 1.2.4. Wir betrachten den C-HilbertraumH = (L2((0, 1), λ), 〈·, ·〉) und die
linearen Operatoren Ai : D(Ai) → H, i = 1, 2, gegeben durch Aiψ(x) := 1

xψ(x) ∀ψ ∈
D(Ai) ∀x ∈ (0, 1), wobei

D(A1) := {ψ ∈ H | ψ stetig, supp(ψ) ⊂ (0, 1)}
und

D(A2) := {ψ ∈ H | 1

·
ψ(·) ∈ H}.

Offensichtlich gilt D(A1) ( D(A2) ( H und A1 ⊂ A2.

Innerhalb der Quantenmechanik werden Messgrößen durch selbstadjungierte Opera-
toren auf einem Hilbertraum repräsentiert, da Messgrößen reell sind und das Spektrum
solcher Operatoren reell ist (siehe Kapitel 3 Abschnitt 3.1).
Bevor wir zum Begriff der Selbstadjungiertheit gelangen, benötigen wir den sogenann-
ten adjungierten Operator.

Definition+Satz 1.2.5 (Adjungierter Operator). Sei A ein dicht definierter Ope-
rator in H, dann existiert ein eindeutiger Operator A∗ auf H, sodass

(1.5) 〈x,Ay〉 = 〈A∗x, y〉 ∀x ∈ D(A∗) ∀y ∈ D(A)

gilt. Die Domäne von A∗ sei dabei durch

(1.6) D(A∗) := {x ∈ H | ∃Cx <∞, sodass |〈x,Ay〉| ≤ Cx‖y‖ ∀y ∈ D(A)}
gegeben und A∗ wird als der zu A adjungierte Operator bezeichnet.
Der Operator A∗ ist maximal innerhalb der Menge

B := {B : D(B)→ H | 〈x,Ay〉 = 〈Bx, y〉 ∀x ∈ D(B) ∀y ∈ D(A)},
d.h. B ⊂ A∗ für alle B ∈ B.

Beweis. Mithilfe der Eigenschaften des Skalarprodukts sieht man sofort ein, dass
D(A∗) ein linearer Unterraum von H ist und offensichtlich 0 ∈ D(A∗).
Sei x ∈ D(A∗) ein beliebiges festes Element in H und man betrachte die lineare Ab-
bildung Tx,D(A) : D(A) → C definiert durch Tx,D(A)(y) := 〈Ay, x〉 ∀y ∈ D(A). Der
Operator Tx,D(A) ist wegen Gl. (1.6) zudem noch beschränkt durch |Tx,D(A)(y)| ≤ Cx‖y‖
für alle y ∈ D(A). Also existiert aufgrund der Dichtdefiniertheit eine eindeutige lineare
Fortsetzung Tx von Tx,D(A) ∈ D(A)′, sodass Tx ∈ H′ und ‖Tx‖ = ‖Tx,D(A)‖ ([5] Satz
II.1.5).
Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz ([5] Theorem V.3.6) existiert ein eindeu-
tiges x∗ ∈ H, sodass Tx(y) = Tx,D(A)(y) = 〈y, x∗〉 ∀y ∈ D(A).
Wir definieren nun A∗ eindeutig durch A∗x := x∗; die Linearität von A∗ folgt sofort
aus der Sesquilinearität des Skalarprodukts.
Der Operator A∗ erfüllt dann per Konstruktion die Gl. (1.5).

Sei B ∈ B, dann ist D(B) ⊂ D(A∗) aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und
wir finden für x ∈ D(B), dass 〈Bx, y〉 = 〈x,Ay〉 = 〈A∗x, y〉. Damit gilt Bx − A∗x ∈
D(A)⊥ = {0}, da A dicht definiert ist. Somit folgt B ⊂ A∗. �
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Kapitel 1. Grundlagen

Lemma 1.2.6. Sei A ein dicht definierter Operator in H, dann gilt

(imA)⊥ = kerA∗.

Beweis. Sei y ∈ (imA)⊥. Es gelten dann die Äquivalenzen

0 = 〈y,Ax〉 ∀x ∈ D(A)

↔ y ∈ D(A∗), 0 = 〈A∗y, x〉 ∀x ∈ D(A)

↔ A∗y = 0.

Die letzte Äquivalenz begründet sich dadurch, dass A dicht definiert ist. �

Lemma 1.2.7. Ist A ein dicht definierter injektiver Operator auf H mit dichtem
Bild imA ⊂ H, dann ist der zu A adjungierte Operator A∗ invertierbar. Die Inverse ist
gegeben durch

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Beweis. Nach Lemma 1.2.6 ist {0} = (imA)⊥ = kerA∗, also ist A∗ injektiv und
besitzt eine eindeutige Inverse (A∗)−1 mit D((A∗)−1) = imA∗.
Es bleibt zu zeigen, dass D((A∗)−1) = D((A−1)∗) und (A∗)−1x = (A−1)∗x für x in der
gemeinsamen Domäne.
Sei x ∈ D((A∗)−1) = imA∗, d.h. ∃! x′ ∈ D(A∗) mit x = A∗x′ bzw. (A∗)−1x = x′. Wir
berechnen für beliebiges y ∈ D(A−1)

|〈x,A−1y〉| = |〈A∗x′, A−1y︸ ︷︷ ︸
∈D(A)

〉| = |〈x′, AA−1y〉| ≤ ‖x′‖‖y‖ = ‖(A∗)−1x‖︸ ︷︷ ︸
=:Cx≤∞

‖y‖.

Nach Gl. (1.6) ist somit x ∈ D((A−1)∗).
Ist andererseits x ∈ D((A−1)∗) und y ∈ D(A−1) = imA mit Urbild x′ ∈ D(A), d.h.
Ax′ = y, dann gilt

〈A∗(A−1)∗x, x′〉 = 〈(A−1)∗x, y〉 = 〈x,A−1y〉 = 〈(A−1)∗x,Ax′〉 = 〈x, x′〉.(1.7)

Da D(A) ⊂ H dicht ist, gilt somit A∗((A−1)∗x) = x, also x ∈ imA∗ und (A−1)∗x =
(A∗)−1x. �

Zur weiteren Charakterisierung von Operatoren folgen nun weitere Definitionen.

Definition 1.2.8 (Graph eines Operators, abschließbar/abgeschlossene Operatoren
und Abschließung). Sei A ein Operator auf H.

(i) Wir definieren den Graphen von A, symbolisch Γ(A), durch

Γ(A) := {(x, y) ∈ H ×H | x ∈ D(A), y = Ax}

(ii) Der Operator A heißt abgeschlossen, falls Γ(A) ⊂ H×H abgeschlossen ist.

(iii) Wir nennen A abschließbar, wenn Γ(A) der Graph eines (dadurch eindeutig
bestimmten) Operators A in H ist. Der Operator A wird als Abschließung von
A bezeichnet.

Der wesentliche Unterschied zwischen abgeschlossenen und stetigen Operatoren be-
steht darin, dass im Falle eines stetigen Operators A aus der Konvergenz von (xn)n∈N ⊂
D(A) bereits die Konvergenz der Bildfolge (Axn)n∈N folgt.
Äquivalente Darstellungen der Definitionen werden im Folgenden gegeben.

Proposition 1.2.9. Sei A ein Operator auf H.

(i) A ist abgeschlossen genau dann, wenn für jede Folge (xn)n∈N ⊂ D(A) mit

xn
n→∞−→ x ∈ H und die Bildfolge (Axn)n∈N mit Axn

n→∞−→ y ∈ H folgt, dass
x ∈ D(A) und Ax = y.

5



1.2. Lineare Operatoren

(ii) Das Paar (D(A), ‖·‖A) mit ‖x‖A = ‖x‖+‖Ax‖ ∀x ∈ D(A) ist ein Banachraum
genau dann, wenn A abgeschlossen ist.

(iii) A ist abschließbar genau dann, wenn für jede Null-Folge (xn)n∈N ⊂ D(A) und

Bildfolge (Axn)n∈N mit Axn
n→∞−→ y ∈ H folgt, dass y = 0.

Beweis. Zu (i): Folgt sofort aus der Definition.

Zu (ii): A ist abgeschlossen genau dann, wenn Γ(A) ⊂ H×H abgeschlossen und somit

auch vollständig ist ([5] Lemma I.1.3). Wegen ‖(x,Ax)‖H×H = ‖x‖A für alle x ∈ D(A)
ist dies äquivalent zur Vollständigkeit von (D(A), ‖·‖A).

Zu (iii): Angenommen A ist abschließbar. Sei (xn)n∈N ⊂ D(A) ⊂ D(A) eine Nullfolge.

Wegen Axn = Axn
n→∞−→ y ∈ H folgt aus (i), dass y = A0 = 0.

Wir müssen zeigen, dass Γ(A) der Graph des Abschlusses A ist, falls dieser existiert.
Der Operator A hat als Domäne offensichtlich

D(A) := {x ∈ H : ∃(xn)n∈N ⊂ D(A), xn
n→∞−→ x, Axn

n→∞−→ y︸︷︷︸
=:Ax

∈ H}.

Damit A wohldefiniert sein kann, muss für Ax = y der Wert y unabhängig von der

Folge (xn)n∈N ∈ D(A), xn
n→∞−→ x, sein. Hierzu sei (x′n)n∈N ∈ D(A), x′n

n→∞−→ x und

Ax′n
n→∞−→ y′, eine weitere Folge. Es ist zu zeigen, dass y = y′. Dies ist tatsächlich der

Fall, denn aus lim
n→∞

xn − x′n = 0 folgt y − y′ = 0 nach Voraussetzung.

Die Linearität von A folgt aus der Linearität von D(A) und der Linearität des Limes.

Es fehlt also noch die Abgeschlossenheit von A. Sei dazu (x, y) ∈ Γ(A) und

(xn)n∈N ⊂ D(A), xn
n→∞−→ x, Axn

n→∞−→ y.

Wir müssen zeigen, dass x ∈ D(A) und Ax = y. Für alle n ∈ N finden wir passende
x′n ∈ D(A), sodass ∥∥xn − x′n∥∥+

∥∥Axn −Ax′n∥∥ < 1

n
.

Damit gilt x′n
n→∞−→ x und Ax′n

n→∞−→ y, also x ∈ D(A) und y = Ax. �

Es folgen weitere Eigenschaften zur Struktur von Operatoren.

Theorem 1.2.10. Sei A ein dicht definierter Operator auf H. Dann gilt:

(i) Für einen Operator B auf H gilt: A ⊂ B ⇒ B∗ ⊂ A∗.
(ii) A∗ = A∗.

(iii) A ist abschließbar genau dann, wenn A∗ dicht definiert. In diesem Fall ist
A = (A∗)∗ =: A∗∗.

Wir wollen uns nun den Klassen von Operatoren zuwenden, die in dieser Arbeit
eine zentrale Rolle einnehmen werden. Hierbei sind dicht definierte Operatoren die
Grundlage, da wir in einem solchen Fall von einem eindeutigen adjungierten Operator
sprechen können (siehe Satz 1.2.5).
Der Begriff der Selbstadjungiertheit ist ähnlich zu dem aus der linearen Algebra, aber
weist einige Besonderheiten in unendlich-dimensionalen Hilberträumen auf.

Definition 1.2.11 (Symmetrischer, selbstadjungierter und wesentlich selbstadjun-
gierter Operator). Sei A ein dicht definierter Operator auf H. Dann heißt A

(i) symmetrisch, falls 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 ∀x, y ∈ D(A) oder äquivalent: A ⊂ A∗,
(ii) normal, falls A abgeschlossen ist und AA∗ = A∗A,

(iii) selbstadjungiert, falls A = A∗,
(iv) wesentlich selbstadjungiert, falls A symmetrisch und A selbstadjungiert ist (zur

Wohldefiniertheit siehe Korollar 1.2.12(i)).
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Korollar 1.2.12. (i) Sei A ein symmetrischer Operator auf H, dann ist A
abschließbar und es gilt A = A∗∗ und A ist ebenfalls symmetrisch.

(ii) Ist A ein dicht definierter und abschließbarer Operator auf H, dann gilt
(
A
)∗

=
A∗.

(iii) Falls A wesentlich selbstadjungiert ist, gilt A∗ = A∗∗ = A.
(iv) Ein selbstadjungierter Operator ist insbesondere wesentlich selbstadjungiert.
(v) Wesentlich selbstadjungierte Operatoren besitzen eine eindeutige selbstadjun-

gierte Erweiterung, nämlich ihren Abschluss.
(vi) Sei N ein normaler Operator, dann ist D(N) = D(N∗) und ‖Nx‖ = ‖N∗x‖

für alle x ∈ D(N).

Beweis. Zu (i): Da der adjungierte Operator eines symmetrischen Operators auch

dicht definiert ist, folgt mit Satz 1.2.10(iii), dass A abschließbar ist mit A = A∗∗. Nach
Satz 1.2.10(i) folgt somit aus A ⊂ A∗, dass A∗∗ = A ⊂ A∗. Damit folgt die Symmetrie

von A aus Satz 1.2.10(i), denn A ⊂ A∗ induziert A = A∗∗ ⊂
(
A
)∗

.

Zu (ii): Erneut folgern wir mittels Satz 1.2.10(i), dass aus A ⊂ A auch
(
A
)∗ ⊂ A∗

gilt. Es fehlt nun zu zeigen, dass A∗ ⊂
(
A
)∗

. Sei hierzu x ∈ D(A∗) und y = A∗x. Sei

weiterhin x′ ∈ D(A) und (xn)n∈N ⊂ D(A) mit xn
n→∞−→ x′ und Axn

n→∞−→ Ax′. Es folgt

〈y, x′〉 = 〈A∗x, x′〉 = lim
n→∞

〈A∗x, xn〉 = lim
n→∞

〈x,Axn〉 = 〈x,Ax′〉.

Damit ist x ∈ D(
(
A
)∗

) und y =
(
A
)∗
x.

Zu (iii): Dies folgt sofort aus (i) und (ii).

Zu (iv): Dies folgt ebenfalls aus (i) und (ii).

Zu (v): Nach (ii) und (iii) ist mit dem Abschluss A eine selbstadjungierte Erweiterung
von A gegeben.
Sei B eine selbstadjungierte Erweiterung von A, dann gilt nach Satz 1.2.10(i): B∗ ⊂ A∗
und A∗∗ ⊂ B∗∗. Mit (iii) folgt dann B = B∗ ⊂ A∗ = A∗∗ ⊂ B∗∗ = B, also B = A∗ = A.
Zu (vi): Siehe [10], Theorem 13.32. �

Innerhalb der Quantenmechanik werden physikalische Messgrößen wie die Energie
eines Teilchens oft1 durch selbstadjungierte Schrödingeroperatoren repräsentiert (siehe
z.B. [9]). Die bisherigen Ergebnisse zur Charakterisierung dicht definierter Operatoren
sind in Tabelle 2 dargestellt. Wir präsentieren noch eine wichtige Eigenschaft selbstad-
jungierter Operatoren.

Lemma 1.2.13. Sei A : D(A) → H ein dicht definierter Operator und T : H → H
ein linearer stetiger Operator. Dann gilt (TA)∗ = A∗T ∗.

Beweis. Es gilt D(A∗T ∗) = {f ∈ H | T ∗f ∈ D(A∗)}. Sei nun f ∈ D(A∗T ∗) und
g ∈ D(TA), dann ist 〈A∗T ∗f, g〉 = 〈T ∗f,Ag〉 = 〈f, TAg〉 und somit A∗T ∗ ⊂ (TA)∗

nach Satz 1.2.5.
Sei nun f ∈ D((TA)∗) und g ∈ D(TA) = D(A). Dann gilt 〈(TA)∗f, g〉 = 〈f, TAg〉 =
〈T ∗f,Ag〉, weshalb T ∗f ∈ D(A∗) und somit f ∈ D(A∗T ∗). Schließlicht folgt (TA)∗ =
A∗T ∗. �

Die Eigenschaft eines Operators selbstadjungiert zu sein, hängt entscheidend von
der Domäne des Operators ab. Der folgende Satz gibt äquivalente Formulierungen von
Selbstadjungiertheit.

1Im Allgemeinen wird es sich um selbstadjungierte Operatoren (Hamiltonoperatoren) handeln, die
auf einem dem Problem zugeschnittenen Hilbertraum operieren. Da das quantenmechanische Teilchen,
das wir in dieser Arbeit betrachten, im Kontinuum Rn lebt, handelt es sich bei dem Hamiltonoperator
insbesondere um einen Schrödingeroperator (siehe Kapitel 2).
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A dicht definierter Operator in H
Eigenschaften Folgerungen

A A∗ = A∗

A abschließbar A∗ dicht def.,
(
A
)∗

= A∗ A ⊂ A = A∗∗

A symmetrisch A abschließbar A ⊂ A = A∗∗ ⊂ A∗
A abg. und symm. A = A = A∗∗ ⊂ A∗

A wesentlich selbstadj. A eind. selbstadj. Erweit. A ⊂ A = A∗∗ = A∗

A selbstadj. A = A = A∗∗ = A∗

Tabelle 2. Folgerungen, die sich aus bestimmten Eigenschaften dicht
definierter Operatoren in H ergeben.

Theorem 1.2.14. Sei A ein symmetrischer Operator auf H, dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(i) A = A∗,
(ii) A = A und ker(A∗ ± i) = {0},

(iii) im(A± i) = H.

Lemma 1.2.15. Für einen symmetrischen Operator A auf H gilt

im(A± i) = im
(
A± i

)
.

Beweis. ”⊆”: Sei y± ∈ im(A± i), dann existiert eine Folge (xn)n∈N ⊂ D(A),
sodass y± = lim

n→∞
y±n , wobei (y±n )n∈N := (Axn ± ixn)n∈N. Zudem gilt

‖y±n − y±m‖2 = ‖A(xn − xm)± i(xn − xm)‖2 = ‖A(xn − xm)‖2 + ‖xn − xm‖2

für alle n,m ∈ N. Damit sind (Axn)n∈N, (xn)n∈N ⊂ H ebenfalls Cauchyfolgen. Es folgt

xn
n→∞−→ x ∈ H, Axn

n→∞−→ Ax ∈ H und damit y± = Ax± ix ∈ im(A± i).
”⊇”: Dieselbe Argumentation funktioniert auch umgekehrt. �

Hieraus lassen sich nun auch Formulierungen für die Äquivalenz von wesentlicher
Selbstadjungiertheit eines Operators formulieren.

Korollar 1.2.16. Sei A ein symmetrischer Operator auf H, dann sind die folgen-
den Aussagen äquivalent:

(i) A ist wesentlich selbstadjungiert,
(ii) ker(A∗ ± i) = {0},

(iii) im(A± i) = H.

Beweis. A ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn A (symmetrisch und)

A selbstadjungiert ist. Nach Korollar 1.2.12(ii) bedeutet dies A = A
∗

= A∗. Die
Äquivalenzen folgen nun mittels Satz 1.2.14 und Lemma 1.2.15. �

1.3. Der kinetische Energie-Operator

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht im Wesentlichen auf Ref. [11] und Ref. [12]
Abschnitt 9.7 und 9.8.

Auch wenn es viele physikalische Experimente gibt, die mittels der klassischen
Newton-Mechanik oder Maxwell-Elektrodynamik nicht erklärt werden können, so ent-
halten sie doch viele Prinzipien, die essentiell in der Physik sind, und liefern Erklärungen
für Experimente auf bestimmten Größenskalen.
Es ist daher nicht verwunderlich, dass die klassische Mechanik in ihrer Hamilton-
Formulierung einige Ähnlichkeit zur Quantenmechanik aufweist und das Noether-Theorem
die Form des Impulsoperators p festlegt; dieser ist gegeben durch p := ~

i∇ und nach
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der klassischen Formel für die kinetische Energie ist der kinetische Energie-Operator

H0 := 1
2mp

2 = − ~2
2m∆, wobei m die Masse des quantenmechanischen Teilchens und ~

das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum bezeichnet.
Uns begegnen nun zwei Probleme:

1. Wie definiert man partielle Ableitungen auf L2(Rn)?
2. Kann man sicher stellen, dass der Impuls- und kinetische Energie-Operator selbst-
adjungiert sind?
Auf beide Fragen kann man zufriedenstellende Antworten finden und diese wollen wir
nun erarbeiten. Der kinetische Energie-Operator ist der erste Bestandteil des periodi-
schen Schrödingeroperators, der in dieser Arbeit als zentrales Thema behandelt wird.

Ein guter Ausgangspunkt für den kinetischen Energie-Operator ist sicherlich der
Operator

A : C∞c (Rn)→ L2(Rn)

f 7→ − ~
2

2m
∆f.(1.8)

Dieser ist wegen C∞c (Rn) ⊂ L2(Rn) dicht nicht nur wohldefiniert, sondern auch dicht
definiert. Mittels der zweiten Greenschen Identität (partielle Integration im Mehrdi-
mensionalen) sieht man zudem schnell ein, dass A symmetrisch ist.
Da C∞c (Rn) ⊂ L1(Rn) ist, kann man die Fourier-Transformation (Definition 1.1.1) und
Satz 1.1.1 (v) verwenden, um die Gleichung

(F(Af))(k) =
~2

2m
|k|2(Ff)(k) ∀f ∈ C∞c (Rn), k ∈ Rn(1.9)

zu finden. Wegen C∞c (Rn) ⊂ L2(Rn) kann man die Fourier-Transformation auch inver-
tieren und wir erhalten

(1.10) −∆ = F−1 ◦Mk 7→|k|2 ◦ F ,

wobei Mf den Multiplikationsoperator mit f bezeichnet.
Diese Form des Laplace-Operators erlaubt uns schrittweise den kinetischen Energie-
Operator auf L2(Rn) zu definieren.

Lemma 1.3.1. Der Multiplikationsoperator Mk 7→|k|2 =: M : D(M) → L2(Rn) mit

D(M) := {f ∈ L2(Rn) | ‖Mf‖2 <∞} ist dicht definiert und selbstadjungiert.

Beweis. Offensichtlich gilt C∞c (Rn) ⊂ D(M) und demnach ist M dicht definiert.
Seien f, g ∈ D(M), dann folgt aus einfacher Rechnung 〈Mf, g〉 = 〈f,Mg〉; also ist M
symmetrisch, d.h. M ⊂M∗.
Sei nun g ∈ D(M∗), d.h. es gibt ein Cg < ∞ mit |〈g,Mf〉| ≤ Cg‖f‖2 für alle
f ∈ D(M). Wir wählen speziell für ein festes r > 0 die Abbildung gegeben durch
fr(k) = |k|2g(k)1Br(0)(k)1Br(0)(g(k)) für alle k ∈ Rn. Damit ist offensichtlich fr ∈
D(M) und simples Einsetzen zeigt zusammen mit der Symmetrie von M , dass ‖fr‖22 =
|〈g,Mfr〉| ≤ Cg‖fr‖2, d.h. ‖fr‖2 ≤ Cg. Offensichtlich konvertiert |fr|2 im Grenzwert
r →∞ punktweise gegen |Mg|2 und aufgrund des Satzes von der monotonen Konver-

genz folgt ‖fr‖22
r→∞−→ ‖Mg‖22 ≤ C2

g , wobei die Ungleichung aus sup
r∈R
‖fr‖2 ≤ Cg resultiert.

Damit ist also g ∈ D(M) und wir haben M∗ ⊂M , also insgesamt M = M∗. �

Nun sind wir in der Lage den kinetischen Energie-Operator zu definieren, um darauf-
hin zu zeigen, dass er tatsac̈hlich selbstadjungiert ist und zudem noch eine Erweiterung
von A.
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Definition 1.3.2 (kinetische Energie-Operator). Sei H0 : D(H0) → L2(Rn) der
Operator gegeben durch

(1.11) H0 :=
~2

2m
F−1Mk 7→|k|2F

mit Domäne

(1.12) D(H0) := {f ∈ L2(Rn) | ‖Mk 7→|k|2(Ff)‖2 <∞}.
H0 wird als kinetischer Energie-Operator bezeichnet.

Korollar 1.3.3. Der Operator H0 ist selbstadjungiert und A ⊂ H0 (siehe (1.8)).

Beweis. Durch kurze Betrachtung stellt man fest, dass D(H0) = F−1D(M) (Lem-
ma 1.3.1) gilt. Da die Fourier-Transformation unitär ist undD(M) ⊂ L2(Rn) dicht liegt,
ist H0 dicht definiert.
Wegen Gleichung (1.10) ist zudem A ⊂ H0.
Nach Lemma 1.2.13 und 1.3.1 gilt

H∗0 =
~2

2m
(F−1MF)∗ =

~2

2m
F−1(F−1M)∗ =

~2

2m
F−1M∗F =

~2

2m
F−1MF(1.13)

= H0.(1.14)

�

Zuletzt zeigen wir, dass H0 die selbstadjungierte Erweiterung von A ist.

Theorem 1.3.4. Der Operator A (definiert in (1.8)) ist wesentlich selbstadjungiert
und es gilt A = H0.

Beweis. Nach Korollar 1.2.16 und Lemma 1.2.6 ist A wesentlich selbstadjungiert
genau dann, wenn ker(A∗ ± i) = im(A∓ i)⊥ = {0}. Sei nun g± ∈ im(A± i)⊥, d.h. für
f ∈ D(A) = C∞c (Rn) gilt

0 = 〈(A± i)f, g±〉 |Thm. 1.1.5(1.15)

= 〈F(A± i)f,Fg±〉 |Gl. (1.9)(1.16)

=

〈(
~2

2m
| · |2 ± i

)
Ff,Fg±

〉 ∣∣∣∣Lem. 1.3.1(1.17)

=

〈
Ff,

(
~2

2m
| · |2 ∓ i

)
Fg±

〉
.(1.18)

Da C∞c (Rn) ⊂ L2(Rn) dicht und F unitär ist, folgt aus Gl. (1.18), dass

(1.19) (| · |2 ∓ i)Fg± = 0.

Wegen || · |2 ∓ i| ≥ 1 ist Fg± = 0, also g = 0.
Wir wollen nun A = H0 zeigen, d.h. für beliebiges f ∈ D(H0) benötigen wir eine Folge
(fL)L∈N ⊂ C∞c (Rn), sodass lim

L→∞
‖f − fL‖2 = 0 und

(1.20) lim
L→∞

∥∥∥∥H0f −
(
− ~

2

2m
∆fL

)∥∥∥∥
2

= 0.

Sei η ∈ C∞c (Rn) mit supp(η) ⊂ B1(0), η ≥ 0 und ‖η‖1 = 1.
Hieraus definieren wir eine weitere Parameter-abhängige Funktion ηL := Lnη(L·) ∈
C∞c (Rn), L ∈ N, mit supp(ηL) ⊂ B1/L(0) und ‖ηL‖1 = 1 für alle L ∈ N.
Wir definieren außerdem fL := ηL∗f . Aufgrund der Konvolution mit einer C∞c -Funktion
gilt zudem fL ∈ C∞(Rn) (siehe [13] App. C Thm. 7) und insbesondere

− ~
2

2m
∆fL(x) =

((
− ~

2

2m
∆ηL

)
∗ f
)

(x) = 〈f,H0ηL(x− ·)〉 = 〈H0f, ηL(x− ·)〉(1.21)
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= (ηL ∗H0f)(x) =: (H0f)L(x) ∀x ∈ Rn,(1.22)

wobei wir außerdem die Selbstadjungiertheit von H0 verwendet haben (Kor. 1.3.3).
Für die Glättung fL von f gilt bekanntermaßen (siehe z.B. [13] App. C Thm. 7) die
Konvergenz

(1.23) fL
L→∞−→ f in L2(Rn).

Diese Konvergenz gilt natürlich auch für (H0f)L als weiteres geglättetes Element in
L2(Rn) und man folgert

(1.24) lim
L→∞

∥∥∥∥H0f −
(
− ~

2

2m
∆fL

)∥∥∥∥
2

= lim
L→∞

‖H0f − (H0f)L‖2 = 0.

Wir sind nun fast am Ziel, jedoch hat die Folge (fL)L∈N keinen kompakten Träger.
Diesen können wir durch eine beliebige aber feste Funktion ξ ∈ C∞c (Rn) mit ξ|B1(0) ≡
1, 0 ≤ ξ|B2(0)\B1(0) ≤ 1 und ξ|Rn\B2(0) ≡ 0 (siehe Abb. 1) mittels

(1.25) fN,L := ξ
( ·
N

)
fL(·) ∈ C∞c (Rn), L ∈ N

realisieren. Offensichtlich ist dann nach dem Satz von Beppo-Levi auch

(1.26) lim
N→∞

‖fL − fN,L‖22 ≤ lim
N→∞

∫
Rn

1|x|>N (x)|fL(x)|2dx = 0 ∀L ∈ N.

Eine einfache Rechnung (Produkt-, Kettenregel und ∆-Ungleichung) zeigt

‖∆fN,L −∆fL‖2 ≤
1

N2

∥∥∥(∆ξ)
( ·
N

)
fL

∥∥∥
2

+ 2
1

N

∥∥∥(∇ξ)
( ·
N

)
· ∇fL

∥∥∥
2

+
∥∥∥(1− ξ

( ·
N

))
∆fL

∥∥∥
2

(1.27)

≤c1
1

N2
‖fL‖2 +

2c2

N
‖∇fL‖2 +

∥∥∥(1− ξ
( ·
N

))
∆fL

∥∥∥
2

(1.28)

mit c1, c2 ∈ R und L ∈ N. Analog zu Gl. (1.26) findet man nun

(1.29) lim
N→∞

‖∆fN,L −∆fL‖2 = 0 ∀L ∈ N.

Sei nun ε > 0 beliebig aber fest, dann finden wir nach Gl. (1.24) ein L ∈ N, sodass∥∥∥H0f −
(
− ~2

2m∆fL

)∥∥∥
2
< ε

2 . Zu diesem L gibt es nach Gl. (1.29) auch ein N ∈ N, sodass∥∥∥(− ~2
2m∆fN,L

)
−
(
− ~2

2m∆fL

)∥∥∥
2
< ε

2 und mittels ∆-Ungleichung folgt das gewünschte

Ergebnis

(1.30)

∥∥∥∥H0f −
(
− ~

2

2m
∆fN,L

)∥∥∥∥
2

< ε.

�

1.4. Sobolev-Räume

Der Inhalt dieses Abschnitts basiert im Wesentlichen auf Ref. [5] Kapitel V.1 und
V.2, Ref. [14], Ref. [13] II.5, Ref. [4] Kapitel IX.6 und IX.7 und Ref. [15] Kap. 7.

In Abschnitt 1.3 haben wir die selbstadjunigerte Erweiterung des Laplace-Operators
kennengelernt. Hiermit ist es uns gelungen Ableitungen für eine größere Klasse von
Funktionen zu definieren. Wir wollen dem Ganzen nun auch einen Namen geben. Sei
im Folgenden ∅ 6= Ω ⊂ Rn stets offen.
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x

Abbildung 1. Graph der Glättungsfunktionsfunktion ξ, die im Beweis
von Satz 1.3.4 verwendet wird.

Definition 1.4.1 (schwache partielle Ableitung). Sei f ∈ L2(Ω) und α ein Multi-
Index. Falls ein g ∈ L2(Ω) existiert mit

(1.31)

∫
Ω
f(x)Dαφ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω
g(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞c (Ω)

existiert, dann heißt g α-te schwache partielle Ableitung von f .

Im Folgenden sei α stets ein Multi-Index.

Bemerkung 1.4.2. (i) Die schwache Ableitung einer Funktion f ∈ L2(Ω) ist
eindeutig, denn für g1, g2 ∈ L2(Ω) schwache Ableitungen gilt

〈g1 − g2, φ〉 =

∫
Ω

(g1 − g2)(x)φ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω
(f − f)(x)Dαφ(x)dx = 0

für alle φ ∈ C∞c (Ω), also g1 = g2 = 0, da C∞c (Ω) ⊂ L2(Ω) dicht.
Wir notieren die schwache ebenfalls wie die klassische Ableitung mit Dαf ≡
g1 = g2.

(ii) Falls f ∈ C |α|(Ω) ∩ L2(Ω) ist, dann stimmen die partiellen Ableitungen Dαf
offensichtlich mit den schwachen partiellen Ableitungen überein.

Die Mengen schwach differenzierbarer Funktionen können –ausgestattet mit den
richtigen Operationen– sehr interessante Eigenschaften haben. Sie sind insbesondere
wichtig, wenn es um die Lösungen von linearen partiellen Differentialgleichungen geht.
Wir wollen uns im Folgenden damit beschäftigen.

Definition 1.4.3 (Sobolev-Raum). Für ∅ 6= Ω ⊂ Rn offen ist das Tupel

(H2
(loc)(Ω), 〈·, ·〉H2(Ω))

mit

Hm(Ω) := {f ∈ L2(Ω) | Dαf ∈ L2(Ω) ∀|α| ≤ m},(1.32)

Hm
loc(Ω) := {f ∈ L2

loc(Ω) | Dαf ∈ L2
loc(Ω) ∀|α| ≤ m}, m ∈ N,(1.33)

〈f, g〉H2(Ω) :=
∑
|α|≤2

〈Dαf,Dαg〉L2(Ω) ∀f, g ∈ H2(Ω)(1.34)

ein sogenannter Sobolev-Raum.
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Lemma 1.4.4. Sei f ∈ H1(0, 2π), dann gibt es ein g ∈ C[0, 2π], sodass g = f fast
überall und

(1.35) g(x)− g(y) =

∫ y

x
f ′(t)dt

für alle x, y ∈ [0, 2π].

Beweis. Zunächst zeigen wir den Spezialfall, dass falls f ′ = 0 ist, man eine kon-

stante Funktion g als Repräsentant findet. Sei dazu ψ ∈ Cc(0, 2π) mit
∫ 2π

0 ψdx = 1

fest, φ ∈ C∞c (0, 2π) beliebig und fφ := φ − ψ
∫ 2π

0 φdx ∈ Cc(0, 2π). Offensichtlich be-

sitzt fφ die Stammfunktion Fφ ∈ C1
c (0, 2π) gegeben durch Fφ(x) =

∫ x
0 fφ(t)dt für alle

x ∈ (0, 2π). Damit gilt

0 = −
∫ 2π

0
f ′Fφdx =

∫ 2π

0
ffφdx =

∫ 2π

0
fφdx−

∫ 2π

0
φdx

∫ 2π

0
fψdx(1.36)

=

∫ 2π

0
(f − cf )φdx,(1.37)

wobei cf :=
∫ 2π

0 fψdx. Da φ beliebig war, folgt f = cf =: g fast überall auf (0, 2π).

Nun zum allgemeinen Fall. Sei g : (0, 2π)→ C gegeben durch g(x) =
∫ x

0 f
′(t)dt für

alle x ∈ (0, 2π). Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt für y < x dann

|g(x)− g(y)| =
∣∣∣∣∫ x

y
f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

y
|f ′(t)|dt(1.38)

≤ |x− y|1/2
∣∣∣∣∫ y

x
|f ′(t)|2dt

∣∣∣∣1/2(1.39)

≤ |x− y|1/2‖f ′‖2(1.40)

für alle x, y ∈ (0, 2π). Damit ist g gleichmäßig stetig und lässt sich daher zu einer
stetigen Funktion g : [0, 2π]→ C fortsetzen. Damit ist g zudem in L2(0, 2π). Es bleibt
nun noch zu zeigen, dass g ∈ H1(0, 2π) mit g′ = f ′ fast überall. Sei dazu wieder
φ ∈ C∞c (0, 2π) und dann folgt mittels des Satzes von Fubini∫ 2π

0
φ′gdx =

∫ 2π

0
φ′(x)

∫ x

0
f ′(t)dtdx =

∫ 2π

0
f ′(t)

∫ 2π

t
φ′(x)dxdt(1.41)

= −
∫ 2π

0
f ′φdx.(1.42)

Damit ist f ′ = g′ fast überall, d.h. nach unseren Überlegungen zum Spezialfall gibt es
einen Repräsentanten von f − g, der konstant ist. Diese Konstante kann man dann auf
g draufaddieren und dann ist die daraus resultierende Funktion fast überall gleich f
mit derselben schwachen Ableitung fast überall und es gilt

(1.43) f(x)− f(y) = g(x)− g(y) =

∫ y

x
f ′(t)dt

für alle x, y ∈ [0, 2π]. �

Wir verknüpfen nun die Erkenntnisse aus Abschnitt 1.3 mit der Definition der
schwachen Ableitung.

Lemma 1.4.5. Sei f ∈ L2(Rn) mit schwacher Ableitung Dαf ∈ L2(Rn), dann gilt

(1.44) Dαf = (F∗ ◦Mk 7→i|α|kα ◦ F) f.
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1.4. Sobolev-Räume

Beweis. Sei f,Dαf ∈ L2(Rn). Nach Theorem 1.1.5 gilt

〈F(Dαf),Fφ〉 = 〈Dαf, φ〉 = (−1)|α|〈f,Dαφ〉 = (−1)|α|〈Ff,F(Dαφ)〉(1.45)

= (−1)|α|〈Ff,Mk 7→i|α|kαFφ〉 = 〈Mk 7→i|α|kαFf,Fφ〉(1.46)

für alle φ ∈ C∞c (Rn), wobei beim Übergang von der ersten zur zweiten Zeile Satz 1.1.1(v)
verwendet wurde. Damit gilt F(Dαf) = (Mk 7→i|α|kα ◦ F) f . �

Somit bezeichnete die Erweiterung des Laplace-Operators (vgl. Def. 1.3.2) nichts
anderes als den “schwachen” Laplace-Operator.

Bemerkung 1.4.6. Betrachten wir erneut die Domäne des kinetischen Energie-
Operators H0 (Def. 1.3.2), so lässt sich diese auch als

D(H0) = {f ∈ L2(Rn) | ‖Mk 7→|k|2(Ff)‖2 <∞}
= {f ∈ L2(Rn) | ‖(id +Mk 7→|k|2)(Ff)‖2 <∞}
= {f ∈ L2(Rn) | ‖∆f‖2 <∞} = {f ∈ L2(Rn) | ∆f ∈ L2(Rn)}

umschreiben, da wegen f ∈ D(H0) auch f ∈ L2(Rn) und Mk 7→|k|2(Ff) ∈ L2(Rn), also
insbesondere auch die Summe und umgekehrt: Wegen ∞ > ‖(id + Mk 7→|k|2)(Ff)‖2 =∫
Rn(1 + |k|2)2|f̂ |2(k)dk ≥

∫
Rn(|k|2)2|f̂ |2(k)dk.

Korollar 1.4.7. Der Sobolev-Raum H2(Rn) stimmt mit der Domäne D(H0) (siehe
Bem. 1.4.6) des kinetischen Energie-Operators überein.

Beweis. ”⊆“: Sei f ∈ H2(Rn), dann ist nach Lemma 1.4.5Dαf = F∗Mk 7→i|α|kαFf ∈
L2(Rn) für |α| ≤ 2, also nach dem Satz von Plancherel 1.1.5 auch Mk 7→|k|2Ff ∈ L2(Rn).
”⊇“: Sei f ∈ D(H0), dann ist

∞ >

∫
Rn

(1 + |k|2)2|f̂(k)|2dk

=

∫
Rn

 ∑
α′0+···+α′n=2

(
2

α′0, · · · , α′n

)
1α
′
0 |k1|2α

′
1 · · · |kn|2α

′
n

 |f̂(k)|2dk

≥
∫
Rn
|k1|2α1 · · · |kn|2αn |f̂(k)|2dk =

∫
Rn
|i|α|kα|2|f̂(k)|2dk, |α| ≤ 2,

nach dem Multinomialtheorem. Die Behauptung folgt dann wieder mittels des Satzes
von Plancherel und Lemma 1.4.5. �

Im Folgenden sei ∅ 6= Ω ⊂ Rn stets eine offene Teilmenge.

Theorem 1.4.8. Der Sobolev-Raum (H2(Ω), 〈·, ·〉H2(Ω)) ist ein Hilbertraum.

Eine sehr wesentliche Eigenschaft von schwachen Ableitungen ist die Tatsache, dass
man einen echt differenzierbaren Repräsentanten findet, falls die L2-Funktion oft genug
schwach differenzierbar ist. Diese Feststellung ist im nächsten Satz formalisiert.

Theorem 1.4.9 (Sobolev-Einbettungssatz). Sei l ∈ N0 mit 2 > l+ n
2 , 2 > n

2 . Dann

existiert zu f ∈ H2(Ω) eine Funktion g ∈ C l(Ω) mit f ≡ g fast überall.

Beweis. Spezialfall (Ω = Rn):

Sei f ∈ H2(Ω), dann gilt analog wie im Beweis zu Bem. 1.4.6 gezeigt, dass

|(ik)αf̂(k)| ≤ (1 + |k|2)
|α|
2 |f̂(k)|
14



Kapitel 1. Grundlagen

= (1 + |k|2)−
n
4
−ε︸ ︷︷ ︸

:=f1(k)

(1 + |k|2)
n
4

+ε+
|α|
2 |f̂(k)|︸ ︷︷ ︸

:=f2(k)

(1.47)

für alle k ∈ Rn, ε ∈ R.
Nun ist

∫
Rn |f1(k)|2 dk = Sn

∫∞
0 rn−1(1 + r2)−

n
2
−2εdr < ∞ mit Sn die Oberfläche der

n-Sphäre bezeichnend genau dann, wenn n− 1 + 2(−n
2 − 2ε) < −1, also ε > 0.

Außerdem ist
∫
Rn |f2(k)|2dk <∞, wenn n

4 + ε+ |α|
2 ≤ 1 nach Bem. 1.4.6.

Zusammen erhalten wir mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung |〈f1, f2〉| ≤ ‖f1‖2‖f2‖2
die Bedingung, dass k 7→ f1(k)f2(k) ∈ L1(Rn), wenn |α| < 2− n

2 . Damit ist aber nach

Gl. (1.47) insbesondere f̂ ∈ L1(Rn)∩L2(Rn) und nach Lemma 1.4.5 auch Mk 7→(ik)α f̂ ∈
L1(Rn) ∩ L2(Rn) für alle |α| ≤ l < 2− n

2 , l ∈ N0.
Die Kombination aus Theorem 1.1.3, Theorem 1.1.4 und dem Satz von Plancherel 1.1.5
erlaubt uns die inverse Fourier-Transformation zu bestimmen,

f(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
eik·xf̂(k)dk ∀x ∈ Rn,(1.48)

wobei f ∈ C(Ω). Im Falle, dass l = 1 der oben genannten Ungleichung genügt, definieren
wir außerdem die Vektor-wertige stetige Funktion

g(x) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
eik·x(ik)f̂(k)dk ∀x ∈ Rn.(1.49)

und es folgt mittels des Satzes von Lebesgue und für h ∈ Rn, dass

lim
|h|→0

f(x+ h)− f(x)− h · g(x)

|h|
(1.50)

=(2π)−
n
2 lim
|h|→0

∫
Rn

eik·(x+h) − eik·x − ik · heik·x

|h|
f̂(k)dk(1.51)

=0.(1.52)

Demnach ist f ∈ C1(Rn) und ∇f = g. Dieses Argument kann nun für weitere l > 1
verwendet werden, solange diese die Bedingung l < 2− n

2 erfüllen.
Allgemeiner Fall (∅ 6= Ω ⊂ Rn offen):

Sei f ∈ H2(Ω), y ∈ Ω, Br(y) ⊂ Rn der abgeschlossene Ball um y mit Radius r > 0

so gewählt, dass K := Br(y) ⊂ Ω, und φ ∈ C∞c (Ω) mit φ|K = 1 (Eine gleichartige
Funktion haben wir bereits in Satz 1.3.4 verwendet). Offensichtlich ist φf ∈ H2(Ω)
(siehe z.B. [13] II.5.2 Thm. 1). Da φf zudem in einer Umgebung von ∂Ω verschwindet,
kann man φf trivial auf ganz Rn fortsetzen, sodass φf ∈ H2(Rn).
Der Spezialfall garantiert nun die Existenz einer Funktion gy,r ∈ C l(Rn) mit gy,r = φf
fast überall.
Für (ỹ, r̃) ∈ Ω× R+ mit B := Br(y) ∩Br̃(ỹ) 6= ∅ ist gy,r = f = gỹ,r̃ fast überall auf B.
Dann ist {x ∈ B|gy,r(x) 6= gỹ,r̃(x)} aufgrund der Stetigkeit der beiden Funktionen eine
offene Menge, aber wir hatten bereits gezeigt, dass diese Menge auch eine Nullmenge
ist und damit muss sie leer sein. Also ist gy,r|B = gỹ,r̃|B.
Damit ist g : Ω → C, g(x) = gy,r(x), falls x ∈ Br(y) für y ∈ Ω und r > 0 eine

wohldefinierte C l(Ω)-Funktion, die mit f fast überall übereinstimmt. �

Das folgende Theorem erlaubt schließlich Sobolev-Funktionen und ihre schwachen
Ableitungen durch glatte Funktionen und deren klassische Ableitungen zu approximie-
ren.

Theorem 1.4.10. ([16]) C∞ ∩H2(Ω) ⊂ H2(Ω) dicht.
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1.5. Potentielle Energie

1.5. Der potentielle Energie-Operator

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht im Wesentlichen auf Ref. [3] Kapitel 20.4 und
Ref. [15] Kapitel 2.2.

Der Ortsoperator x, der die Positionsmessung eines Teilchens repräsentiert, hat in
der sogenannten Ortsdarstellung, in der wir arbeiten, die folgende Form:

xψ(x) = xψ(x) ∀ψ ∈ D(x), für f.a. x ∈ Rn

D(x) = {ψ ∈ L2(Rn) | x 7→ xiψ(x) ∈ L2(Rn), i = 1, · · · , n}.(1.53)

Damit dieser Operator tatsächlich eine physikalische Messung darstellen kann, muss er
selbstadjungiert sein. Dies wird nun gezeigt.

Lemma 1.5.1. Der in Gl. (1.53) definierte Operator ist selbstadjungiert.

Beweis. Zur Dichtheit: Für f ∈ L2(Rn) ist (fm)m∈N := (1Bm(0)f)m∈N ⊂ L2(Rn)

mit fm
m→∞−→ f nach dem Satz von Lebesgue. Weiterhin gilt ‖x 7→ xifm(x)‖2 ≤ m2‖f‖2

für m ∈ N und i = 1, · · · , n, also ist {1Bm(0)f | f ∈ L2(Rn),m ∈ N} ⊂ D(x) ⊂ L2(Rn)
dicht.

Zur Selbstadjungiertheit: Der Multiplikationsoperator x ist offensichtlich symmetrisch.

Die Selbstadjungiertheit folgt nun mittels Theorem 1.2.14, da für f ∈ L2(Rn) ein Urbild

gegeben ist durch x 7→ 1
xj±if ∈ L

2(Rn) für j = 1, · · · , n, denn (xj ± i)
(

1
xj±if(x)

)
=

f(x) für alle x ∈ Rn. �

Das Konzept der potentiellen Energie spielt eine große Rolle in der klassischen Me-
chanik (Lagrange- und Hamilton-Formalismus) und der Quantenmechanik.
Während sie in der klassischen Mechanik das “Potential” eines Teilchens beschreibt
Arbeit zu verrichten und die Newtonsche Formulierung der Mechanik auch prinzipiell
ohne Potential auskommt, beschreibt die potentielle Energie in der Quantenmechanik
alle nicht-kinetischen Beiträge zur Gesamtenergie des Teilchens und ist somit wesentli-
cher Bestandteil der Schrödingergleichung.
In vielen Fällen hängt die potentielle Energie eines Teilchens nur von dessen Position
im Raum ab. Andererseits gibt es auch einige Fälle, wie z.B. in Anwesenheit von Ma-
gnetfeldern oder bei Spin-Bahn-Kopplung, wo das Potential zusätzlich vom Impuls des
Teilchens abhängt.
In dieser Arbeit wollen wir uns nur mit potentiellen Energien beschäftigen, die allei-
ne von der Position der Teilchen abhängen. Angelehnt an den Ortsoperator kann man
dann den potentielle Energie-Operator als Multiplikationsoperator auffassen.
Wir wollen zunächst allgemeine potentielle Energie-Operatoren definieren und ihre Ei-
genschaften studieren.

Definition+Satz 1.5.2 (Der potentielle Energie-Operator). Sei V ∈ L∞(Rn) ei-
ne potentielle Energie-Funktion. Wir definieren den dazugehörigen selbstadjungierten
potentielle Energie-Operator durch

V (x)ψ(x) = V (x)ψ(x) ∀ψ ∈ D(V (x)), für f.a. x ∈ Rn

D(V (x)) = L2(Rn).(1.54)

Beweis. Zur Wohldefiniertheit: Sei f ∈ L2(Rn) beliebig, dann ist ‖V (x)f‖2 ≤
‖V (x)‖∞‖f‖2. Somit ist V (x) ein beschränkter linearer Operator und D(V (x)) =
L2(Rn).

Zur Selbstadjungiertheit: Man verfährt analog wie im Beweis zu Lemma 1.5.1. �
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Kapitel 1. Grundlagen

Als Schrödingeroperatoren bezeichnet man nun alle Operatoren, die als Summe aus
dem kinetischen Energie-Operator und einem potentielle Energie-Operator geschrieben
werden können, also

− ~
2

2m
∆ + V (x).

Solche Operatoren beschreiben in vielen Fällen die Gesamtenergie eines Teilchens unter
Einwirkung eines Potentials. Im Rahmen der Quantenmechanik ist dieser Operator
außerdem der Generator der Zeitentwicklung, was im Zusammenhang mit dem Theorem
von Stone-von-Neumann steht (siehe z.B. Ref. [9] 3.8 und 21.11.2a).

17



KAPITEL 2

Physikalische Motivation

Dieses Kapitel basiert auf der Seminararbeit [?Zantout2019] und bekannten Er-
gebnissen der Festkörpertheorie, wie sie in Ref. [17] oder [18] zu finden sind.
Nachdem wir im vorangegangen Kapitel die mathematischen Grundlagen allgemeiner
Schrödingeroperatoren diskutiert haben, wenden wir uns in diesem Kapitel der speziel-
len Form der Schrödingeroperatoren in Festkörpern zu. Ein solches System besteht aus
zahlreichen Atomen1, was eine große Herausforderung für die exakte quantenmechani-
sche Behandlung des Problems darstellt.
Um einen Kristall genauer zu verstehen, kann man chemische Verfahren anwenden, die
auf dessen Zusammensetzung schließen lassen. In den einfachsten Fällen findet man
eine Komposition aus Atomen, deren Auftreten in ganzzahligem Verhältnis steht, z.B.
NaCl (Kochsalz) mit Na=Natrium und Cl=Chlor.

Von den chemischen Eigenschaften wollen wir uns nun den physikalischen Eigen-
schaften zuwenden. Dabei erlauben verschiedene Experimente die Struktur der Atome
eines Festkörpers genau zu bestimmen; z.B. die Rastertunnelmikroskopie (siehe Abb. 2).
Alle zeigen auf, dass die Atome in einem Kristall periodisch angeordnet sind (siehe
auch [18]), wenn man von kleinen Abweichungen wie Störstellen oder Verunreinigun-
gen absieht.

Abbildung 2. Rastertunnelmikroskopische Messung von Graphen auf
einem Kupfer-Substrat. Die Elektronendichte ist hierbei farblich ko-
diert dargestellt. Die periodische hexagonale Struktur des Kohlenstoffs
in Graphen wird hierdurch auf der Längenskala von Atomen sichtbar.
(Quelle: [19])

Nachdem wir ein genaueres Bild vom Aufbau eines Kristalls gewonnen haben, wen-
den wir uns dem Schrödingeroperator (Hamilton-Operator) H des Systems zu. Dieser

1 So enthält beispielsweise 1cm3 Kupfer etwa 1023 Teilchen.
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Kapitel 2. Physikalische Motivation

besteht wie in Abschnitt 1.5 erläutert aus einem kinetischen und einem wechselwirken-
den Teil:

H =

Ne∑
i=1

p2
i

2m
+

Ne∑
i,j=1
i 6=j

Ve,e(xi − xj)

︸ ︷︷ ︸
:=He (Elektronen)

+

Nk∑
i=1

P 2
i

2M
+

Nk∑
i,j=1
i 6=j

VIon(Xi −Xj)

︸ ︷︷ ︸
:=Hk (Atomkerne)

+

Ne∑
i=1

Nk∑
j=1

Ve,Ion(xi −Xj)︸ ︷︷ ︸
:=He,k (Elektronen und Atomkerne)

,(2.1)

wobei der Kristall aus Ne Elektronen mit Masse m, aus Nk positiv geladenen Atom-
kernen mit Masse Mi besteht und der Impuls-Operator pi (Pi) auf das i-te Elektron
(den i-ten Atomkern) wirkt und entsprechend auch die Ortsoperatoren xi (Xi) definiert
seien für i ∈ 1, . . . , Ne(i ∈ 1, . . . , Nk). Der potentielle Energie-Operator Ve,e(xi − xj)
beinhaltet die Wechselwirkung zwischen Elektronen i, j ∈ 1, . . . , Ne, wobei aus Expe-
rimenten bekannt ist, dass diese nur vom Abstand der Elektronen xi − xj abhängt.
Analog beschreibt VIon die Wechselwirkung zwischen den Atomkernen und Ve,Ion das
Potential für die Elektronen-Atomkern-Wechselwirkung.
Mathematisch präziser handelt es sich hier um einen Hamilton-Operator, der auf einem
Tensor-Produkt von L2(Rn)-Räumen wirkt, da jedes Elektron und jeder Atomkern in
einem eigenen L2(Rn)-Hilbertraum beschrieben wird.

Der exakte Hamilton-Operator aus Gl. (2.1) ist aufgrund der großen Anzahl gekop-
pelter partieller Differentialgleichungen zu kompliziert, um die dazugehörige Schrödinger-
gleichung Hψ = λψ zu lösen bzw. das Spektrum des Operators zu bestimmen.
Wie üblich in der Physik werden also Näherungen notwendig und dies geschieht in die-
sem Fall in zwei Schritten.
Schritt 1:
Wir verwenden zuerst die sogenannte Born-Oppenheimer Näherung. Ausgangspunkt
hierbei ist der große Massenunterschied zwischen Elektronen und Atomkernen, m �
Mi. In erster Näherung bewegen sich damit die Kerne aus Sicht der Elektronen un-
endlich langsam, sodass man die Positionen der Atomkerne als feste Parameter Ri ∈
Rn , i = 1, . . . , Nk, annehmen kann. Dies separiert den elektronischen Teil des Hamilton-
Operators He von dem der Atomkerne Hk.
Wir schränken unsere Betrachtung auf die elektronischen Eigenschaften des Kristalls
ein; diese bestimmen viele makroskopische Messgrössen und man kann Korrekturen
durch die Freiheitsgrade der Atomkerne oft nachträglich in Form einer Störungsentwick-
lung behandeln. Daher reduziert sich unser ursprünglicher Hamilton-Operator auf den
elektronischen Hamilton-Operator

H̃ =

Ne∑
i=1

p2
i

2m
+

Ne∑
i,j=1
i 6=j

Ve,e(xi − xj) +

Ne∑
i=1

Nk∑
j=1

Ve,Ion(xi −Rj).(2.2)

Schritt 2:
Trotz dieser ersten starken Vereinfachung ist die Kopplung zwischen den Elektronen
weiterhin eine große Limitation. Aus diesem Grund machen wir von der “Unabhängige
Teilchen Approximation” Gebrauch, in der das Elektron-Elektron-Potential Ve,e durch
ein effektives periodisches 1-Elektron-Potential Ve,eff approximiert wird. Dies führt

dazu, dass der elektronische Hamilton-Operator H̃ aus Gl. 2.2 zu einer Summe von
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entkoppelten effektiven 1-Elektron Hamilton-Operatoren A zerfällt, wobei

A =
p2

2m
+ Ve,eff (x) +

Nk∑
j=1

Ve,Ion(x−Rj) =:
p2

2m
+ Veff .(2.3)

Der so begründete Schrödingeroperator A ist ein linearer Operator auf L2(Rn) und
man kann die Erkenntnisse aus Kapitel 1 anwenden. In Kapitel 3 wird gezeigt, dass
unter bestimmten Voraussetzungen an das Potential Veff der Hamilton-Operator der
Kristall-Elektronen auf der Domäne H2(Rn) selbstadjungiert ist.

Doch an dieser Stelle sei bereits bemerkt, dass in vielen interessanten Fällen die
beiden verwendeten Approximationen ihre Legitimation verlieren, da die Kopplung
zwischen Atomkernen und Elektronen nicht vernachlässigbar ist oder die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung so stark ist, dass die Elektronen nicht als unabhängige Teil-
chen modelliert werden können.
Da die Einbeziehung solcher Effekte den Rahmen dieser Arbeit sprengen würden, sei
im Falle der Elektron-Ion-Wechselwirkung z.B. auf [20] und im Falle starker Elektron-
Elektron-Wechselwirkung auf [21] verwiesen.
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KAPITEL 3

Operator-Analysis für Schrödingeroperatoren

Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren enthält die Information über mögliche
Ergebnisse bei der Messung von der korrespondierenden physikalischen Observable.
Daher ist es entscheidend sich zunächst mit den Eigenschaften des Spektrums zu
beschäftigen.
In diesem Kapitel tragen wir zunächst die wesentlichen Aspekte zum Spektrum von
Operatoren zusammen und stellen daraufhin einige wichtige Werkzeuge vor, die zu
dessen Bestimmung nützlich sein werden.

3.1. Spektrum selbstadjungierter linearer Operatoren

Einige Teile des Inhalts sind an der Darstellung in Ref. [22], Ref. [23] XII und
XIII, Ref. [5] Kapitel VI und VII, Ref. [15] Kapitel 4, Ref. [6] Kapitel 8, Ref. [24] und
Ref. [3] Kapitel 24 und 29 orientiert.

Im Rahmen der Quantenmechanik haben wir bereits gelernt, dass selbstadjungierte
Operatoren eine wichtige Rolle spielen, da sie in vielen Fällen physikalische Messgrößen
oder Generatoren von Zustandsänderungen repräsentieren.
Hierbei bildet das Spektrum eines selbstadjungierten Operators die Menge der beob-
achtbaren Messergebnisse. Innerhalb der klassischen Mechanik ist das Spektrum ty-
pischerweise kontinuierlich; so kann z.B. die (kinetische) Energie eines freien (nicht-
relativistischen) Teilchens alle Werte in R+

0 annehmen, da seine Geschwindigkeit auch
innerhalb R+

0 variieren kann. Anders verhält es sich für quantenmechanische Teilchen,
wo das Spektrum auch kompliziertere Mengen bilden kann; so ist z.B. die Energie eines
(nicht-relativistischen) quantenmechanischen Elektrons im Wasserstoffatom ”quanti-

siert“, d.h. sie nimmt nur Werte Em = E0
m2 , m ∈ N an, was experimentell im optischen

Linienspektrum beobachtet werden kann (siehe Abb. 3). Es sei bemerkt, dass weitere
Effekte zu zusätzlichen Korrekturen bei der Formel für die Energieniveaus des Wasser-
stoffatoms führen.

Das Spektrum eines selbstadjungierten linearen Operators ist die Verallgemeinerung
des Eigenwertbegriffs für lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Hilber-
träumen. Man definiert das Spektrum daher als das Komplement der sogenannten Re-
solventenmenge.

Definition 3.1.1 (Resolvente, Resolventenmenge, Spektrum, Punktspektrum, kon-
tinuierliches Spektrum). Sei A : D(A) ⊂ H → H ein selbstadjungierter Operator, dann
ist die Resolventenmenge von A definiert als

(3.1) ρ(A) := {λ ∈ C | (A− λ) : D(A)→ H ist bijektiv} ⊂ C.

Für ein λ ∈ ρ(A) heißt ein Operator (A− λ)−1 Resolvente.
Das Spektrum von A, symbolisch σ(A), ist das Komplement σ(A) := C\ρ(A) und lässt
sich in das Punktspektrum von A

(3.2) σp(A) := {λ ∈ C | ker(A− λ) 6= {0}}

und das kontinuierliche Spektrum von A

(3.3) σc(A) := {λ ∈ C | ker(A− λ) = {0}, im(A− λ) 6= H}
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Abbildung 3. Optisches Spektrum des Wasserstoffatoms bei
Übergängen von Quantenzahl 2 < m ∈ N zu Quantenzahl
m′ = 2 (Balmer-Serie). Die farbigen Linien entsprechen ge-
rade der Energie E = hc

λ eines Lichtteilchens gegeben durch

E = E2 − Em = E0

(
1
22
− 1

m2

)
, wobei λ die Wellenlänge und c die

Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. D.h. das beobachtete Spektrum bildet
die Anregungsenergien zwischen unterschiedlichen Energiezuständen im
Wasserstoffatom ab. (Quelle:[25])

zerlegen, d.h. σ(A) = σp(A) ] σc(A).

Zunächst stellen wir einige Eigenschaften des Spektrums zusammen.

Theorem 3.1.2. Sei A ein selbstadjungierter linearer Operator. Dann gilt:

(i) Für λ ∈ ρ(A) ist (A− λ)−1 ein beschränkter linearer Operator.
(ii) Sei λ ∈ C, dann gilt ker(A− λ) = im(A− λ)⊥.

(iii) Für λ ∈ σc(A) ist im(A − λ)  H dicht und (A − λ)−1 ein unbeschränkter
linearer Operator.

(iv) σ(A) ⊂ R.

Beweis. Zu (i): Aufgrund der Selbstadjungiertheit von A ist A auch insbesondere
abgeschlossen.
Wir wollen nun zeigen, dass auch (A − λ)−1 abgeschlossen ist. Sei dazu (yn)n∈N ⊂
D((A − λ)−1) = im(A − λ) mit yn

n→∞−→ y ∈ H und (A − λ)−1yn
n→∞−→ x ∈ H bel. Sei

(xn)n∈N ⊂ D(A− λ) definiert durch (A− λ)xn = yn und somit (A− λ)−1yn = xn
n→∞−→

x ∈ H. Da mit A auch A − λ abgeschlossen ist, gilt x ∈ D(A − λ) und (A − λ)x = y,
also auch y ∈ D((A− λ)−1) und x = (A− λ)−1y.
Aufgrund der Bijektivität von (A − λ) ist D((A − λ)−1) = H. Zusammen mit der
Abgeschlossenheit von (A − λ)−1 liefert dies unter Verwendung des Satzes vom abge-
schlossenen Graphen, dass (A− λ)−1 ∈ B(H).
Zu (ii): Sei x ∈ ker(A − λ) \ {0}, dann ist 〈Ax, x〉 = λ‖x‖ und 〈x,Ax〉 = λ̄‖x‖. Insge-

samt gilt wegen der Selbstadjungiertheit von A, dass λ = λ̄, also λ ∈ R. Folglich ist
〈x, (A− λ)y〉 = 〈(A− λ)x, y〉 = 0 ∀y ∈ D(A), d.h. x ∈ im(A− λ)⊥.
Sei nun x ∈ im(A − λ)⊥ \ {0}. Damit ist 〈x,Ay〉 = 〈λ̄x, y〉 für alle y ∈ D(A). Da A
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selbstadjunigert (und dicht definiert) ist, gilt somit Ax = λ̄x. Damit kann man wie in
(i) gezeigt auch wieder λ = λ̄ zeigen. Zusammen ergibt dies x ∈ ker(A− λ).
Der Nullvektor ist trivialerweise in beiden Mengen.
Zu (iii): Sei λ ∈ σc(A), dann ist nach (ii) das Bild im(A−λ) dicht wegen im(A−λ)⊥ =

ker(A− λ) = {0}. Dennoch ist im(A− λ)  H, da sonst λ ∈ ρ(A).
Angenommen (A− λ)−1 ist beschränkt bzw. stetig.
Wir zeigen zunächst, dass im(A − λ) ⊂ H abgeschlossen ist. Sei dazu (yn)n∈N ⊂
im(A − λ) mit lim

n→∞
yn = y ∈ im(A− λ). Dies impliziert die Existenz einer Folge

(xn)n∈N ⊂ D(A) mit xn := (A−λ)−1yn, n ∈ N. Aufgrund der Stetigkeit von (A−λ)−1

gilt lim
n→∞

(A − λ)−1yn = (A − λ)−1y und da (A − λ)−1 insbesondere abgeschlossen ist,

gilt y ∈ D((A− λ)−1) = im(A− λ). Zusammen mit der Dichtheit von im(A− λ) ergibt
dies im(A− λ) = H, ein Widerspruch zur Definition von σc(A).
Zu (iv): Sei λ ∈ C \ R, dann gilt ‖(A − λ)x‖2 = ‖(A − <λ)x‖2 + (=λ)2‖x‖2 ≥
=λ2‖x‖2 ∀x ∈ D(A). Damit ist A− λ injektiv und (A− λ)−1 beschränkt, da

(3.4)
‖x‖

‖(A− λ)x‖
≤ 1

=λ
, x ∈ D(A) \ {0}.

Nach (iii) und Definition des Punktspektrums ist λ /∈ σc(A)]σp(A), also λ ∈ ρ(A) und
folglich σ(A) ⊂ R. �

Beispiel 3.1.3. Ein sehr wichtiges Beispiel in der Physik ist das freie quantenme-
chanische Teilchen. Wir betrachten den eindimensionalen Fall, d.h. n = 1. In diesem
Fall ist der Hamilton-Operator des System der kinetische Energie-Operator H0 (siehe
Def. 1.3.2), der über die Fourier-Transformation unitär äquivalent ist zum Multiplika-

tionsoperator ~2
2mMk 7→k2 . Nach Ref. [3] Example 24.1.2 gilt σ(H0) = [0,∞). Dennoch

findet man für Ek ∈ σ(H0) keine Eigenfunktion Ψk ∈ H2(R), sodass

H0Ψk = EkΨk.

Diese gewöhnliche Differentialgleichung hat jedoch formal sogenannte ebene Wellen

{eik·}k∈R als Lösung, wobei Ek = ~2k2
2m gilt. Darüberhinaus stellen die ebenen Wellen

ein kontinuierliches Erzeugendensystem dar, da man jede L2(R)-Funktion f über die
Fourier-Transformation (”kontinuierliche Summe”) aus kontinuerlichen Koeffizienten

f̂(k) darstellen kann.
Da sich das Rechnen mit ebenen Wellen in der Quantenmechanik bewährt hat und
die elegante bra-ket-Notation von Dirac diese ganz natürlich in der Quantenmechanik
implementiert, muss man mathematisch den Hilbertraum L2(R) zu einem sogenannten
rigged Hilbertraum S(R) ↪−→ L2(R) ↪−→ S(R)′ erweitern, wobei die Einbettungen jeweils
stetig sind und der S(R)′ der Raum der temperierten Distributionen ist (siehe Appen-
dix B). Für die Details und Eigenschaften dieser Konstruktion sei auf Ref. [3] Kapitel 29
verwiesen.
Mittels dieser Einbettung kann man für k ∈ R die ebene Welle eik· als reguläre Distri-
bution Ieik· ⊂ S(R)′ betrachten. Es gilt dann für alle φ ∈ S(R)

[H0Ieik· ](φ) = Ieik·(H0φ) = I ~2k2
2m

eik·
(φ) =

~2k2

2m
Ieik·(φ),

⇒ H0Ieik· =
~2k2

2m
Ieik·
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wobei im zweiten Schritt partielle Integration1 verwendet wurde, um den Ableitungs-
operator von φ auf die ebene Welle zu schieben. Damit sind die ebenen Wellen verall-
gemeinerte Eigenfunktionen des freien Hamilton-Operators H0, d.h. Eigenfunktion im
Sinne einer regulären temperierten Distribution.

Nun folgt mittels des Spektralsatzes

〈H0ψ,ψ〉 =

∫
R+
0

λ︸︷︷︸
≥0

d‖EH0(λ)ψ‖2 ≥
∫
R+
0

0dEH0
ψ,ψ(λ) = 0‖ψ‖2

für alle ψ ∈ D(H0). Daher ist H0 ein halbbeschränkter Operator, d.h. es handelt sich
um einen dicht definierten Operator, für den eine reelle Konstante c existiert, sodass
〈H0ψ,ψ〉 ≥ c‖ψ‖ für alle ψ ∈ D(H0) gilt.

Definition 3.1.4 (diskretes Spektrum, nicht-entarteter Eigenwert). Für einen selbst-
adjungierten Operator A auf H definieren wir das diskrete Spektrum σd(A) durch

σd(A) := {λ ∈ σp(A) | dim(ker(A− λ)) <∞, λ isoliert in σ(A)}.

Im Falle, dass für λ ∈ σd(A) gilt, dass dim(ker(A− λ)) = 1 nennen wir λ einen nicht-
entarteten Eigenwert.

Im Rahmen stetiger beschränkter Operatoren ließ sich das Spektrum kompakter
Operatoren sehr genau klassifizieren. Wir wiederholen an dieser Stelle die wichtigsten
Eigenschaften.

Theorem 3.1.5. Sei K ∈ L(H) kompakt und H unendlich-dimensional, dann gilt:

(i) 0 ∈ σ(K),
(ii) σ(K) \ {0} ist höchstens abzählbar,

(iii) Für λ ∈ σ(K)\{0} = σd(K)\{0} ist im(λ−K) abgeschlossen und dim ker(λ−
K) = codim(im(λ−K)),

(iv) σ(K) besitzt keinen Häufungspunkt außer möglicherweise die Null.

Im Falle unbeschränkter selbstadjungierter Operatoren findet man eine ähnliche
Umkehraussage:

Theorem 3.1.6. Sei A ein selbstadjungierter, halbbeschränkter Operator. Dann
hat A eine kompakte Resolvente genau dann wenn A eine Orthonormalbasis (ψn)n∈N ⊂
D(A) mit entsprechenden Eigenwerten (an)n∈N mit a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ besitzt und an

n→∞−→
∞ gilt.

Ebenso kann man das Spektrum von Multiplikationsoperatoren in bestimmten
Fällen genauer bestimmen.

Theorem 3.1.7. Sei f ∈ L∞(Ω,R), dann ist

σ(Mf ) = {λ ∈ R | ∀ε > 0 µ(f−1[λ− ε, λ+ ε]) > 0} =: W ∗(f),

d.h. das Spektrum stimmt mit dem wesentlichen Wertebereich W ∗(f) von f überein.

Lemma 3.1.8. Für einen geschlossenen Operator A auf H und λ ∈ ρ(A) gilt σ((A−
λ)−1) = {0} ∪ (σ(A)− λ)−1 und σp((A− λ)−1) \ {0} = (σp(A)− λ)−1.2

Als eine direkte Konsequenz von Theorem 3.1.5 und Lemma 3.1.8 erhalten wir das
folgende Theorem.

1Mehr Details zur partiellen Ableitung von Distributionen findet man beispielsweise in Ref. [3]
Abschnitt 4.1.

2Der zweite Teil der Aussage ist nicht in der angegebenen Quelle, aber elementar: µ ∈ σp((A −
λ)−1) \ {0} ⇔ ∃0 6= v ∈ D(A) : (A− λ)−1v = µv ↔ 1+λµ

µ
v = Av.
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Theorem 3.1.9. Für einen selbstadjungierten Operator A auf dem unendlich-dimensionalen
Hilbertraum H mit kompakter Resolvente ist entweder σ(A) = ∅ oder σ(A) = σd(A) =
{λi | i ∈ N} eine höchstens abzählbare Menge. Im Falle, dass σ(A) unendlich ist, gilt

|λi|
i→∞−→ ∞.

Mit einfachen Argumenten kann man folgende variationelle Klassifizierung der Ei-
genwerte finden.

Theorem 3.1.10. Sei A ein selbstadjungierter Operator mit rein diskretem Spek-
trum und Eigenwerten a1 ≤ a2 ≤ . . ., dann gilt für n ∈ N die Darstellung

an = max
ψ1,...,ψn−1

min
ψ∈U(ψ1,...,ψn−1)

〈ψ,Aψ〉,

wobei U(ψ1, . . . , ψn−1) := {ψ ∈ D(A) | ‖ψ‖ = 1, ψ ∈ 〈ψ1, . . . , ψn〉⊥}.

Ein wichtiges Resultat, das später wichtig sein wird, ist die Tatsache, dass unter
bestimmten Bedingungen an den Schrödingeroperator der Grundzustand nicht entartet
ist. Zur Formulierung werden folgende Definitionen benötigt.

Definition 3.1.11 ((strikt) positive Funktionen, Positivität verbessernde Opera-
toren). Sei (M,dµ) ein σ-endlicher Maß-Raum. Eine Funktion 0 6= ψ ∈ L2(M,dµ)
heißt positiv, falls f ≥ 0 fast überall, und strikt positiv, falls f > 0 fast überall. Ein
beschränkter Operator A auf L2(M,dµ) heißt Positivität verbessernd, falls Aψ strikt
positiv ist für ψ positiv.

Theorem 3.1.12. Sei H ein selbstadjungierter Operator auf L2(Ω), der halbbe-
schränkt ist und nur diskretes Spektrum besitzt. Wenn E = minσ(H) ein Eigenwert
und e−tH für ein t ∈ R+ Positivität verbessernd ist, dann ist E ein einfacher Eigenwert.

Beweis. Sei t ∈ R+. Der Grundzustand, d.h. ein Eigenvektor zum minimalen Ei-
genwert von H, entspricht nach dem messbaren Funktionalkalkül dem Eigenzustand
zum maximalen Eigenwert von A := e−tH , d.h. dem Eigenwert λ := ‖A‖ (siehe [5] Satz
VI.1.6). Sei ψ ∈ H ein Eigenvektor zum Eigenwert λ. Ohne Einschränkung können wir
annehmen, dass ψ reellwertig ist, da A Positivität verbessernd ist und somit insbeson-
dere reellwertige Funktionen auf reellwertige Funktionen abbildet3, d.h.

(3.5) λ(<ψ) = <(λψ) = <(Aψ) = <(A(<ψ + i=ψ)) = A(<ψ).

Damit ist <ψ ebenfalls Eigenfunktion zum Eigenwert λ und wir können uns auf reell-
wertige Eigenfunktionen einschränken.
Offensichtlich ist |ψ| ± ψ ≥ 0 und da A Positivität verbessernd ist, gilt A(|ψ| ± ψ) ≥ 0
bzw.

(3.6) A|ψ| ≥ |Aψ| = λ|ψ|.
Folglich ist

λ‖ψ‖2 ≥ 〈|ψ|, A|ψ|〉 ≥ 〈|ψ|, |Aψ|〉 = λ‖ψ‖2,(3.7)

λ‖ψ‖2 = 〈|ψ|, A|ψ|〉 = 〈|ψ|, |Aψ|〉,(3.8)

was zusammen mit Gl. (3.6) zu A|ψ| = λ|ψ| führt, d.h. |ψ| ist ebenfalls Eigenvektor,
und da A Positivität verbessernd ist, gilt |ψ| > 0 fast überall.
Nun ist |ψ|−ψ also entweder auch ein Eigenvektor zum Eigenvektor λ oder Null. Damit
ist |ψ|−ψ entweder fast überall ungleich Null oder aber fast überall Null, d.h. ψ hat fast
überall dasselbe Vorzeichen. Angenommen der Grundzustand ist entartet, d.h. es gibt
eine weitere Eigenfunktion φ ∈ H und 〈ψ, φ〉 = 0, sodass Aφ = λφ. Die Argumentation

3Sei f ∈ H eine reellwertige Funktion und f± jeweils der Positiv- bzw. Negativteil von f , dann ist
Af = A(f+ − f−) = Af+ −Af− als Differenz strikt positiver Funktionen insbesondere reellwertig.
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von eben zeigt, dass man annehmen kann, dass ψ und φ strikt positiv sind. Dann kann
die Bedingungen 〈ψ, φ〉 = 0 aber nicht erfüllt sein, d.h. der Grundzustand ist nicht
entartet. �

Im ersten Teil dieser Arbeit haben wir begründet, warum der Hamilton-Operator
eines Kristalls als ein linearer Operator

A = − ~
2

2m
∆ + V (x),

D(A) = D(∆ + V (x)) = D(∆) ∩D(V (x)) = D(∆) = H2(Rn) ⊂ L2(Rn, dx)(3.9)

mit V ∈ L∞(Rn,R), V (x) = V (x+ ai) ∀x ∈ Rn, i = 1, . . . , n, aufgefasst werden kann.
Der Operator A ist insbesondere dicht definiert.

Eine wichtige Frage, die sich sofort ergibt, ist, ob der Hamilton-Operator A auch
weiterhin selbstadjungiert ist. Um diese Frage beantworten zu können müssen wir uns
mit der Störungstheorie nach Kato [26] beschäftigen.

3.2. Kato-Störungstheorie

Der Inhalt dieses Abschnitts folgt [27].

Definition 3.2.1 (Kato-Störung). Seien T, V dicht definierte Operatoren auf H.
Der Operator V heißt Kato-Störung, falls D(T ) ⊂ D(V ) und falls es reelle Zahlen
0 ≤ a < 1 und b gibt, sodass

‖V x‖ ≤ a‖Tx‖+ b‖x‖ ∀x ∈ D(T ).(3.10)

Der entscheidende Satz lautet nun:

Theorem 3.2.2 (Kato-Rellich). Sei T ein selbstadjungierter Operator und V ein
symmetrischer Operator auf H und eine Kato-Störung von T . Dann ist T + V selbst-
adjungiert auf der Domäne D(T ).

Beweis. Nach Voraussetzung ist T + V symmetrisch auf D(T ). Damit können
wir Satz 1.2.14 verwenden und es genügt zu zeigen, dass im(T + V ± i) = H oder4

im(T + V ± ic) = H für c ∈ R∗.
Sei c ∈ R∗ fest und x ∈ D(T ), dann gilt

‖(T + ic)x‖2 = ‖Tx‖2 − ic〈Tx, x〉+ ic〈x, Tx〉+ c2‖x‖2 = ‖Tx‖2 + c2‖x‖2

aufgrund der Symmetrie von T . Also ist der Operator T + ic injektiv und somit inver-
tierbar auf der Domäne im(T + ic) = im(c(T/c+ i)) = H , da T/c selbstadjungiert ist.
Wir finden zu beliebigem aber festem x ∈ D(T ) somit eine Darstellung x = (T + ic)−1y
mit y ∈ H, also

‖y‖2 = ‖T (T + ic)−1y‖2 + ‖ic(T + ic)−1y‖2

und damit

(3.11) ‖T (T + ic)−1y‖ ≤ ‖y‖ und ‖(T + ic)−1y‖ ≤ ‖y‖
|c|

.

Verwendet man nun, dass V eine Kato-Störung von T ist, so gilt

‖V (T + ic)−1y‖ ≤ a‖T (T + ic)−1y‖+ b‖(T + ic)−1y‖
(3.11)

≤
(
a+

b

|c|

)
‖y‖.(3.12)

für Konstanten 0 ≤ a < 1 und b ∈ R.

Insbesondere ist damit S := V (T+ic)−1 ein beschränkter Operator mit ‖S‖ ≤
(
a+ b

|c|

)
.

4Die Konstante c kann durch Skalierung von T + V absorbiert werden.
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Da a < 1 kann man c so wählen, dass
(
a+ b

|c|

)
< 1, also ‖S‖ < 1.

Damit ist aber (id + S) invertierbar, wobei die Inverse durch eine von-Neumann-
Reihe gegeben ist (siehe z.B. [5] Satz II.1.12). Folglich ist im(id + S) = H und da
im(T + ic) = H gilt, folgt

im(T + V + ic) = im((id + S)(T + ic)) = H.
Die Gleichheit bleibt auch erhalten, wenn man in der ganzen Argumentation c durch
−c ersetzt. �

Anders ausgedrückt besagt der Satz, dass Selbstadjungiertheit von Operatoren sta-
bil ist gegen eine bestimmte Klasse von symmetrischen Störungen.

Zusammengenommen zeigt dieser bisher Abschnitt, dass periodische Schrödingeroperatoren

der Form H0 + V = − ~2
2m∆ + V (x) mit V ∈ L∞(Rn) auf H2(Rn) selbstadjungiert ist.

Im nächsten Teil dieses Abschnitts beschäftigen wir uns mit Störungen des Spek-
trums eines Operators, d.h. wie verändert sich das Spektrum des Operators H0, wenn
man die potentielle Energie als Störung auffasst. Dieser beruht auf Ref. [23] XII.2 und
Ref. [26] VII.§1.1 und 1.2.

Definition 3.2.3 (analytische Vektor-wertige Funktion und analytische Familie
(vom Typ A)). Sei U ⊂ K, K = R oder K = C, zusammenhängend und offen. Die
Vektor-wertige Abbildung Ψ(·) : U → H heißt analytisch, falls die Abbildung U → C,
k 7→ 〈φ,Ψ(k)〉 eine analytische Funktion für alle φ ∈ H ist.
Eine analytische Familie ist eine Operator-wertige Abbildung H(·) auf U , sodass für
alle k ∈ U

(i) H(k) ein abgeschlossener Operator mit ∅ 6= ρ(H(k)) ist und
(ii) ein λ ∈ ρ(H(k)) existiert, sodass λ ∈ ρ(H(k′)) für ein k′ in einer Umgebung

von k, und k 7→ (H(k)− λ)−1ψ ist analytisch für alle ψ ∈ H.

Falls H(·) statt (ii) die Bedingungen

(1) H(k) hat eine von k unabhängige Domäne D = D(H(k)) und
(2) k 7→ H(k)ψ ist analytisch für alle ψ ∈ D

erfüllt, bezeichnet man H(·) als analytische Familie vom Typ A.

Bemerkung 3.2.4. Dass analytische Familien vom Typ A auch insbesondere ana-
lytische Familien sind, wird in [26] VII.§2.1 (pp. 375) gezeigt.
Außerdem kann man zeigen, dass das λ in der Bedingung (ii) von Definition 3.2.3 keine
ausgezeichnete Rolle spielt, denn, falls (ii) erfüllt ist, so ist sie auch für k′ und λ′ in
einer Umgebung von k und λ ∈ ρ(T (k)) erfüllt (siehe [23] Thm XII.7).

Im Falle nicht-entarteter Eigenwerte findet man folgendes nützliches Theorem der
analytischen Störungstheorie.

Theorem 3.2.5. Sei H(·) eine selbstadjungierte analytische Familie auf U ⊂ R
mit k0 ∈ U . Sei weiterhin E(k0) ∈ σd(H(k0)) ein nicht-entarteter Eigenwert. Dann
gibt es eine eindeutige analytische Funktion E(·) in einer Umgebung von k0, sodass
E(k) ∈ σd(H(k)) ein nicht-entarteter Eigenwert ist und es gibt einen dazugehörigen
normierten analytischen Eigenvektor ψ(k).

Bei entarteten Eigenwerten werden wir das folgende Theorem verwenden.

Theorem 3.2.6. Sei H(·) eine selbstadjungierte analytische Familie auf U ⊂ R
mit k0 ∈ U . Sei weiterhin E(k0) ∈ σd(H(k0)) mit Vielfachheit m. Dann gibt es m
nicht notwendigerweise verschiedene analytische Funktionen E1(·), . . . , Em(·) in einer
Umgebung von k0, sodass Ei(k0) = E(k0) und Ei(k) ∈ σd(H(k)) in einer Umgebung
von k0 für i = 1, . . . ,m, wobei wiederholte Eigenwerte die Vielfachheit zählen und in
dieser Umgebung von k0 keine weiteren Eigenvektoren auftreten.
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3.3. Die direkte Integral-Zerlegung

Die Inhalte in diesem Abschnitt sind an Ref. [23] Kapitel XIII.16 und Ref. [28]
Kapitel 7.4 angelehnt.

Für viele Hamilton-Operatoren der Quantenmechanik lässt sich auch mit wenig ma-
thematischem Werkzeug sehr viel über das Energiespektrum aussagen oder das Energie-
spektrum sogar explizit bestimmen. Dabei spielt das Verhalten der potentiellen Energie
im Unendlichen eine große Rolle [29].

Im Falle periodischer potentieller Energien lassen sich dieselben Techniken nicht
mehr anwenden und man muss zu anderen Hilfsmitteln greifen. Eine zentrale Rolle
spielt dabei die Invarianz des Hamilton-Operators unter Translation mit Gittervekto-
ren des zugrundeliegenden Kristalls. Dies führt zur direkten Integral-Zerlegung mit kon-
stanten Fasern periodischer Schrödingeroperatoren, die wir hier nun besprechen wollen.

Im Folgenden sei (B,A, µ) stets ein σ-endlicher Maßraum.

Definition 3.3.1 (Messbares Feld von Hilberträumen). Sei {H′k}k∈B eine Menge
separabler Hilberträume ohne den Nullraum. Falls Abbildungen ei : B →

∏
k∈B
H′k,

i ∈ N existieren mit den Eigenschaften

(i) Die Abbildung B → C, k 7→ 〈ei(k), ej(k)〉H′k ist messbar für alle i, j ∈ N,

(ii) Die Menge {ei(k)}i∈N ⊂ H′k ist total für alle k ∈ B,

dann heißt das Tupel ({H′k}k∈B, {ei}i∈N) messbares Feld von Hilberträumen über B.

Wir interessieren uns für den Spezialfall eines konstanten Feldes von Hilberträumen
über B, woH′k = H′ und ei(k) = ei für alle k ∈ B, i ∈ N mit {ei}i∈N ⊂ H′ Orthonormal-
basis zum separablen nichttrivialen Hilbertraum H′. Dass es sich hierbei insbesondere
um ein messbares Feld von Hilberträumen über B handelt, ist offensichtlich, da die Ab-
bildungen k 7→ 〈ei, ej〉H′ als konstante Funktionen auch messbar sind für alle i, j ∈ N.

Sei von nun an ({H′}k∈B, {ei}i∈N) stets ein konstantes Feld von separablen Hilbert-
räumen über B.

Definition 3.3.2 (schwach messbare vektorwertige Funktion). Eine Abbildung f :
B → H′ heißt schwach messbar, wenn die Abbildung B → C, k 7→ 〈f(k), ei〉H′ , für alle
i ∈ N messbar ist.

Proposition 3.3.3. Sind f, g : B → H′ schwach messbar, dann ist auch B → C,
k 7→ 〈f(k), g(k)〉H′ messbar.

Beweis. Aufgrund der Eigenschaft von {ei}i∈N total zu sein, gilt (siehe [5] Satz
V.4.9) die Darstellung

(3.13) 〈f(k), g(k)〉H′ =

∞∑
i=1

〈f(k), ei〉H′〈ei, g(k)〉H′ .

Da in diesem Ausdruck k 7→ 〈f(k), ei〉H′ per Definition und k 7→ 〈ei, g(k)〉H′ als komplex
Konjugiertes einer messbaren Funktion messbar sind, ist der punktweise Grenzwert

k 7→
∞∑
i=1
〈f(k), ei〉H′〈ei, g(k)〉H′ ebenfalls messbar. �

Definition 3.3.4 (stark messbare vektorwertige Funktion). Eine Abbildung f :
B → H′ heißt stark messbar, wenn die Funktion f(k) für fast alle k ∈ B der Grenzwert
einer Folge von messbaren Treppenfunktion (fn(k))n∈N ⊂ H′ ist, also lim

n→∞
‖f(k) −

fn(k)‖H′ = 0.
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Wie diese Begriffe von Messbarkeit mit dem klassischen Begriff von Messbarkeit in
Zusammenhang stehen, wird im nächsten Theorem deutlich.

Theorem 3.3.5. Die Begriffe der (a) schwachen Messbarkeit, (b) starken Mess-
barkeit und (c) Messbarkeit in Bezug auf vektorwertige Funktionen B → H′ sind
äquivalent.

Beweis. Sei f : B → H′ bel.
”(a)⇒(b)“: Angenommen f ist schwach messbar, dann sind k 7→ 〈ei, f(k)〉H′ =:

f̃i(k) messbar für alle i ∈ N. Bekanntermaßen lassen sich die messbaren komplexwerti-

gen Funktionen f̃i durch Treppenfunktionen fi,n : B → C punktweise approximieren,

sodass |fi,n| ≤ |f̃i| für alle i, n ∈ N. Wir definieren Treppenfunktionen fn :=
n∑
i=1

fi,nei

für n ∈ N. Es gilt

‖fn(k)− f(k)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi,n(k)ei −
∞∑
i=1

f̃i(k)ei

∥∥∥∥∥(3.14)

=

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

fi,n(k)ei −
∞∑
i=1

f̃i(k)ei −
∞∑

i=n+1

fi,n(k)ei

∥∥∥∥∥(3.15)

≤

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

(
fi,n(k)− f̃i(k)

)
ei

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
∞∑

i=n+1

fi,n(k)ei

∥∥∥∥∥(3.16)

≤

√√√√ lim
m→∞

m∑
i=1

∣∣∣fi,n(k)− f̃i(k)
∣∣∣2 +

√√√√ ∞∑
i=n+1

∣∣∣f̃i(k)
∣∣∣2 n→∞−→ 0,(3.17)

wobei wir im letzten Schritt im ersten Summanden den Grenzwert für m mit dem
Grenzwert für n nach dem Moore-Osgood Theorem – in den Voraussetzungen hierzu
wird das Cauchy-Kriterium für konvergente Reihen verwendet– vertauscht haben.
Damit ist (fn)n∈N eine punktweise Approximation von f durch messbare Treppenfunk-
tionen, also ist f stark messbar.

”(b)⇒(c)“: Dies ist offensichtlich, da der punktweise Grenzwert messbarer Funk-
tionen wieder messbar ist.

”(c)⇒(a)“: Die Abbildungen fi : B → C, k 7→ 〈f(k), ei〉 für i ∈ N kann man auch

als Verkettung B
f→ H′ 〈·,ei〉→ C auffassen. Aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts

ist für ein beliebige offene Menge U ⊂ C das Urbild unter gi := 〈·, ei〉 für alle i ∈ N auch
offen und wegen der Messbarkeit von f ist zudem f−1

i (U) = f−1(g−1
i (U)) ∈ A. �

Definition+Satz 3.3.6 (Direktes Integral mit konstanten Fasern L2(B, dµ,H′)).
Mit L2(B, dµ,H′) bezeichnet man die Menge der Äquivalenzklassen messbarer Funk-
tionen, die von B auf H′ abbilden und deren Elemente f die Eigenschaft

(3.18)

∫
B
‖f(k)‖2H′dµ(k) <∞

erfüllen. Diese Menge ist ein Hilbertraum, wenn sie mit dem Skalarprodukt

(3.19) 〈f, g〉 =

∫
B
〈f(k), g(k)〉H′dµ(k)

ausgestattet wird. Alternativ schreibt man

L2(B, dµ,H′) =

∫ ⊕
B
H′dµ(3.20)

und nennt diese Struktur direktes Integral mit konstanten Fasern H′.
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Beweis. Die Ausdrücke sind wohldefiniert nach Prop. 3.3.3. Der Beweis der Voll-
ständigkeit funktioniert analog wie für den klassischen Hilbertraum L2(B, dµ). �

Bemerkung 3.3.7. (i) Im Falle, dass in Definition 3.3.6 das Maß µ eine Sum-
me von Punktmaßen auf endlich vielen Punkten k1, · · · , km ∈ B mit m ∈ N
ist, wird jedes Element f ∈ L2(B, dµ,H′) durch (f(k1), · · · , f(km)) eindeutig

festgelegt, d.h. L2(B, dµ,H′) isom.=
m⊕
i=1
H′.

Im Falle allgemeiner Maße µ wird die direkte Summe zu einer “stetigen direk-
ten Summe”

∫ ⊕
B dµ.

(ii) Offensichtlich hängt die ganze Konstruktion von direkten Integralen mit kon-
stanten Fasern von der Wahl der Basis-Vektoren {ei}i∈N ab. Mittels Propositi-

on 3.3.3 ergibt sich aber eine Isomorphie
∫ ⊕
B H

′dµ
isom.

= L2(B, dµ, l2) im Falle,

dass dim(H′) =∞, da man H′ mit l2 identifizieren kann und die Messbarkeit
erhalten bleibt. Damit ist also die konstante-Faser-direkte-Integral-Struktur
bis auf einen Isomorphismus unabhängig von der Wahl der Basis.

Proposition 3.3.8. Seien f, g ∈
∫ ⊕
B H

′dµ. Es gilt

(3.21) k 7→
N∑
i=1

〈ei, g(k)〉H′ei =: gN
N→∞−→ g in L2(B, dµ,H′)

und

(3.22) 〈f, g〉 =
∞∑
i=1

∫
B
〈f(k), ei〉H′〈ei, g(k)〉H′dµ(k).

Beweis. Für fast alle k ∈ B gilt g(k) =
∞∑
i=1
〈ei, g(k)〉H′ei und offensichtlich ist

gN ∈
∫ ⊕
B H

′dµ für alle N ∈ N. Somit gilt

lim
N→∞

‖g − gN‖L2(B,dµ,H′) = lim
N→∞

∫
B

∥∥∥∥∥g(k)−
N∑
i=1

〈ei, g(k)〉H′ei

∥∥∥∥∥
2

H′
dµ(k)(3.23)

= lim
N→∞

∫
B

∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

〈ei, g(k)〉H′ei

∥∥∥∥∥
2

H′
dµ(k)(3.24)

= lim
N→∞

∫
B

∞∑
i=N+1

|〈ei, g(k)〉|2dµ(k).(3.25)

Wir verwenden nun den Satz von Lebesgue, wobei eine Majorante gegeben ist durch
k 7→ ‖g(k)‖2H′ und erhalten die erste Behauptung lim

N→∞
gN = g. Die zweite Behauptung

folgt mittels der ersten und der Stetigkeit des Skalarprodukts. �

Dasselbe Konzept von direkten Integralen kann man auch auf beschränkte Opera-
toren erweitern.

Definition 3.3.9 (messbares Feld von stetigen Operatoren). Ein Operator T :
B → L(H′) heißt messbares Feld von stetigen Operatoren über B, falls die Abbildung
fψ : B → H′ gegeben durch k 7→ T (k)ψ(k) für alle messbaren Funktionen ψ : B → H′
messbar ist.

Proposition 3.3.10. Sei T : B → L(H′) ein Feld von stetigen Operatoren. Dann ist
T messbar, genau dann wenn die Abbildung fi,j : B → C gegeben durch k 7→ 〈T (k)ei, ej〉
für alle i, j ∈ N messbar ist.
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Beweis. Die Hinrichtung ist trivial. Sei also

(3.26) k 7→ 〈T (k)ei, ej〉 = 〈ei, T (k)∗ej〉

messbar für alle i, j ∈ N. Damit ist T (k)∗ej (schwach) messbar für alle j ∈ N. Nimmt
man nun eine beliebige messbare Funktion ψ : B → H′, so ist

(3.27) k 7→ 〈ψ(k), T (k)∗ej〉 = 〈T (k)ψ(k), ej〉

auch messbar nach Prop. 3.3.3. �

Innerhalb der Felder stetiger Operatoren stellen wir nun eine wichtige Klasse vor.

Definition 3.3.11 (L∞(B, dµ,L(H′))). Die Menge der Äquivalenzklassen fast überall
identischer wesentlich beschränkter messbarer Felder von stetigen Operatoren T : B →
L(H′), d.h.

‖T‖∞ := ess supk∈B‖T (k)‖L(H′) <∞,(3.28)

wird mit L∞(B, dµ,L(H′)) notiert.

Definition 3.3.12 (Zerlegbarkeit durch die direkte Integral-Zerlegung). Sei T ein

beschränkter Operator auf
∫ ⊕
B H

′dµ. Dann heißt T zerlegbar durch die direkte Integral-
Zerlegung, falls ein S ∈ L∞(B, dµ,L(H′)) existiert, sodass

(Tψ)(·) = S(·)ψ(·) ∀ψ ∈
∫ ⊕
B
H′dµ.(3.29)

Wir schreiben dann

T =

∫ ⊕
B
S(k)dµ(k)(3.30)

und nennen S(k) die Fasern von T .

Bemerkung 3.3.13. (i) Eine Zerlegung durch die direkte Integral-Zerlegung

ist eindeutig, da aus
∫ ⊕
B S(k)dµ(k) =

∫ ⊕
B S̃(k)dµ(k) auch

∫ ⊕
B (S−S̃)(k)dµ(k) =

0 folgt und somit ‖S − S̃‖∞ = 0.
(ii) Man kann leicht nachrechnen (sie z.B. Ref. [30], Prop. 14.1.8), dass die Menge

der zerlegbaren Operatoren in L(L2(B, dµ,H′)) eine Teilalgebra von L(L2(B, dµ,H′))
ist. Wir wollen diese Teilalgebra mit D(L2(B, dµ,H′)) notieren.

Theorem 3.3.14. D(L2(B, dµ,H′)) ist isometrisch isomorph zu L∞(B, dµ,L(H′)).

Beweis. Wir werden zeigen, dass ein isometrischer Algebrenisomorphismus gerade
mittels Gl. 3.29 beschrieben ist. Hierbei ist die Injektvität

(3.31) D(L2(B, dµ,H′)) ↪→ L∞(B, dµ,L(H′))

nach Bem. 3.3.13(i) ersichtlich.
Sei nun S ∈ L∞(B, dµ,L(H′)) und ψ ∈ L2(B, dµ,H′). Der Operator T sei durch

Gl. 3.29 definiert. Es ist nun zu zeigen, dass T ∈ L(L2(B, dµ,H′)) und ‖T‖L(L2(B,dµ,H′)) =

‖S‖∞.
Es gilt

(3.32) (Tψ)(k) = S(k)ψ(k) =

∞∑
i=1

〈ei, ψ(k)〉H′S(k)ei = S(k)

∞∑
i=1

〈ei, ψ(k)〉H′ei

für fast alle k ∈ B, da S fast überall ein stetiger Operator ist.
Da S messbar ist, folgt per Definition die Messbarkeit von k 7→ S(k)ei für alle i ∈ N.
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Somit ist k 7→
n∑
i=1
〈ei, ψ(k)〉S(k)ei =: φn(k), n ∈ N, als Summe und Produkt messbarer

Funktionen auch messbar. Man rechnet zudem

‖φn‖2L2(B,dµ,H′) =

∫
B

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈ei, ψ(k)〉S(k)ei

∥∥∥∥∥
2

H′
dµ(k)(3.33)

≤ ‖S‖2∞
∫
B

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈ei, ψ(k)〉ei

∥∥∥∥∥
2

H′
dµ(k)(3.34)

≤ ‖S‖2∞ ‖ψ‖
2
L2(B,dµ,H′) .(3.35)

Analog zeigt man, dass

(3.36) sup
m≥n
‖φn − φm‖2L2(B,dµ,H′) ≤ ‖S‖

2
∞

∫
B

sup
m≥n

m∑
i=n+1

|〈ei, ψ(k)〉|2dµ(k)
n→∞−→ 0.

Demnach ist (φn)n∈N ⊂ L2(X, dµ,H′) eine Cauchyfolge mit Grenzwert φ ∈ L2(X, dµ,H′)
nach Satz 3.3.6. Nach Gl. (3.32) konvergiert (φn(k))n∈N gegen (Tψ)(k) für fast alle
k ∈ B, also ist Tψ ∈ L2(B, dµ,H′) mit

(3.37) ‖Tψ‖L2(B,dµ,H′) = ‖φ‖L2(B,dµ,H′)
(3.35)

≤ ‖S‖∞ ‖ψ‖L2(B,dµ,H′) ,

d.h. T ∈ D(L2(X, dµ,H′)) mit ‖T‖L(L2(X,dµ,H′)) ≤ ‖S‖∞.

Nun wollen wir die umgekehrte Ungleichung zeigen. Sei dazu {yi}i∈N ⊂ B1(0) ⊂
H′ eine dichte Teilmenge des Einheitsballs im separablen Hilbertraum H′ und f ∈
L1(B, dµ), wobei wir eine Zerlegung f = gh mit g, h ∈ L2(B, dµ) und ‖g‖22 = ‖h‖22 =

‖f‖1 wählen; z.B. f = |f |ei arg(f) =
√
|f |ei arg(f)/2︸ ︷︷ ︸

:=g

√
|f |ei arg(f)/2︸ ︷︷ ︸

:=h

. Zudem definieren wir

Ψi := ḡyi und Φj = hyj für i, j ∈ N. Damit gilt∣∣∣∣∫
B
f(k)〈yi, S(k)yj〉dµ(k)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B
〈ḡ(k)yi, S(k)h(k)yj〉dµ(k)

∣∣∣∣(3.38)

= |〈Ψi, TΦj〉|(3.39)

≤ ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))‖Ψi‖L2(B,dµ,H′)‖Φj‖L2(B,dµ,H′)(3.40)

= ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))‖yi‖H′‖g‖2‖yj‖H′‖h‖2(3.41)

= ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))‖yi‖H′‖yj‖H′‖f‖1(3.42)

Da in unserer Betrachtung (B, dµ) σ-endlich ist, herrscht eine isometrische Isomorphie
zwischen L∞(B, dµ) und (L1(B, dµ))′ (siehe z.B. [5] Satz II.2.4), weshalb wir

sup
0 6=f∈L1(B,dµ)

∣∣∫
B f(k)〈yi, S(k)yj〉dµ(k)

∣∣
‖f‖1

≤ ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))‖yi‖H′‖yj‖H′(3.43)

ess supk∈B |〈yi, S(k)yj〉| ≤ ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))‖yi‖H′‖yj‖H′(3.44)

ess supk∈B sup
i,j∈N

∣∣∣∣〈 yi
‖yi‖H′

, S(k)
yj
‖yj‖H′

〉∣∣∣∣ ≤ ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))(3.45)

ess supk∈B‖S(k)‖L(H′) ≤ ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))(3.46)

‖S‖∞ ≤ ‖T‖L(L2(B,dµ,H′))(3.47)

folgern. �
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Eine äquivalente Beschreibung von Zerlegbarkeit eines Operators lernen wir im
nächsten Theorem kennen. Hierzu sei bemerkt, dass man aufgrund von Theorem 3.3.14

(3.48) Did(B, dµ) :∼= L∞(B, dµ,C) ⊂ L∞(B, dµ,L(H′))
als Subalgebra mit der Menge der zerlegbaren Operatoren, deren Fasern der Form
c · id, c ∈ C, genügen, identifizieren kann.

Theorem 3.3.15. Ein Operator T ∈ L(L2(B, dµ,H′)) ist zerlegbar durch die direkte
Integral-Zerlegung genau dann, wenn T mit allen Elementen aus Did(B, dµ) kommu-
tiert.

Beweis. ”⇒“: Angenommen T ist zerlegbar, dann existiert ein S ∈ L∞(B, dµ,L(H′)),
sodass (Tψ)(k) = S(k)ψ(k) für alle k ∈ B und ψ ∈ L2(B, dµ,H′). Damit gilt für eine
beliebige Funktion f ∈ L∞(B) und ψ ∈ L2(B, dµ,H′), dass

(3.49) ([T, f id]ψ) (·) = [S(·)f(·)− f(·)S(·)]ψ(·) = 0.

”⇐“: Da das Maß dµ σ-endlich ist existiert eine strikt-positive Funktion f ∈ L1(B,R),
sodass für das Maß dµ′ := fdµ gilt

∫
B dµ

′ = 1 (siehe z.B. [31], Satz 9.2.6). Damit ist

die Abbildung U : L2(B, dµ,H′) → L2(B, dµ′,H′), ψ(·) 7→ ψ(·)/
√
f(·) offensichtlich

unitär. Demnach ist T genau dann zerlegbar auf L2(B, dµ,H′), wenn UTU−1 zerleg-
bar auf L2(B, dµ′,H′) ist. Damit können wir unsere Überlegungen auf das Maß dµ′

beschränken bzw. wir nehmen ohne Einschränkung an, dass
∫
B dµ = 1.

Angenommen T kommutiert mit jedem Element aus Did(B, dµ). Sei zudem Ei ∈
L2(B, dµ,H′) definiert durch Ei(k) = ei für alle k ∈ B und i ∈ N. Damit ist {Ei}i∈N ⊂
L2(B, dµ,H′) orthonormal, da 〈Ei, Ej〉 =

∫
B〈ei, ej〉dµ = δi,j

∫
X dµ = δi,j für alle i, j ∈

N.
Nach Prop. 3.3.8 können wir TEi auch als

(3.50) TEi =
∞∑
i=1

tijEj

schreiben, wobei es sich bei tij um Funktionen tij : B → C für alle i, j ∈ N handelt.
Da H′ separabel ist, können wir eine dichte Teilmenge {yi}i∈N ⊂ H′ wählen, wobei die
Elemente dargestellt werden können als

(3.51) yi =
N∑
j=1

yijej

mit Koeffizienten yij ∈ C und i, j,N ∈ N. Entsprechend definieren wir zudem

(3.52) Yi :=
N∑
j=1

yijEj und S(k)yi :=
∞∑
m=1

N∑
j=1

yijtjm(k)em

mit i ∈ N und k ∈ B.
Sei nun f ∈ L∞(B, dµ,C) beliebig und demnach Mf ∈ Did(B, dµ), dann gilt nach
Voraussetzung

(3.53) T (MfYi) = Mf (TYi) =
N∑
j=1

fyijTEj =
N∑
j=1

∞∑
m=1

fyijtjmEm

für alle i ∈ N und damit

‖TMfYi‖2 =

∫
B

∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣f(k)

N∑
j=1

yijtjm(k)

∣∣∣∣∣∣
2

dµ(k) =

∫
B
|f(k)|2‖S(k)yi‖2dµ(k)(3.54)

≤‖T‖2‖MfYi‖2(3.55)
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=‖T‖2
(∫

B
|f(k)|2dµ(k)

)
‖yi‖2 .(3.56)

Da das Maß (B, dµ) σ-additiv ist, gilt L∞(B, dµ)
isom.∼= (L1(B, dµ))′, und es folgt (vgl.

Beweis 3.3.14) für fast alle k ∈ B und i ∈ N, dass

(3.57) ‖S(k)yi‖ ≤ ess supk∈B‖S(k)yi‖ ≤ ‖T‖‖yi‖.

Damit lässt sich S(k) für alle k ∈ B zu einem stetigen linearen Operator auf H′ fort-
setzen und es gilt S(·) ∈ L∞(B, dµ,L(H′)). Nach Theorem 3.3.14 existiert zu S(·) ein
zerlegbarer Operator S. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Operator S gerade T ist.

Sei g ∈ L2(B, dµ,H′) beliebig mit Approximation (Prop. 3.3.8)

(3.58) gN :=

N∑
i=1

〈Ei(·), g(·)〉Ei(·)
N→∞−→ g,

wobei 〈Ei(·), g(·)〉 ∈ L2(B, dµ) für alle i ∈ N und

(TgN )(k) =

N∑
i=1

〈Ei(k), g(k)〉(TEi)(k) =

N∑
i=1

〈Ei(k), g(k)〉S(k)ei(3.59)

= S(k)

N∑
i=1

〈Ei(k), g(k)〉Ei(k) = S(k)gN (k) = (SgN )(k)(3.60)

für alle k ∈ B. Da die Operatoren stetig sind und g beliebig war, folgt T = S, weshalb
T insbesondere zerlegbar ist. �

Unser Begriff von Zerlegbarkeit ist bisher auf stetige Operatoren beschränkt. Da
der Hamilton-Operator eines Festkörpers unbeschränkt ist, wollen wir unsere Begriffe
auf allgemeine lineare selbstadjungierte Operatoren erweitern.

Definition 3.3.16 (messbares Feld von selbstadjungierten Operatoren). Eine Ab-
bildung T von (B, dµ) in die Menge der selbstadjungierten Operatoren über H′ heißt
messbares Feld selbstadjungierter Operatoren, falls (T (·) + i)−1 ein messbares Feld ste-
tiger Operatoren ist (vgl. Theorem 1.2.14).

Bemerkung 3.3.17. Die Definition der Messbarkeit eines selbstadjungierten Feldes
von Operatoren T (·) kann man wie folgt verstehen. Da (T (·) + i)−1 und die Identität
messbare Felder stetiger Operatoren sind, ist auch id− i(T (·) + i)−1 = T (·)(T (·) + i)−1

messbar. Für ein beliebiges messbares Feld Ψ : B → H′ gibt es die Darstellung

(3.61) Ψ(k) =
∞∑
i=1

c̃i(k)ei

für alle k ∈ B mit c̃i ∈M(B, dµ) ∀i ∈ N. Will man nun diese Felder darauf beschränken,
dass Ψ(k) ∈ D(T (k)) gilt, kann man D(T (k)) = im((T (k) + i)−1) für alle k ∈ B
verwenden und erhält wegen der Messbarkeit von (T (·) + i)−1 die Darstellung

(3.62) Ψ(k) =
∞∑
i=1

ci(k)(T (k) + i)−1ei

für alle k ∈ B mit ci ∈M(B, dµ) ∀i ∈ N. Zusammengenommen liefern diese Überlegungen
den Schluss, dass T (·) beliebige messbare Felder Ψ(·) auf messbare Felder abbildet, falls
für die Fasern Ψ(k) ∈ D(T (k)) für alle k ∈ B gilt.

Diese Bemerkung erlaubt es nun die direkte Integralzerlegung für selbstadjungierte
Operatoren zu definieren.
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Definition 3.3.18 (direkte Integralzerlegung für selbstadjungierte Operatoren).
Sei T (·) : B → Abb(H′,H′) ein messbares Feld von selbstadjungierten Operatoren
über H′. Man definiert den Operator T : D(T )→ L2(B, dµ,H′) durch

D(T ) :=

{
Ψ ∈

∫ ⊕
B
H′dµ(k) | Ψ(k) ∈ D(T (k)) f.ü., ‖T (·)Ψ(·)‖ <∞

}
(TΨ)(k) = T (k)Ψ(k) ∀Ψ ∈ D(T ).(3.63)

und wird mit T =
∫ ⊕
B T (k)dµ(k) notiert.

Man beachte, dass bei der Definition von D(T ) nur gefordert wurde, dass die Fa-
sern fast überall in D(T (k)) enthalten sind. Dies rührt daher, dass man im(T ) ⊂
L2(B, dµ,H′) auf Nullmengen nicht spezifizieren muss. Wir wenden uns nun einigen
Eigenschaften der direkten Integralzerlegung selbstadjungierter Operatoren zu.

Theorem 3.3.19. Sei T : B → Abb(H′,H′) ein messbares Feld selbstadjungierter

Operatoren über H′ und T =
∫ ⊕
B T (k)dµ(k). Dann gilt:

(i) T ist selbstadjungiert.

(ii) Ein selbstadjungierter Operator S auf L2(B, dµ,H′) hat die Form
∫ ⊕
B S(k)dµ(k)

genau dann, wenn (S + i)−1 ein stetiger zerlegbarer Operator ist.
(iii) Sei f ∈M∞(R). Dann gilt:

(3.64) f(T ) =

∫ ⊕
B
f(T (k))dµ(k).

(iv) λ ∈ σ(T ) genau dann, wenn für alle ε > 0 gilt, dass

(3.65) µ({k ∈ B | σ(T (k)) ∩ (λ− ε, λ+ ε) 6= ∅}) 6= 0.

(v) λ ∈ σp(T ) genau dann, wenn

(3.66) µ({k ∈ B | λ ∈ σp(T (k))}) 6= 0.

(vi) Sei T (·) : B → Abb(H′,H′) ein Feld halbbeschränkter selbstadjungierter Ope-
ratoren und sei V (·) : B → Abb(H′,H′) ein konstantes Feld selbstadjungierter
Multiplikationsoperatoren, wobei mit einer reellwertigen messbaren und we-
sentlich beschränkten Funktion multipliziert wird, über H′, V =

∫ ⊕
B V (k)dµ(k)

und V eine Kato-Störung von T mit

(3.67) ‖VΨ‖ ≤ a‖TΨ‖+ b‖Ψ‖ ∀Ψ ∈ D(T ),

dann ist

(3.68) ‖V (k)Ψ(k)‖ ≤ a(k)‖T (k)Ψ(k)‖+ b(k)‖Ψ(k)‖
für fast alle k ∈ B, wobei a(k) ≤ a.

Der Operator T + V =
∫ ⊕
B (T (k) + V (k))dµ(k) ist auf D(T ) selbstadjungiert.

Beweis. (i) Zunächst stellen wir fest, dass T symmetrisch ist, da für alle
Φ,Ψ ∈ D(T ) gilt

(3.69) 〈TΨ,Φ〉 =

∫
B
〈T (k)Ψ(k),Φ(k)〉dµ(k) =

∫
B
〈Ψ(k), T (k)Φ(k)〉dµ(k) = 〈Ψ, TΦ〉.

Nach Theorem 1.2.14 bleibt noch zu zeigen, dass im(T±i) = L2(B, dµ,H′).
Wir definieren S(k) := (T (k) + i)−1 für k ∈ B. Per Definition sind diese
Operatoren messbar. Außerdem ist nach Theorem 3.1.2 S(k) ein beschränkter
linearer Operator für alle k ∈ B. Da für k ∈ B gilt, dass S(k) = f(T (k)),
wobei f : σ(T (k)) ⊂ R→ C definiert durch f(y) := 1

y+i ∀y ∈ R stetig ist, gilt
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nach Theorem A.0.5, dass S(k) normal ist. Damit ist nach Ref. [5] Satz VI.1.7
und dem Spektralabbildungssatz VII.1.4

(3.70) ‖S(k)‖ = max
λ∈σ(S(k))

|λ| = max
λ∈σ(T (k))

1

|λ+ i|
=

1

dist(−i, σ(T (k)))
≤ 1.

Insgesamt können wir somit S :=
∫ ⊕
B S(k)dµ(k) definieren.

Sei Φ ∈ L2(B, dµ,H′) beliebig, aber fest und Ψ := SΦ. Dann ist per
Definition Ψ(x) ∈ im(S(k)) = D(T (k)) fast überall, wobei die Gleichheit aus
Bem. 1.2.2 folgt. Man berechnet∫

B
‖T (k)Ψ(k)‖2dµ(k) =

∫
B
‖T (k)(T (k) + i)−1Φ(k)‖2dµ(k)(3.71)

=

∫
B
‖(T (k) + i− i)(T (k) + i)−1Φ(k)‖2dµ(k)(3.72)

≤
∫
B

(‖Φ(k)‖+ ‖S(k)Φ(k)‖)2dµ(k)(3.73)

≤ 4‖Φ‖ <∞,(3.74)

weshalb Ψ ∈ D(T ) und (T + i)Ψ = Φ, d.h. im(T + i) = L2(B, dµ,H′), da Φ
beliebig war.

Wegen Lemma 1.2.7 ist (T (k) − i)−1 = S(k)∗ und nach Prop. 3.3.10 ist
(T (k)− i)−1 messbar. Der Rest des Beweises, dass im(T − i) = L2(B, dµ,H′)
ist, folgt wie eben für den Fall mit +i demonstriert.

(ii) ”⇒“: Nach Theorem 3.1.2 ist (S+ i)−1 ein stetiger Operator auf L2(B, dµ,H′)
und wie wir in (i) gezeigt haben, ist für alle k ∈ B der Operator S̃(k) := (S(k)+

i)−1 ein beschränkter linearer Operator auf H′ mit ‖S̃(k)‖ ≤ 1, aus dem sich

S̃ =
∫ ⊕
B S̃(k)dµ(k) mit ‖S̃‖∞ ≤ 1 konstruieren lässt. Dieser ist entsprechend

wesentlich beschränkt und es bleibt zu zeigen, dass S̃ = (S + i)−1. Sei dazu
Ψ ∈ L2(B, dµ,H′) = im(S + i) mit Urbild Φ := (S + i)−1Ψ, dann gilt

[S̃ψ](k) = (S(k) + i)−1Ψ(k) = (S(k) + i)−1[(S + i)Φ](k)(3.75)

= (S(k) + i)−1(S(k) + i)Φ(x) = Φ(k) = [(S + i)−1Ψ](k)(3.76)

nach Voraussetzung für fast alle k ∈ B und somit S̃ = (S + i)−1.

”⇐“: Angenommen (S+ i)−1 ist ein linearer stetiger zerlegbarer Operator,

dann gibt es ein S̃ ∈ L∞(B, dµ,L(H′)) mit

[(S + i)−1Ψ](·) = S̃(·)Ψ(·)(3.77)

für alle Ψ ∈ L2(B, dµ,H′).

In Ref. [32] Prop. 12.1.8(iv) wird gezeigt, dass ein direktes Integral von

Operatoren A =
∫ ⊕
B A(k)dµ(k) genau dann injektiv ist, wenn die einzelnen

Fasern injektiv sind und es folgt zudem A−1 =
∫ ⊕
B A(k)−1dµ(k). Für den

Beweis, der in der angegebenen Referenz ausgeführt wird, muss man sich tiefer
in die Theorie der direkten Integralzerlegung mit nicht-konstanten Fasern – der
Kern jeder Faser des Operators ist ein abgeschlossener Unterraum von H′ –
begeben, was an dieser Stelle zu weit vom eigentlichen Thema abführen würde.
Verwendet man diese Proposition, kann man einsehen, dass S̃(·)−1Ψ(·) = (S+
i)Ψ(·) fast überall für alle Ψ ∈ D(S) ist.

Wir definieren nun ein Feld von Operatoren auf B durch S(·) := S̃(·)−1 − i,
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wobei S(·) ≡ 0 auf Nullmengen.
Sei Ψ ∈ D(S), dann ist

‖S(·)Ψ(·)− SΨ‖ =

∫
B
‖S(k)Ψ(k)− SΨ(k)‖dµ(k)(3.78)

=

∫
B
‖(S̃(k)−1 − i)Ψ(k)− SΨ(k)‖dµ(k)(3.79)

=

∫
B
‖(S + i− i)Ψ(k)− SΨ(k)‖dµ(k)(3.80)

= 0,(3.81)

woraus

(3.82) D(S) =

{
Ψ ∈

∫ ⊕
B
H′dµ(k) | Ψ(k) ∈ D(S(k)) f.ü., ‖S(·)Ψ(·)‖ <∞

}
und

(3.83) SΨ(·) = S(·)Ψ(·) ∀Ψ ∈ D(S)

folgt.
Seien nun Ψ,Φ ∈ D(S), dann ist

(3.84) 〈S(·)Ψ(·),Φ〉 = 〈Ψ, S(·)Φ(·)〉

aufgrund der Selbstadjungiertheit von S und der Nullabbildung.
Weiterhin ist

im(S(·)± i) =

{
im(±i) , auf Nullmengen

im((S ± i)[·](·)) , sonst
= H′(3.85)

und somit ist S(·) ein Feld selbstadjungierter Operatoren und wegen (S(·) +

i)−1 = S̃(·) fast überall ist dieses Feld auch messbar (siehe z.B. [33] §13).
(iii) Sei λ ∈ C \ R fest, dann ist C(k) := (T (k) − λ)−1 ∈ L(H′) für alle k ∈ B

wohldefiniert, da T (k) selbstadjungiert sind.
Wir wollen nun zeigen, dass C(·) messbar ist und nach Prop. 3.3.10 ist dies
quivalent dazu, dass die Abbildungen

fij : B → C
k 7→ 〈C(k)ei, ej〉(3.86)

für alle i, j ∈ N messbar sind.
Da T (·) ein messbares Feld selbstadjungierter Operatoren ist, folgt per Defini-
tion die Messbarkeit von (T (·) + i)−1 und es handelt sich um ein Feld stetiger
normaler Operatoren. Für das Spektrum von C(k) gilt nach Spektralabbil-
dungssatz (siehe z.B. Ref. [15], Theorem 3.17) mit f : R→ C, x 7→ (x+ i)−1,
dass

(3.87) σ(C(k)) = f(σ(T (k))) ⊂ im(f).

Die Abbildungen fij lassen sich –der triviale Fall λ = −i sei ausgeschlossen–
als Verkettungen

(3.88) fij = 〈G((T (·) + i)−1)ei, ej〉

schreiben, wobei G im Sinne eines stetigen Funktionalkalküls Φ durch

G : {(S + i)−1 | S = S∗ lin. Op. auf H′} → L(H′)

S̃ := (S + i)−1 7→ ΦS̃

(
g|σ(S̃)

)
.
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mit

g : im(f)→ C
s 7→ (s−1 − i− λ)−1

definiert ist und nach Gl. (3.87) auch wohldefiniert ist. Da im(f) ⊂ C als
beschränkte abgeschlossene Menge auch kompakt ist, lässt sich nach dem
Satz von Stone-Weierstrass g ∈ C(im(f),C) durch eine Folge (pn)n∈N ⊂
C(im(f),C) gleichmäßig approximieren, wobei

(3.89) pn(·) :=

mn∑
l=0

cl,n(·)l

mit cl,n ∈ C, mn ∈ N für alle 0 ≤ l ≤ mn, n ∈ N.
Für festes k ∈ B definieren wir S(k) := (T (k) + i)−1 und es gilt somit

fij(k) = 〈ΦS(k)

(
g|σ(S(k))

)
ei, ej〉(3.90)

=
〈

ΦS(k)

(
lim
n→∞

pn|σ(S(k))

)
ei, ej

〉
(3.91)

= lim
n→∞

〈
ΦS(k)

(
pn|σ(S(k))

)
ei, ej

〉
,(3.92)

wobei die letzte Gleichheit aus der starken Operatorkonvergenz des stetigen
Funktionalkalküls und der Stetigkeit des Skalarprodukts folgt. Da der stetige
Funktionalkalkül für Polynomfunktionen ein Einsetzungskalkül ist, gilt weiter-
hin

fij(k) = lim
n→∞

mn∑
l=0

cl,n

〈
S(k)lei, ej

〉
.(3.93)

Verwendet man nun die Messbarkeit von k 7→ S(k), d.h. k 7→ S(k)ei, k 7→
S(k)2ei usw. sind messbar, und die Messbarkeit punktweiser Grenzwerte mess-
barer Funktionen, so folgt das gewünschte Resultat.
Wie im Beweis von (i) folgt weiterhin ‖C(k)‖ = 1

dist(λ,σ(T (k))) ≤
1
=λ für alle

k ∈ B und analoge Schritte wie in (ii) führen auf die Gleichheit

(3.94) (T − λ)−1 =

∫ ⊕
B

(T (k)− λ)−1dµ(k).

Aufgrund der Teilalgebra-Eigenschaft zerlegbarer stetiger Operatoren (Bem. 3.3.13(ii))
kann man dieses Ergebnis auch verallgemeinern zu

(3.95) (T − λ)−n =

∫ ⊕
B

(T (k)− λ)−ndµ(k), ∀n ∈ N.

Aus elementarer Analysis ist bekannt, dass

(3.96) exp(iy) =
1

exp(−iy)
= lim

n→∞

(
1− iy

n

)−n
für alle y ∈ R und wir können im Rahmen des messbaren Funktionalkalküls
und unter Verwendung der punktweise gleichmäßig beschränkten Konvergenz
(siehe Defn. A.0.3(v)) folgern, dass

eiyTΨ = lim
n→∞

(
1− iyT

n

)−n
Ψ ∀Ψ ∈ D(T ), y ∈ R,(3.97)

eiyT (k)ψ = lim
n→∞

(
1− iyT (k)

n

)−n
ψ ∀ψ ∈ H′, k ∈ B, y ∈ R.(3.98)
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Darüberhinaus handelt es sich bei der Abbildung B → L(H′), k 7→ eiyT (k) auf-
grund der punktweisen Approximation der Exponentialfunktion (Gleichung (3.98))
und Gleichung (3.95) als punktweise Grenzwerte messbarer stetiger Felder um

messbare Felder stetiger Operatoren mit ‖eiyT (·)‖∞ ≤ 1 nach Theorem A.0.5(iii)
für alle y ∈ R.
Für ein Ψ ∈ L2(B, dµ,H′), k ∈ B und y ∈ R gilt

eiyTΨ(k) = lim
n→∞

(
1− iyT

n

)−n
Ψ(k)(3.99)

= lim
n→∞

(
1− iyT (k)

n

)−n
Ψ(k) = eiyT (k)Ψ(k)(3.100)

und insgesamt folgt damit die Zerlegung

(3.101) eiyT =

∫ ⊕
B
eiyT (k)dµ(k).

Wir nehmen zunächst an, dass f ∈ S(R). Damit können wir f gleichmäßig
durch eine Folge von C∞c (R)-Funktionen approximieren. Zusammen mit der
Beschränktheit von f liefert die Approximation von f mit analogen Argumen-
ten wie für C(·), dass f(T (·)) ein messbares Feld stetiger Operatoren ist.
Nach der Bemerkung 1.1.2 zur Fourier-Transformation gilt nun für Ψ ∈ L2(B, dµ,H′)
und {En}n∈N ⊂ L2(B, dµ,H′) Orthonormalbasis

f(T )Ψ(·) =
∑
n∈N
〈f(T )Ψ, En〉En(·)(3.102)

=
∑
n∈N

∫
R
f(y)dETΨ,En(y)En(·)(3.103)

=
∑
n∈N

∫
R

(
1√
2π

∫
R
f̂(k)eik

′ydk′
)
dETΨ,En(y)En(·)(3.104)

=
∑
n∈N

1√
2π

∫
R
f̂(k′)

(∫
R
eik
′ydETΨ,En(y)

)
dk′En(·)(3.105)

=
∑
n∈N

1√
2π

∫
R
f̂(k′)

〈
eik
′TΨ, En

〉
dk′En(·)(3.106)

=
∑
n∈N

1√
2π

∫
R
f̂(k′)

〈
eik
′T [·]Ψ[·], En

〉
dk′En(·)(3.107)

=
∑
n∈N

1√
2π

∫
R
f̂(k′)

∫
B

〈
eik
′T (k)Ψ(k), En(k)

〉
dµ(k)dk′En(·)(3.108)

=
∑
n∈N

1√
2π

∫
R
f̂(k′)

∫
B

∫
R
eik
′ydE

T (k)
Ψ(k),En(k)(y)dµ(k)dk′En(·)(3.109)

=
∑
n∈N

∫
B

∫
R
f(y)dE

T (k)
Ψ(k),En(k)(y)dµ(k)En(·)(3.110)

=
∑
n∈N
〈f(T [·])Ψ[·], En〉En(·)(3.111)

= f(T (·))Ψ(·),(3.112)

wobei beim Vertauschen der Integrationsreihenfolgen der Satz von Fubini ver-
wendet wurde. Die Voraussetzung dazu war gegeben, da S(R) ⊂ L1(R) und∣∣〈1σ(T )Ψ, En

〉∣∣ = |〈Ψ, En〉| <∞ (Gl. (3.105)),
∣∣〈eikT [·]Ψ[·], En

〉∣∣ ≤ ‖Ψ‖‖En‖ <
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∞ (Gl. (3.110)) und
∣∣〈1σ(T (k))Ψ(k), En(k)

〉∣∣ = |〈Ψ(k), En(k)〉| < ∞ für fast
alle k ∈ B (Gl. (3.111)). Sei nun f ∈ M∞(R), dann existiert nach dem Satz
von Lusin eine Folge {fn}n∈N ⊂ Cc(R) mit

(3.113) sup
n∈N
‖fn‖∞ ≤ ‖f‖∞ ,

die punktweise fast überall gegen f konvergiert. Somit sind die Abbildungen
B → C gegeben durch

k 7→ 〈f(T (k))ei, ej〉 =

∫
R
f(y)dET (k)

ei,ej (y)(3.114)

=

∫
R

lim
n→∞

fn(y)dET (k)
ei,ej (y)(3.115)

= lim
n→∞

∫
R
fn(y)dET (k)

ei,ej (y)(3.116)

= lim
n→∞

〈fn(T (k))ei, ej〉(3.117)

für alle i, j ∈ N als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen (Argumen-
tation wie für C(·)) wieder messbar, wobei wir im vorletzten Schritt den Satz
von Lebesgue mit Majorante

sup
n∈N
|fn| ∈ M∞(R),(3.118)

weshalb 〈
sup
n∈N
|fn|(T (x))ei, ej

〉
<∞,(3.119)

verwendet haben. Insgesamt ist somit f(T (·)) ein messbares Feld stetiger Ope-
ratoren. Für die Zerlegbarkeit verwendet man weiterhin, dass Cc(R)-Funktionen
gleichmäßig durch glatte Funktionen bzw. Schwartz-Funktionen approximiert
werden können, d.h. es gibt für alle n ∈ N Folgen {fn,m}m∈N ∈ S(R) mit

‖fn,m − fn‖∞
m→∞−→ 0. Es folgt dann

f(T )Ψ(·) =
∑
j∈N
〈f(T )Ψ, Ej〉Ej(·)(3.120)

=
∑
j∈N

lim
n→∞

∫
R
fn(y)dETΨ,Ej (y)Ej(·)(3.121)

=
∑
j∈N

lim
n→∞

lim
m→∞

〈fn,m(T )Ψ, Ej〉Ej(·),(3.122)

wobei im zweiten Schritt wieder der Satz von Lebesgue und im letzten Schritt
die starke Operatorkonvergenz des Funktionalkalküls verwendet wurde. Nun
kann man für Ψ ∈ L2(B, dµ,H′) genau wie in Gleichung (3.112) verfahren und
erhält

f(T )Ψ(·) =
∑
j∈N

lim
n→∞

lim
m→∞

〈fn,m(T [·])Ψ[·], Ej〉Ej(·).(3.123)

Die Grenzwerte kann man nun wieder ausführen, um f zurückzuerlangen. Ins-
gesamt folgt also

(3.124) f(T ) =

∫ ⊕
B
f(T (k))dµ(x).
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Kapitel 3. Operator-Analysis

(iv) Sei λ ∈ R. Dann ist nach Korollar A.0.8 λ ∈ σ(T ) genau dann, wenn 0 6=
ET ((λ − ε, λ + ε)) = 1(λ−ε,λ+ε)(T ) für alle ε > 0. Wir verwenden (iii) im
Spezialfall f = 1(λ−ε,λ+ε) ∈ M∞(R) mit ε > 0, d.h. λ ∈ σ(T ) genau dann

wenn
∫ ⊕
B 1(λ−ε,λ+ε)(T (k))dµ(k) 6= 0 für alle ε > 0. Dies ist aber genau dann

der Fall, wenn µ({k ∈ B | 1(λ−ε,λ+ε)(T (k)) 6= 0}) > 0 für alle ε > 0 oder nach
Korollar A.0.8 äquivalent dazu: µ({k ∈ B | σ(T (k)) ∩ (λ− ε, λ+ ε) 6= ∅}) > 0
für alle ε > 0.

(v) Man geht wie im Beweis von (iv) vor, aber man verwendet f = 1{λ} ∈M∞(R).
(vi) Nach Voraussetzung ist ‖VΨ‖ ≤ a‖TΨ‖+b‖Ψ‖ ∀Ψ ∈ D(T ) und da T selbstad-

jungiert ist, gilt (T + il)−1 ∈ L(L2(B, dµ,H′)) und dieselbe Rechnung wie zum
Kato-Rellich-Theorem (Gl. (3.12)) liefert die Abschätzung ‖V (T + il)−1‖ ≤
a + b

l für alle l ∈ N. Damit gilt nach Gl. (3.94) und Bemerkung 3.3.17, dass

V (·)(T (·) + il)−1Ψ(·) = V (T + il)−1Ψ(·) für alle Ψ ∈ L2(B, dµ,H′), da nach
Voraussetzung V eine Kato-Störung von T ist, gilt also (T (k) + il)−1Ψ(k) ∈
D(V (k)) fast überall für alle Ψ ∈ L2(B, dµ,H′). Analoge Rechnungen wie in
Gl. (3.42) und (3.47) liefern nun

(3.125) ‖V (·)(T (·) + il)−1‖∞ ≤ ‖V (T + il)−1‖ ≤ a+
b

l
,

weshalb ‖V (k)(T (k) + il)−1‖ ≤ a+ b
l fast überall. Damit rechnet man für fast

alle k ∈ B und Ψ(k) ∈ D(T (k))

‖V (k)Ψ(k)‖ = ‖V (k)(T (k) + il)−1(T (k) + il)Ψ(k)‖(3.126)

≤ ‖V (k)(T (k) + il)−1T (k)Ψ(k)‖+ ‖V (k)(T (k) + il)−1Ψ(k)‖(3.127)

≤
(
a+

b

l

)
‖T (k)Ψ(k)‖+

(
a+

b

l

)
‖Ψ(k)‖.(3.128)

Durch Anwendung des Supremum über l ∈ N erhält man schließlich Glei-
chung (3.68) und die gesuchte Abschätzung.
Nach dem Kato-Rellich Theorem 3.2.2 ist T + V auf D(T ) selbstadjungiert
und T (x) + V (x) auf D(T (x)) fast überall selbstadjungiert.
Dass T (·) + V (·) ein messbares Feld von Operatoren ist, folgt direkt aus den
Voraussetzungen an T (·), V (·), da nach dem Beweis von (iii) die Messbarkeit
von (T (·) + V (·) + λ)−1, λ ∈ C \ R die Messbarkeit von (T (·) + V (·) + i)−1

impliziert. Daher reicht festzustellen, dass

T (k) + V (k) + λ = T (k) + V (x) + <λ+ i=λ(3.129)

= (id + (V (x) + i=λ)(T (k) + <λ)−1)(T (k) + <λ).(3.130)

Damit (id + (V (x) + i=λ)(T (k) + <λ)−1) invertierbar ist, wobei die Inverse
durch die Neumann-Reihe gegeben wäre, muss ‖(V (x)+i=λ)(T (k)+<λ)−1‖ <
1 gelten. Nun ist aufgrund der Submultiplikativität der Operatornorm, der
Halbbeschränktheit von T (k) und den Eigenschaften des messbaren Funktio-
nalkalküls

‖(V (x) + i=λ)(T (k) + <λ)−1‖ ≤ ‖V (x) + i=λ‖‖(T (k) + <λ)−1‖(3.131)

≤ (‖V ‖∞ + |=λ|) sup
x∈R+

0

∣∣∣∣ 1

x+ <λ

∣∣∣∣(3.132)

= (‖V ‖∞ + |=λ|) 1

<λ
.(3.133)
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3.3. Direkte Integral-Zerlegung

Sei λ nun so gewählt, dass die Inversion möglich ist, d.h.

(3.134) (T (k) + V (k) + λ)−1 = (T (k) + <λ)−1
∞∑
i=0

[(V (x) + i=λ)(T (k) + <λ)−1]i,

wobei die Messbarkeit aus der Messbarkeit der Bestandteile des Ausdrucks
folgt. Ansonsten folgt aufgrund von Gl. (3.128) undD(T (k)+V (k)) = D(T (k))

fast überall, dass D(T + V ) = D(T ) = D(
∫ ⊕
B (T (k) + V (k))dµ(k)) und für

Ψ ∈ D(T ) gilt

(T + V )Ψ(k) = TΨ(k) + VΨ(k)(3.135)

= T (k)Ψ(k) + V (k)Ψ(k)(3.136)

= (T (k) + V (k))Ψ(k)(3.137)

fast überall und somit

(3.138) T + V =

∫ ⊕
B

(T (k) + V (k))dµ(k).

�
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KAPITEL 4

Charakterisierung der Periodizität

Der Inhalt dieses Kapitels folgt der Darstellung in Ref. [?Zantout2019] und Ref. [22].
In Rahmen der physikalischen Motivation (Kapitel 2) haben wir festgestellt, dass

ein Kristall aus periodisch angeordneten Atomen besteht, der sich unter bestimmten
Vereinfachungen durch einen Schrödingeroperator mit periodischem Potential quanten-
mechanisch beschreiben lässt. Die Periodizität des Potentials folgt nach Gl. (2.3) dersel-
ben Periodizität wie der des Kristalls, also insbesondere der Periodizität der Atomkerne.
Nach dem Rutherfordschen Streuexperiment zu urteilen ist deren räumliche Ausdeh-
nung einige Größenordnungen kleiner als die des dazugehörigen Atoms und kann somit
approximativ als punktförmig angenommen werden. Die Gleichgewichtspositionen der
Atomkerne dienen uns als Knoten im (Kristall-)gitter.

4.1. Direktes Gitter

Definition 4.1.1 (Gitter und Gittervektoren). Seien a1, . . . , an ∈ Rn, linear un-
abhängige Vektoren, dann heißt die Menge

Ga1,...,an =

{
n∑
i=1

xiai|xi ∈ Z, i = 1, . . . , n

}
das aus a1, . . . , an erzeugte Gitter. Wir bezeichnen die Vektoren a1, . . . , an als Gitter-
vektoren.

Wir können die Atomkerne des Kristalls aufgrund der großen Anzahl an Atomen
darin als ein aus a1, . . . , an ∈ Rn, erzeugtes Gitter G modellieren, wobei die Gitter-
Vektoren a1, . . . , an experimentell (siehe Abschnitt 2) bestimmt werden können (siehe
Abb. 4).

Abbildung 4. Kristall im R2, der aus Atomen (rote Kugeln) besteht
und dessen Gittervektoren durch a1, a2 ∈ R2 gegeben sind. Sowohl U1

als auch U2 sind legitime Einheitszellen dieses Kris-
talls.(Quelle: [?Zantout2019])

Definition 4.1.2 (Einheitszelle). Seien a1, . . . , an ∈ Rn, n ∈ N, Gittervektoren.
Dann heißt jede zusammenhängende Menge Ω ⊂ Rn Einheitszelle, die

Rn =
⋃

z∈Ga1,...,an

z + Ω(4.1)
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4.2. Reziprokes Gitter

erfüllt und minimal mit dieser Eigenschaft ist, d.h. es gibt keine echte Teilmenge von
Ω, die ebenfalls Gl. (4.1) erfüllt.

Beispiel 4.1.3. Für das einfache Gitter aus Abb. 4 mit Gittervektoren a1, a2 ∈ R2

sind die Parallelogramme U1 := {xa1 + ya2 | 0 ≤ x, y < 1} und U2 := {x(a1 + a2) +
ya1 | 0 ≤ x, y < 1} legitime Einheitszellen des Kristalls.

4.2. Reziprokes Gitter

Wir definieren nun weitere Gittervektoren zu einem gegebenen Kristall. Diese span-
nen nicht das Kristallgitter auf und ihre Nützlichkeit wird erst im Laufe der nächsten
Kapitel deutlich.

Definition 4.2.1 (Reziproke Gittervektoren). Zu Gittervektoren a1, . . . , an ∈ Rn
definieren wir M := (a1 a2 · · · an) ∈ Rn×n. Aufgrund der linearen Unabhängigkeit der
Gittervektoren sind M und MT invertierbar und wir definieren die reziproken Gitter-
vektoren b1, . . . , bn ∈ Rn als die Spalten der Matrix 2π(MT )−1, d.h.

2π(MT )−1 =: (b1 · · · bn).(4.2)

Bemerkung 4.2.2. Die lineare Unabhängigkeit der reziproken Gittervektoren wird
von den Gittervektoren in M geerbt, da Inversion und Transponierung den Rang ei-
ner Matrix nicht ändern. Außerdem findet man leicht die folgende Relation zwischen
Gittervektoren und reziproken Gittervektoren:

bi · aj =
n∑
k=1

2π(MT )−1
ki Mkj = 2π

n∑
k=1

M−1
ik Mkj = 2πδij .(4.3)

Beispiel 4.2.3. Wir betrachten das Gitter aus Bsp. 4.1.3 mit Gittervektoren a1, a2 ∈
R2. Die daraus resultierenden reziproken Gittervektoren b1, b2 sind in Abb. 5 gezeigt.

Abbildung 5. Reziproke Gittervektoren b1, b2 ∈ R2 zum Kristall auf-
gespannt von Gittervektoren a1, a2 aus Bsp. 4.1.3.(Quel-
le: [?Zantout2019])

Eine spezielle Wahl der Einheitszelle des reziproken Gitters wird in den folgenden
Kapiteln eine besondere Rollen spielen.

Definition 4.2.4 (Erste Brillouin-Zone). Sei Gb1,...,bn das durch reziproke Gitter-
vektoren b1, . . . , bn, n ∈ N, erzeugte Gitter. Dann definieren wir die erste Brillouin-Zone
als die Menge der Punkte B ⊂ Rn, die zu 0 ∈ Rn näher sind als zu allen anderen Git-
terpunkten.

Bei der ersten Brillouin-Zone handelt es sich also insbesondere um eine Einheitszelle
des reziproken Gitters.
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Kapitel 4. Periodizität

Bemerkung 4.2.5. Die erste Brillouin-Zone kann man anschaulich mittels der
Wigner-Seitz Konstruktion (siehe z.B. Ref. [17]) aus den reziproken Gittervektoren
erhalten.
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KAPITEL 5

Eindimensionale periodische Schrödingeroperatoren

Dieser Abschnitt basiert auf Ref. [23] XIII.16 und Ref. [22].
Nachdem die Theorie der direkten Integralzerlegung und Kato-Störungstheorie in Kapi-
tel 3 eingeführt wurde, kann man sich nun dem Spektrum periodischer Schrödingeroperatoren
zuwenden. Zunächst wird die Theorie separat für den Fall n = 1 dargestellt, da in die-
sem Fall die Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen anwendbar ist.
Der betrachtete Kristall-Gittervektor sei a. Damit ist der reziproke Gittervektor b =
2π/a und die erste Brillouin-Zone ist somit B = (−π/a, π/a].

5.1. Die unitäre Transformation Up

Kehrt man nun also zum Hamilton-Operator A (Gl. (3.9)) zurück und schränkt
sich zunächst auf ein Potential V (x) ∈ C1

0 (R) mit Periode a ein, so lässt sich V in ei-

ner gleichmäßig konvergenten Fourier-Reihe mit Koeffizienten {V̂n}n∈Z ⊂ C entwickeln
(siehe z.B. [5] Satz IV.2.9), d.h.

V (x) =
∑
n∈Z

V̂ne
i2πnx/a, x ∈ R(5.1)

V̂n =
1

a

∫ a/2

−a/2
V (x)e−i2πnx/adx, n ∈ Z.(5.2)

Da der Hamilton-Operator A : H2(R) → L2(R) auf L2(R) abbildet, kann man für
ψ ∈ H2(R) den Ausdruck Aψ Fourier-transformieren und erhält

(5.3) F [Aψ](k) =
~2k2

2m
ψ̂(k) + F [V ψ](k)

für k ∈ R, wobei der zweite Term zu

F [V ψ](k) = lim
R→∞

1√
2π

∫ R

−R
e−ikxψ(x)V (x)dx(5.4)

= lim
R→∞

1√
2π

∫ R

−R
e−ikxψ(x) lim

N→∞

N∑
n=−N

V̂ne
i2πnx/a

︸ ︷︷ ︸
:=fN (x)

dx(5.5)

weiter vereinfacht werden kann. Nun darf man nämlich Grenzwert und Integral nach
dem Satz von Lebesgue vertauschen, da für festes ε > 0 ein N ∈ N existiert, sodass ‖fn−
V ‖∞ < ε für alle n ≥ N (gleichmäßige Konvergenz) und dies erlaubt die Konstruktion
einer Majorante g gegeben durch

(5.6) g(x) :=
N∑

n=−N
|V̂nψ(x)|+ (‖V ‖∞ + ε)|ψ(x)|, x ∈ R.

Man beachte, dass in Gleichung (5.5) über ein Intervall endlichen Maßes integriert
wird, d.h. in diesem Fall ist L2 ⊂ L1 (siehe z.B. [31] Beispiel 8.4.9(2)), was die Wahl
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Kapitel 5. Der Fall n = 1

der Majorante rechtfertigt.
Damit folgt, dass für k ∈ R und ψ ∈ H2(R)

F [V ψ](k) = lim
R→∞

lim
N→∞

1√
2π

∫ R

−R
ψ(x)e−ikx

N∑
n=−N

V̂ne
i2πnx/adx(5.7)

=
∞∑

n=−∞
V̂nψ̂(k − 2πn/a)(5.8)

gilt, wobei in der letzten Gleichheit das Moore-Osgood-Theorem angewandt wurde und
die Voraussetzungen dazu aufgrund von der punktweisen Konvergenz desR-Grenzwertes
und der gleichmäßigen Konvergenz des N -Grenzwertes gegeben waren. Insgesamt ergibt
sich

(5.9) F [Aψ](k) =
~2k2

2m
ψ̂(k) +

∞∑
n=−∞

V̂nψ̂(k − 2πn/a).

Aufgrund der Eigenschaften der Fouriertransformation ist es mglich den Hamilton-
Operator auf der ersten Brillouin-Zone B zu zerlegen. Dies wird durch die im folgenden
beschriebene Transformation Up möglich, wobei der Index p verdeutlichen soll, dass die
Zerlegung über dem reziproken Raum geschieht. Formal gesprochen ist L2(R) unitär

äquivalent zu H =
∫ ⊕
B H

′dx mit H′ = l2(Z).

Definition+Satz 5.1.1 (Die Transformation Up (1D)). Die Abbildung Up : L2(R)→∫ ⊕
B l2(Z)dx gegeben durch [UpΨ](k)j := Ψ̂(k+2πj/a) für alle Ψ ∈ L2(R, dx), k ∈ B, j ∈
Z ist ein isometrischer Isomorphismus mit inverser Abbildung

U−1
p :

∫ ⊕
B
l2(Z)dx→ L2(R)

Ψ 7→ F−1

∑
j∈Z

1B(· − 2πj/a)Ψ(· − 2πj/a)j

 .(5.10)

Beweis. Für ein Ψ ∈ L2(R, dx) gilt

‖Ψ‖22 = ‖Ψ̂‖22 =

∫
R
|Ψ̂(x)|2dx =

∑
j∈Z

∫ π/a

−π/a
|Ψ̂(x+ 2πj/a)|2dx.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz kann man Integral und Summe vertau-
schen und erhält

‖Ψ‖22 = ‖UpΨ‖2H.
Damit ist Up als lineare Isometrie insbesondere injektiv.
Damit U−1

p wohldefiniert sein, kann muss bereits der Term in eckigen Klammern in

Gl. (5.10) ein Element von L2(R) sein. Messbarkeit ist klar und für Ψ ∈ H gilt wieder
aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz, dass∥∥∥∥∥∥

∑
j∈Z

1B(· − 2πj/a)Ψ(· − 2πj/a)j

∥∥∥∥∥∥
2

2

=

∫ ∞
−∞

∑
j∈Z

1B(x− 2πj/a)|Ψ(x− 2πj/a)j |2dx

=
∑
j∈Z

∫ ∞
−∞

1B(x)|Ψ(x)j |2dx

=
∑
j∈Z

∫ π/a

−π/a
|Ψ(x)j |2dx = ‖Ψ‖2H.
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5.1. Die unitäre Transformation Up

Einsetzen und ausrechnen zeigt zudem UpU
−1
p = U−1

p Up = id, was die Notation als
Inverse rechtfertigt. �

Bemerkung 5.1.2. Bildlich gesprochen bildet Up den für L2(R) zugrundeliegenden
Realraum R, in dem sich die Elektronen bewegen, per Fouriertransformation auf den
reziproken Raum R ab, wo die gesamte Information aufgrund der Periodizität in einem
Punktgitter und einer besonderen Einheitszelle des reziproken Gitters, nämlich der
ersten Brillouin-Zone B, gespeichert ist (siehe Abb. 6).

Realraum Reziproker Raum

......
a

Up

......
2π/a

B

Abbildung 6. Anschaulich kann man sich Up (siehe Def. 5.1.1) als
Abbildung vorstellen, die den Realraum R in den reziproken Raum
R überführt und die periodische Struktur ausnutzt, um diesen in ein
Punktgitter (grüne Punkte) und die Einheitszelle B zu zerlegen.

Nachdem man nun eine Zerlegung des Hilbertraumes L2(R) gefunden hat, muss
man überprüfen, ob der Hamilton-Operator durch die Transformation Up auf der ersten
Brillouin-Zone B auch zerlegbar ist. Wir starten hierbei mit der kinetischen Energie.

Sei Ψ ∈ UpH2(R), dann gilt für k ∈ B und j ∈ Z[
Up

(
− ~

2

2m

d2

dx2

)
U−1
p Ψ

]
(k)j(5.11)

=F|2πj/a+k

(
− ~

2

2m

d2

dx2

)
F−1

∑
j′∈Z

1B(· − 2πj′/a)Ψ(· − 2πj′/a)j′

(5.12)

=
~2

2m
(2πj/a+ k)2

∑
j′∈Z

1B(k + 2π(j − j′)/a)︸ ︷︷ ︸
=δj,j′

Ψ(k + 2π(j − j′)/a)j′(5.13)

=
~2

2m
(2πj/a+ k)2︸ ︷︷ ︸

=:T (k)j

Ψ(k)j ,(5.14)

wobei wir das Feld

T (·) : B → Abb(l2(Z))(5.15)

k 7→ (T (k)·)j :=
~2

2m
(k + 2πj/a)2(·)j(5.16)

mit D(T (k)) = [UpH
2(R)](k), k ∈ B und j ∈ Z definiert haben. Nun ist T (·) offensicht-

lich ein Feld symmetrischer Multiplikationsoperatoren. Für ein y ∈ l2(Z) und k ∈ B ist
mit

(5.17) (xl(k))l∈Z :=

(
2myl

~2(k + 2πl/a)2 + i

)
l∈Z
∈ D(T (k))
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Kapitel 5. Der Fall n = 1

ein Urbild von y unter T (k) + i gegeben, d.h. im(T (k) + i) = l2(Z) und somit ist T (·)
ein Feld selbstadjungierter Operatoren.
Sei (ei)j∈Z := (δi,j)j∈Z für i ∈ Z die Wahl der Basis von l2(Z) in diesem Fall. Dann ist

(5.18) k 7→ 〈(T (k) + i)−1en, em〉 =
2m

~2(k + 2πn/a)2 + i
δn,m

für alle n,m ∈ Z offensichtlich messbar und es gilt T =
∫ ⊕
B T (k)dk.

Wir fahren nun mit dem potentielle Energie-Operator fort. Sei Ψ ∈ UpH2(R), dann
gilt für k ∈ B und j ∈ Z unter Verwendung von Gl. (5.9)[

UpV (x)U−1
p Ψ

]
(k)j

=F|2πj/a+kV (x)F−1

∑
j′∈Z

1B(· − 2πj′/a)Ψ(· − 2πj′/a)j′

(5.19)

=
∑
n∈Z

V̂n
∑
j′∈Z

1B(k + 2π(j − n− j′)/a)︸ ︷︷ ︸
=δj−n,j′

Ψ(k + 2π(j − n− j′)/a)j′(5.20)

=
∑
n∈Z

V̂nΨ(k)j−n︸ ︷︷ ︸
=:[V (k)Ψ(k)]j

,(5.21)

wobei wir

V (·) : B → Abb(l2(Z))(5.22)

k 7→ (V (k)·)j :=
∑
n∈Z

V̂n(·)j−n(5.23)

mit Domäne D(V (k)) = [UpD(V (x))](k), k ∈ B und j ∈ Z. Nun ist V (·) als konstantes
Feld insbesondere messbar und da V beschränkt ist und U unitär ist, folgt ‖V (·)‖∞ <

∞. Zusammengenommen liefert dies V =
∫ ⊕
B V (k)dk.

Da V als beschränkte Funktion eine Kato-Störung ist, gilt nach Theorem 3.3.19(vi)
der folgende Satz.

Theorem 5.1.3. Sei H′ = l2(Z), H =
∫ ⊕
B H

′dx, A = H0 + V auf L2(R, dx) mit

V ∈ C1
0 (R) periodisch mit Periode a. Nach Identifikation von L2(R, dx) mit H durch

die Transformation Up gilt für die Fasern A(·) von A:

(5.24) (A(k)ψ)j =
~2

2m
(k + 2πj/a)2ψj +

∞∑
n=−∞

V̂nψj−n

für ψ ∈ D(T (k)) = [UpH
2(R)](k), k ∈ B, j ∈ Z, d.h. es gilt

(5.25) UpAU
−1
p =

∫ ⊕
B
A(k)dk.

5.2. Die Floquet-Transformation

Die im letzten Theorem beschriebene Zerlegung geschieht über der ersten Brillouin-
Zone B und erzeugt Fasern in l2(Z), die die Information des Punktgitters tragen, aber
Abb. 6 suggeriert bereits, dass die Information des Punktgitters auch in der Einheitszel-
le Ω = [0, a) enthalten sein sollte. Dies führt zur sogenannten Floquet-Transformation.

Definition+Satz 5.2.1 (Floquet-Transformation U (1D)). Sei H =
∫ ⊕
B H

′dk mit

H′ = L2(Ω, dx). Dann ist die Abbildung

U : L2(R, dx)→ H
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5.2. Die Floquet-Transformation

Ψ 7→ [UΨ]k(x) :=
∑
n∈Z

eikan√
|B|

Ψ(x− an) x ∈ Ω, k ∈ B(5.26)

mit inverser Abbildung

U−1 : H → L2(R, dx)

Ψ 7→ [U−1Ψ](x− an) :=

∫
B

e−ikan√
|B|

Ψk(x)dk x ∈ Ω, n ∈ Z(5.27)

unitär. Man bezeichnet U als Floquet-Transformation.

Beweis. Sei Ψ ∈ L2(R, dx), dann gilt∫
R
|Ψ(x)|2dx =

∑
n∈Z

∫
Ω
|Ψ(x− an)|2dx(5.28)

=
∑
n∈Z

∫
R
|Ψ(x− an)|21Ω(x)dx(5.29)

= lim
m→∞

∫
R

m∑
n=−m

|Ψ(x− an)|21Ω(x)dx(5.30)

=

∫
Ω

∑
n∈Z
|Ψ(x− an)|2dx,(5.31)

wobei in der letzten Gleichheit der Satz von der monotonen Konvergenz verwendet
wurde. Es folgt

(5.32)
∑
n∈Z
|Ψ(x− an)|2 <∞

für fast alle x ∈ Ω. Damit konvergiert nach Ref. [3] Korollar 17.2 [UΨ]k(x) als Fou-
rierreihe mit Variable ak für fast alle x ∈ Ω. Dann gilt nach der Parseval-Identität
gilt

(5.33)

∫
B
|[UΨ]k(x)|2dk =

∑
n∈Z
|Ψ(x− an)|2

für fast alle x ∈ Ω. Nach Gl. (5.31) ist die rechte Seite als Funktion von x in L2(Ω) –
also ist U wohldefiniert – und demnach gilt

‖UΨ‖2 =

∫
B

∫
Ω
|[UΨ]k(x)|2dxdk(5.34)

=

∫
Ω

∑
n∈Z
|Ψ(x− an)|2dx(5.35)

= ‖Ψ‖2,(5.36)

wobei wir den Satz von Fubini verwendet haben. Als lineare Isometrie ist U insbesondere
injektiv und es bleibt die Surjektivität zu zeigen.
Sei dazu Φ ∈ H. Dann kann man für festes x ∈ Ω die Folge ((U−1Φ)(x − an))n∈Z
nach Gl. (5.27) als Fourier-Koeffizienten zur Fourierreihe der Funktion Φ·(x) mit der
Variablen ak, k ∈ B, auffassen. Dann gilt wieder nach der Parseval-Identität

(5.37)
∑
n∈Z
|[U−1Φ](x− an)|2 =

∫
B
|Φk(x)|2dk

und nach Integration über die Einheitszelle Ω folgt

∞
Φ∈H
>

∫
Ω

∫
B
|Φk(x)|2dkdx =

∫
Ω

∑
n∈Z
|[U−1Φ](x− an)|2(5.38)
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B

∫
Ω
|Φk(x)|2dxdk =

∑
n∈Z

∫
Ω
|[U−1Φ](x− an)|2(5.39)

‖Φ‖2 = ‖U−1Φ‖2,(5.40)

wobei wir die Integrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini und Summe und Inte-
gral nach dem Satz von der monotonen Konvergenz vertauscht haben. Demnach ist U−1

wohldefiniert und ebenfalls Isometrie. Dass es sich tatsächlich um die Inverse handelt,
sieht man aus

U−1[UΨ](x− an) =

∫
B

e−ikan√
|B|

[UΨ]k(x)dk(5.41)

=
1

|B|

∫
B

∑
m∈Z

Ψ(x− am)e−iak(n−m)dk(5.42)

=
∑
m∈Z

Ψ(x− am)
1

|B|

∫
B
e−iak(n−m)dk︸ ︷︷ ︸
=δn,m

(5.43)

= Ψ(x− an)(5.44)

für Ψ ∈ L2(R), x ∈ Ω und n ∈ Z. Analog rechnet man UU−1 = id aus. Dies rechtfertigt
a posteriori die Bezeichnung U−1. �

Um die direkte Integralzerlegung mittels der Floquet-Transformation zu bestim-
men, definieren wir zunächst das Feld

(5.45) H0(·) : B → Abb(L2(Ω))

durch

(5.46) D(H0(k)) := {ψ ∈ H2(Ω◦) | ψ ∈ C1(Ω), ψ(j)(a) = eiakψ(j)(0), j = 0, 1}
und

(5.47) H0(k)ψ(x) = − ~
2

2m

d2

dx2
ψ(x)

für alle k ∈ B, ψ ∈ D(H0(k)) und x ∈ Ω. Zur Wohldefiniertheit muss noch angemerkt
werden, dass für ein ψ ∈ H2(Ω◦) ↪→ C1(Ω◦) (Theorem 1.4.9) nach dem Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung und Lemma 1.4.4 ein Repräsentant mit

(5.48) ψ(i)(x)− ψ(i)(y) =

∫ x

y
ψ(i+1)(t)dt

für alle x, y ∈ Ω◦ und i = 0, 1 existiert. Wegen µ(Ω◦) <∞ ist ψ(i+1) ∈ L2(Ω◦) ⊂ L1(Ω◦)
und man kann mittels der Hölder-Ungleichung

(5.49) |ψ(i)(x)− ψ(i)(y)| ≤ |x− y|1/2‖ψ(i+1)‖2
für alle x, y ∈ Ω◦ und i = 0, 1 abschätzen. Damit sind ψ(i) gleichmäßig stetig und man
findet stetige Erweiterungen ψ(i) : Ω → C für i = 0, 1. Da die beiden Erweiterungen
stetig sind und aufgrund von Gl. (5.48) findet man einen Repräsentanten ψ ∈ C1(Ω).
Zudem ist D(H0(k)) ⊂ L2([0, 2π]) dicht für k ∈ B und der kinetische Energie-Operator
kann auf dieser Domäne angewandt werden.
Wir zeigen nun, dass es sich um ein Feld selbstadjungierter Operatoren handelt.
Dafür geben wir zunächst den Funktionen mit der Eigenschaft (5.48) einen Namen
(siehe z.B. Ref. [15] Abschnitt 2.7).

Definition 5.2.2 (absolutstetige Funktion). Für −∞ < a < b < ∞ heißt eine
Funktion f : [a, b]→ C absolutstetig, falls ein f ∈ C(a, b) und ein g ∈ L1(a, b) existiert,
sodass f(x)− f(y) =

∫ x
y g(t)dt für alle x, y ∈ [a, b] gilt.
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Folglich ist f ′ = g fast überall (siehe Lemma 1.4.4).
Nach dem Fundamentalsatz der Lebesgue-Integration (siehe z.B. Ref. [5] Definition
A.1.9 und Satz A.1.10) ist diese Definition äquivalent dazu, dass für alle ε > 0 ein δ > 0
existiert, sodass für alle a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ an < bn ≤ b, n ∈ N beliebig
gilt, dass

(5.50)
n∑
i=1

(bi − ai) < δ ⇒
n∑
i=1

(f(bi)− f(ai)) < ε.

Damit sind also die Repräsentanten ψ(i) aus Gl. (5.48) absolutstetige Funktionen und
in Lemma 1.4.4 haben wir bereits gezeigt, dass diese fast überall differenzierbar sind
mit Ableitung ψ(i+1), i = 0, 1.
Ein wichtiges Lemma zeigt uns, dass für absolutstetige Funktionen partielle Integration
anwendbar ist.

Lemma 5.2.3. Seien f, g : [a, b]→ C absolutstetige Funktionen, dann gilt∫ b

a
f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx.

Beweis. Da f, g absolutstetig sind, folgt insbesondere, dass sie beschränkt sind
und damit ist für eine Wahl von Punkten (ai, bi)1≤i≤n ⊂ [a, b] wie in Def. 5.2.2 nach
der Dreiecksungleichung

n∑
i=1

|f(bi)g(bi)− f(ai)g(ai)|

≤
n∑
i=1

|f(bi)g(bi)− f(ai)g(bi)|+
n∑
i=1

|f(ai)g(bi)− f(ai)g(ai)|(5.51)

≤‖g‖∞
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)|+ ‖f‖∞
n∑
i=1

|g(bi)− g(ai)|.(5.52)

Also ist fg ebenfalls absolutstetig. Dabei bleibt die Produktregel der Differentiation
aufgrund der Integraldarstellung erhalten, d.h. (fg)′ = f ′g+ g′f fast überall. Die Inte-
gration über [a, b] führt dann auf die gesuchte Formel. �

Sei nun k ∈ B fest und ψ, φ ∈ D(H0(k)), dann ist

−2m

~2
〈ψ,H0(k)φ〉 = [ψ(x)φ′(x)]a0︸ ︷︷ ︸

=0

−〈ψ′, φ′〉(5.53)

= −[ψ′(x)φ(x)]a0︸ ︷︷ ︸
=0

+〈ψ′′, φ〉 = −2m

~2
〈H0(k)ψ, φ〉,(5.54)

wobei wir die Randbedingungen aus D(H0(k)) und partielle Integration verwendet ha-
ben. Damit ist H0(k) symmetrisch und für die Selbstadjungiertheit orientieren wir uns
am Beweis von Lemma 20.3 aus Ref. [3], wo mit ähnlichen Schritten die Selbstadjun-
giertheit des Impulsoperators gezeigt wird.
Sei ψ ∈ D(H0(k)∗), d.h. H0(k)∗ψ ∈ L2(Ω) ⊂ L1(Ω). Somit ist die durch φ1(x) :=∫ x

0 H0(k)∗ψ(t)dt, x ∈ Ω, definierte Funktion absolutstetig mit φ′1 = H0(k)∗ψ fast

überall. Weiterhin sei φ0 definiert durch φ0(x) :=
∫ x

0 φ1(t)dt, x ∈ Ω. Damit ist φ0 ∈
C1(Ω) mit φ′′0 = φ′1 = H0(k)∗ψ fast überall.
Für ein beliebiges φ ∈ D(H0(k)) gilt unter Verwendung der Produktregel und Randbe-
dingungen

〈ψ,H0(k)φ〉 = 〈H0(k)∗ψ, φ〉 =

∫
Ω
φ′′0(x)φ(x)dx(5.55)
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= [φ′0(x)φ(x)]a0 −
∫

Ω
φ′0(x)φ′(x)dx(5.56)

= [φ′0(a)e−ika − φ′0(0)]φ(0) + [φ0(x)φ′(x)]a0 +

∫
Ω
φ0(x)φ′′(x)dx(5.57)

oder nach einer kleinen Umsortierung ist

(5.58) 〈ψ − 2m

~2
φ0, H0(k)φ〉 = [φ′0(a)e−ika − φ′0(0)]φ(0) + [φ0(a)e−ika − φ0(0)]φ′(0).

Da C2
c (Ω) ⊂ im(H0(k)) dicht in L2(Ω) liegt, folgt ~2

2mψ = φ0 fast überall und somit auch
~2
2mψ

′ = φ′0, ~2
2mψ

′′ = H0(k)∗ψ fast überall. Damit finden wir für ψ einen Repräsentanten

in C1(Ω). Die rechte Seite von Gl. (5.58) muss dann entsprechend für beliebige φ ∈
D(H0(k)) verschwinden, d.h.

(5.59) 0 = [φ′0(a)e−ika − φ′0(0)] = [φ0(a)e−ika − φ0(0)].

Dies erzwingt nun die Randbedingung aus D(H0(k)) auf den C1(Ω)-Repräsentanten
von ψ und es folgt: ψ ∈ D(H0(k)) und H0(k)∗ψ = H0(k)ψ ∀ψ ∈ D(H0(k)∗). Folglich
ist H0(·) ein Feld selbstadjungierter Operatoren. Da diese bis auf eine Randbedingung
auf einer Nullmenge (0 und a) unabhängig von B sind, ist das Feld auch messbar.

Damit kann man schließlich den Operator
∫ ⊕
B H0(k)dk =: AU definieren.

Im nächsten Schritt soll gezeigt werden, dass AU = UAU−1 ist, d.h. zunächst
U−1D(AU ) ⊂ D(A) und UD(A) ⊂ D(AU ).

Zu UD(A) ⊂ D(AU ): Sei Ψ ∈ D(A) = H2(R), α ∈ {0, 1, 2}, und (Ψn)n∈N ⊂ C∞(R) ∩
H2(R) eine approximierende Folge nach dem Satz von Meyers und Serrin 1.4.10. Dann
ist für ein beliebiges φ ∈ C∞c (Ω) aufgrund der Stetigkeit von U und der Tatsache, dass
(Ψn)n∈N eine H2-Cauchyfolge insbesondere (DαΨn)n∈N eine L2-Cauchyfolge impliziert,

〈[UΨ]k, D
αφ〉L2(Ω) = 〈[U lim

m→∞
Ψm]k, D

αφ〉L2(Ω)(5.60)

= lim
m→∞

〈[UΨm]k, D
αφ〉L2(Ω)(5.61)

= lim
m→∞

∫
Ω

∑
n∈Z

eikna√
|B|

Ψm(x− na)Dαφ(x)dx(5.62)

= (−1)|α| lim
m→∞

∫
Ω

∑
n∈Z

eikna√
|B|

DαΨm(x− na)φ(x)dx(5.63)

= (−1)|α|〈[U lim
m→∞

DαΨm]k, φ〉L2(Ω)(5.64)

= (−1)|α|〈[UDαΨ]k, φ〉L2(Ω)(5.65)

für fast alle k ∈ B, wobei die vierte Gleichheit aus partieller Integration folgt und
die Vertauschung von Summation und Ableitung erlaubt ist, da die Koeffizienten der
Fourierreihe

(5.66)
∑
n∈Z

eikna√
|B|

DαΨm(x− na)

wegen DαΨm ∈ C∞(R) ∩ L2(R) ab einem N ∈ N betragsmäßig durch C/ns, s >
1/2, C ∈ R, |n| > N, abgeschätzt werden können und die Reihe somit gleichmäßig
konvergiert (siehe z.B. Ref. [34] Prop. 1.3).
Demnach ist [UΨ]k ∈ H2(Ω◦) für fast alle k ∈ B mit schwacher Ableitung [UDαΨ]k ∈
L2(Ω), weshalb auch ‖H0(·)[UΨ](·)‖ <∞ folgt.
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Nun ist zudem

[UΨ]k(a) =
∑
n∈Z

eikna√
|B|

Ψm(a− na)(5.67)

=
∑
n∈Z

eik(n−1)aeika√
|B|

Ψm(0− (n− 1)a) = eika[UΨ]k(0)(5.68)

und analog findet man zudem [UΨ′]k(a) = eika[UΨ′]k(0). Damit ist aber bereits UΨ ∈
D(AU ).

Zu U−1D(AU ) ⊂ D(A): Sei Ψ ∈ D(AU ), d.h. Ψ ∈
∫ ⊕
B L2(Ω)dx, Ψk ∈ D(H0(k)) f.ü.

und ‖H0(·)Ψ(·)‖ <∞. Es gilt

[U−1Ψ](x− an) =

∫
B

e−ikan√
|B|

Ψk(x)dk(5.69)

für alle x ∈ Ω und n ∈ Z. Nach dem Satz von Lebesgue ist außerdem

(5.70) Dα[U−1Ψ] = U−1

[
2m

~2
H0(·)Ψ(·)

]
∈ L2(R)

für α ∈ {0, 1, 2} und somit U−1Ψ ∈ D(A).

Schließlich wird durch Gleichung (5.70) deutlich, dass

(5.71) UAU−1 = AU =

∫ ⊕
B
H0(k)dk.

Im nächsten Schritt führen wir nun auch den periodischen potentiellen Energie-
Operator V (x), V : R → R messbar und beschränkt, wieder ein. Dieser ist damit ein
stetiger Operator und wir definieren das konstante messbare Feld stetiger Operatoren

V (·) : B → L(L2(Ω))

k 7→ V (k) := V (x).(5.72)

Wir zeigen nun, dass

(5.73) UV U−1 =

∫ ⊕
B
V (k)dk.

Sei dazu Ψ ∈ L2(R), k ∈ B und x ∈ Ω. Es gilt

[UVΨ]k(x) =
∑
n∈Z

eikna√
|B|

[VΨ](x− na)(5.74)

=
∑
n∈Z

eikna√
|B|

V (x− na)Ψ(x− na)(5.75)

= V (x)
∑
n∈Z

eikna√
|B|

Ψ(x− na)(5.76)

= V (x)[UΨ]k(x) = V (k)[UΨ]k(x).(5.77)

Damit ist bereits UV U−1 =
∫ ⊕
B V (k)dk. Aufgrund der Stetigkeit und Symmetrie von

V (x) ist V (k) eine Kato-Störung von H0(k) für fast alle k ∈ B nach Satz 3.3.19(vi),
sodass die beiden Teilergebnisse zum kinetischen und potentielle Energie-Operator den
folgenden Satz beweisen.
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Theorem 5.2.4. Sei V : R → R eine wesentlich beschränkte messbare Funktion
mit Periode a. Dann überführt die Floquet-Transformation U den Hamilton-Operator
A = H0 + V (x) nach

(5.78) UAU−1 =

∫ ⊕
B
H0(k) + V (k)dk.

5.3. Die Bandstruktur des Spektrums

Nun haben wir alles nötige Werkzeug zusammen, um die Struktur des Spektrums ge-
nau zu bestimmen. Wir beginnen hierbei mit dem Operator H0 und definieren zunächst
den Begriff der Operatorhalbgruppe wie er in Ref. [5] Defn. VII.4.1 zu finden ist.

Definition 5.3.1 (Operatorhalbgruppe). Eine Menge von linearen beschränkten
Operatoren (Tt)t∈R+

0
∈ L(H) heißt Operatorhalbgruppe, falls

(i) T0 = id,
(ii) Ts+t = TsTt für alle t, s ∈ R+

0 und
(iii) lim

t→0
Ttψ = ψ für alle ψ ∈ H

gilt.

Bevor wir uns der Bestimmung des Spektrums des Schrödingeroperators A = H0+V
zuwenden können, benötigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 5.3.2. (i) Für alle k ∈ B hat H0(k) eine kompakte Resolvente und
(−∞, 0) ⊂ ρ(H0(k)).

(ii) Die Menge der Operatoren exp(−tH0(0)), t ∈ R+
0 , ist eine Positivität verbes-

sernde Operatorhalbgruppe.
(iii) k 7→ [H0(k) + c]−1, c ∈ R+ ist eine analytische Familie in einer Umgebung

von B.

Beweis. (i) Zunächst betrachten wir die Resolvente K := (H0 + c2)−1 für
c ∈ R+ fest, wobei nach Beispiel 3.1.3 K ein stetiger wohldefinierter Operator
auf ganz L2(R) ist.
Sei f : R → R definiert durch x 7→ 1

x2+c2
. Damit ist f ∈ L∞(R) ∩ L2(R) und

folglich gilt nach Ref. [4] Thm. IX.29, dass

(5.79) [F−1fF ]ψ =
1√
2π

[F−1f ] ? ψ

für alle ψ ∈ L2(R). Nun ist analog zu Gl. (1.4)

[F−1f ] = lim
R→∞

fr,(5.80)

fr(x) : =
1√
2π

∫ R

−R

eixy

y2 + c2
dy,(5.81)

wobei der Grenzwert im L2(R)-Sinne gemeint ist. Der Grenzwert des Integrals
aus Gl. (5.81) lässt sich für x 6= 0 mittels Residuensatz und der Konturen in
Abb. 7 und im Falle x = 0 durch eine Tangens-Substitution berechnen und
ergibt

(5.82) [F−1f ](x) =
1√
2πc

πe−|x|c.

Wertet man nun f im Sinne des Spektralsatzes im mit 1√
2m

skalierten Impuls-

Operator p aus, so erhält man nach Gl. (5.79) den Ausdruck

Kψ(x) =

√
m√

2~c

∫
R
e−
√
2m
~ |x−y|cψ(y)dy(5.83)
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Abbildung 7. Pfade zur Berechnung des Integrals in Gleichung (5.81)
mittels des Residuensatzes. (a) kann hierbei im Falle von y > 0 und
(b) im Falle y < 0 verwendet werden. Die Polstellen ±ic sind ebenfalls
innerhalb der Konturen CR markiert.

für alle ψ ∈ L2(R) und x ∈ R, sodass K ein Integraloperator ist.
Man stellt nun für Ψ ∈ D(H0(k)), k ∈ B, fest, dass aus

(H0(k) + c2)Ψ = 0 |〈·,Ψ〉,(5.84)

− ~
2

2m
〈Ψ′′,Ψ〉 = −c2‖Ψ‖2(5.85)

0 ≤ ~2

2m
‖Ψ′‖2 = −c2‖Ψ‖2 ≤ 0,(5.86)

Ψ = 0 folgt, wobei im letzten Schritt der Äquivalenzumformungen Lem-
ma 5.2.3 und die Randbedingungen aus D(H0(k)) verwendet wurden. Dem-
nach ist (H0(k) + c2) invertierbar und wir können K(k) := (H0(k) + c2)−1 für
alle k ∈ B definieren.
Sei ψ ∈ C∞c (Ω) bzw. ψ ∈ C∞c (R) durch triviale Fortsetzung, dann erfüllen Kψ
und K(k)ψ beide die Differentialgleichung

(5.87) (H0(k) + c2)u = − ~
2

2m
u′′ + c2u = ψ

auf Ω. Somit erfüllt deren Differenz Kψ −K(k)ψ die Differentialgleichung

(5.88) − ~2

2m
v′′ + c2v = 0

auf Ω, sodass

(5.89) [K(k)ψ](x) = [Kψ](x) + ck1e
√
2mc
~ x + ck2e

−
√
2mc
~ x

für x ∈ Ω, ck1, ck2 ∈ C und damit K(k)ψ ∈ D(H0(k)) gelten kann, müssen
die Randbedingungen [K(k)ψ](a) = eikaψ(0), [K(k)ψ]′(a) = eikaψ′(0) erfüllt
sein. Zusammen mit den Gleichungen (5.83) und (5.89) liefern die Randbe-

dingungen nach Koeffizientenvergleich von exp
√

2mc
~ x und exp−

√
2mc
~ x die

Integraloperatorform

[K(k)ψ](x) =

∫
Ω
Gk(x, y)ψ(y)dy,(5.90)
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Gk(x, y) :=

√
m√

2~c
e−
√
2mc
~ |x−y| + α(k)e

√
2mc
~ (x−y) + β(k)e−

√
2mc
~ (x−y),(5.91)

α(k) :=

√
m√

2~c

(
e

(√
2mc
~ −ik

)
a − 1

)−1

,(5.92)

β(k) :=

√
m√

2~c

(
e

(√
2mc
~ +ik

)
a − 1

)−1

.(5.93)

Aus der Stetigkeit von Gk folgt damit, dass K(k) : L2(Ω) → D(H0(k)) eben-
falls ein Integraloperator ist und wegen ‖Gk‖L2(Ω×Ω) <∞ handelt es sich um

einen Hilbert-Schmidt-Operator (siehe z.B. Ref. [35] Thm. VI.23) und dieser
ist somit kompakt (siehe z.B. Ref. [6] Lemma 5.5.4). Damit haben wir nicht
nur gezeigt, dass H0(k) eine kompakte Resolvente besitzt, sondern auch, dass
(−∞, 0) ⊂ ρ(H0(k)).

(ii) Aus Gleichungen (5.90)-(5.93) liest man sofort ab, dass G0 strikt positiv ist
und somit ist K(0) Positivität verbessernd. Wegen (−∞, 0) ⊂ ρ(H0(0)) ist die
Menge

(5.94) (e−tH0(0))t∈R+
0
⊂ L(L2(Ω))

und wegen der grundlegenden Eigenschaften des messbaren Funktionalkalküls
(Theorem A.0.3) und des Spektralsatzes (Theorem A.0.7) auch eine Operator-
halbgruppe. Außerdem kann man analog wie in Gl. (3.98) argumentieren, um
die starke Operatorkonvergenz

(5.95) e−tH0(0)ψ = lim
n→∞

(
1 +

tH0(0)

n

)−n
ψ

für alle ψ ∈ L2(Ω) zu begründen, weshalb dann auch (e−tH0(0))t∈R+
0

Positivität

verbessernd ist.
(iii) Die Behauptung folgt direkt aus Gl. (5.90), da diese Gleichung die Konstruk-

tion von Hilbert-Schmidt-Operatoren in einer Umgebung von B (|=k| <
√

2m
~

ist die Bedingung) erlaubt und diese offensichtlich analytisch in k sind.
�

Aus der Existenz einer kompakten Resolvente von H0(k), k ∈ B, folgern wir mit
Theorem 3.1.9, dass alle H0(k) diskretes Spektrum besitzen. Dieses lässt sich mit ein-
fachen Methoden zur Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen bestimmen, denn

H0(k)u = − ~2
2mu

′′ = λu hat Lösungen der Form

(5.96) u(x) := c1 exp(i
√

2mλx/~) + c2 exp(−i
√

2mλx/~)

mit c1, c2 ∈ C und x ∈ Ω. Die Randbedingungen von D(H0(k)) führen zu einer Quan-
tisierung der möglichen Energieeigenwert λ, denn sie liefern die Gleichung

(5.97) 1 = exp(ika+ i
√

2mλa/~),

was durch

(5.98) εn(k) :=
~2(2πn− ka)2

2ma2
, n ∈ Z

gelöst wird. Dies führt dann zur allgemeinen Lösung

(5.99) un,k(x) = c1 exp(i(2πn+ ka)x/a) + c2 exp(−i(2πn− ka)x/a).

Die Energieeigenwerte bilden als (reell-analytische) Funktionen von k sogenannte Ener-
giebänder aus (siehe Abb. 8), die in der theoretischen Physik zur Bestimmung physi-
kalischer Eigenschaften von Festkörpern eine sehr wichtige Rolle spielen. Durch die

57



5.3. Die Bandstruktur des Spektrums

Umsortierung Z→ 0, 1,−1, 2,−2, . . . führt man den Index n in den sogenannten Band-
index n ∈ N über.

-π π0
k [1/a]

ε
n
(k

) 
[a

.u
.]

n=1
n=2
n=3
n=4
n=5

Abbildung 8. Das Spektrum von H0(k), k ∈ B, besteht aus soge-
nannten Energiebändern, die anhand ihres Bandindex n voneinander
unterschieden werden.

Die Frage, die sich nun stellt ist, ob diese Bandstruktur der Energieeigenwerte auch
in Anwesenheit einer potentiellen Energie V erhalten bleibt. Diese Fragestellung ist
gerade ein Anwendungsgebiet der Kato-Störungstheorie und wir fassen die Ergebnisse
im folgenden Theorem zusammen.

Theorem 5.3.3. Für eine wesentlich beschränkte potentielle Energie V ∈ L∞(Ω,R)
gilt

(i) H(k) = H0(k) + V (x), k ∈ B hat rein diskretes Spektrum und ist eine reell
analytische Familie.

(ii) H(k) ist antiunitär äquivalent zu H(2π/a−k) bezüglich komplexer Konjugation
für alle k ∈ B.

(iii) Für k ∈ B \ {0, π/a} besitzt H(k) nur nicht-entartete Eigenwerte.
(iv) Sei En(k) der n-te Eigenwert von H(k) mit k ∈ (0, π/a). Dann ist En(k) für

k ∈ (0, π/a) analytisch und stetig in k = 0, π/a.

Beweis. (i) Da V wesentlich beschränkt ist, gibt es nach Theorem 5.2.4 ein
λ ∈ C \ R, sodass λ ∈ ρ(H(k)) ∩ ρ(H0(k)) für alle k ∈ B. Nun gilt

(λ−H(k))[(λ−H(k))−1 − (λ−H0(k))−1](λ−H0(k))

=[id− (λ−H(k))(λ−H0(k))−1](λ−H0(k))(5.100)

=λ−H0(k)− (λ−H(k))(5.101)

=H(k)−H0(k)(5.102)

=V (x)(5.103)

und durch Multiplikation mit (λ−H(k))−1 von links und (λ−H0(k))−1 von
rechts erhält man

(λ−H(k))−1V (x)(λ−H0(k))−1 = (λ−H(k))−1 − (λ−H0(k))−1(5.104)
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Kapitel 5. Der Fall n = 1

beziehungsweise

(λ−H(k))−1V (x)(λ−H0(k))−1 + (λ−H0(k))−1 = (λ−H(k))−1.(5.105)

Die linke Seite der Gleichung beschreibt nach Lemma 5.3.2(i) einen kompak-
ten Operator, sodass folglich H(k) eine kompakte Resolvente besitzt. Nach
Theorem 3.1.9 gilt dann σ(H(k)) = σd(H(k)).
Nun zeigen wir, dass H(·) eine analytische Familie ist. Dazu bemerken wir
aufgrund der Selbstadjungiertheit von H(k), k ∈ B, dass −λ ∈ C \ R mit
<λ > 0 immer ein Element in ρ(H(k)), k ∈ B, ist. Es bleibt noch zu zeigen,
dass k 7→ (H(k) + λ)−1ψ für alle ψ ∈ H analytisch ist.
Dies folgt aber aus denselben Argumenten wie in Gl. (3.130) und (3.133),
sodass ein λ so gewählt werden kann, dass die Neumann-Reihe

(5.106) (H(k) + λ)−1 = (H0(k) + <λ)−1
∞∑
i=0

[(V (x) + i=λ)(H0(k) + <λ)−1]i

konvergiert. Aus Lemma 5.3.2(i) und der im Beweis beschriebenen expliziten
Form von (H0(k) + <λ)−1 folgt, dass H(·) eine reell analytische Familie ist.

(ii) Der Übergang k → 2π/a − k ändert in H0(k) nur die Randbedingung in
D(H0(k)), indem der komplex konjugierte Exponentialfaktor jeweils steht. Da
die potentielle Energie reellwertig und unabhängig von k ist, gilt H(k)ψ =

H(2π/a− k)ψ.
(iii) Wegen (ii) genügt es bezüglich der Entartung nur k ∈ (0, π/a) zu betrachten.

Sei E ∈ σ(H(k)) ⊂ R, d.h. − ~2
2mu

′′+V (x)u = Eu besitzt eine Lösung, die den
Randbedingungen in D(H0(k)) genügt. Für k ∈ B \{0, π/a} führen die Rand-
bedingungen auf komplex-wertige Lösungen, sodass zu einer Lösung u die line-
ar unabhängige Lösung u nach (ii) den Randbedingungen von D(H0(2π/a−k))
gehorcht, welche ungleich denen von D(H0(k)) sind. Da die gewöhnliche Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung H(k)u = Eu zwei linear unabhängige
Lösungen zulässt, gibt es immer höchstens eine Lösung, die den Randbedin-
gungen von D(H0(k)) genügt.

(iv) Sei k ∈ B fest. Analog wie in Bsp. 3.1.3 kann man zeigen, dass H0(k) halbbe-
schränkt ist und da V ∈ L∞(Ω) ist auch H(k) für alle k ∈ B halbbeschränkt.
Daraus folgt, dass das diskrete Spektrum σ(H(k)) ein Minimum hat, denn für
einen Eigenvektor ψ(k) zum Eigenwert ε(k) gilt

(5.107) 〈H(k)ψ(k), ψ(k)〉 = ε(k)‖ψ(k)‖2 ≥ c‖ψ(k)‖2,

wobei c ∈ R eine untere Schranke von H(k) ist. Damit ist (e−tH(0))t∈R+ ⊂
L(L2(Ω)) – wie in Lemma 5.3.2(ii) argumentiert – eine Operatorhalbgruppe.
Sei a > ‖V ‖∞, dann ist

(a+H(0))−1

=(a− ‖V ‖∞ +H0(0) + V (x) + ‖V ‖∞)−1(5.108)

=(id + (a− ‖V ‖∞ +H0(0))−1(V (x) + ‖V ‖∞))−1(a− ‖V ‖∞ +H0(0))−1.(5.109)

Somit ist (e−tH(0))t∈R+ ebenfalls Positivität verbessernd, da wie für Lem-
ma 5.3.2(ii) argumentiert insbesondere (a− ‖V ‖∞ +H0(0))−1 und insgesamt
also (a + H(0))−1 für hinreichend große a Positivität verbessernd ist. Damit
ist nach Theorem 3.1.12 der Grundzustand nicht entartet.
Da in (i) gezeigt wurde, dass H(k) eine analytische Familie in einer Umgebung

von k = 0 ist, existiert nach Theorem 3.2.5 eine analytische Funktion Ẽ1(k)
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5.3. Die Bandstruktur des Spektrums

für k ∈ [0, ε) und ε > 0, sodass Ẽ1(0) = minσd(H(0)) und Ẽ1(k) ∈ σ(H(k)).
Angenommen ε < π/a. Falls

(5.110) lim
k→ε−

Ẽ1(k) <∞,

können wir mittels (iii) einsehen, dass limk→ε− Ẽ1(k) ein einfacher Eigenwert
vonH(ε) ist, da eine Divergenz nach−∞ aufgrund der Halbbeschränktheit von
H(k) ausgeschlossen ist. Damit existiert nun nach Theorem 3.2.5 ein δ > 0
und eine analytische Funktion g(·) auf Uδ(ε), sodass g(k) ∈ σ(H(k)) und

g(kn) = Ẽ1(kn) für große n ∈ N – dann nämlich, wenn kn ∈ Uδ(ε), wobei
(kn)n∈N ⊂ [0, ε) eine Folge mit limn→∞ kn = ε ist. Damit stellt g eine analyti-

sche Fortsetzung von Ẽ1 über [0, ε] hinaus dar, sodass dasselbe Argument eine
analytische Fortsetzung auf ganz [0, π/a) ergibt.

Es bleibt also nun zu zeigen, dass Ẽ1 beschränkt ist. Zunächst stellt man fest,
dass H(k) auf [0, ε) keinen Eigenwert kleiner Ẽ1(k) haben kann, denn sonst
könnte man diesen Eigenwert nach k = 0 – wie eben beschrieben – fortset-
zen. Aufgrund der Einfachheit der Eigenwerte und der Argumentation zuvor
müsste diese Fortsetzung strikt kleiner als Ẽ1 sein und wir hätten einen Wider-
spruch zur Minimalität von Ẽ1(0). Da also Ẽ1(k) der kleinste Eigenwert von

σ(H(k)) für k ∈ [0, ε) ist, kann der Grenzwert limk→ε− Ẽ1(k) nicht divergieren,

sodass die analytische Fortsetzung von Ẽ1(·) gerade dem kleinsten Eigenwert
von H(·) entsprechen muss, d.h. E1(·) ist analytisch auf [0, π/a] und wegen
(ii) auch auf ganz B.
Betrachten wir nun E2(0), wobei der erste angeregte Zustand entartet sein
kann (siehe Abb. 8). Nichtsdestotrotz wird diese Entartung nach (iii) für
k ∈ B \ {0, π/a} aufgehoben. Nun kann man Theorem 3.2.6 verwenden, um
für die möglicherweise bei k 6= 0 aufgespaltenen Energieeigenwerte analytische
Funktionen zu finden. Dasselbe Argument wie eben lässt sich nun für die ein-
zelnen analytischen Funktionen wiederholen, sodass man erneut analytische
Energiebänder auch für den ersten angeregten Zustand erhält.
Das Argument kann man nun induktiv für alle Eigenwerte wiederholen.

�

Tatsächlich kann man im eindimensionalen Fall noch mehr aussagen, nämlich, dass
die Energiebänder jeweils entweder streng monoton fallend oder steigend sind (siehe
z.B. Ref. [23] Thm. XIII.89 (e)) und dass die Eigenfunktionen, welche als Bloch-Wellen
bezeichnet werden, ebenfalls analytisch auf B \ {0, π/a} gewählt werden können (siehe
z.B. Ref. [23] Thm. XIII.89 (f)).

Theorem 5.3.4. Es gilt σ(H) = {En(k) | n ∈ N, k ∈ B}.

Beweis. Da die Energiebänder En(·) auf B für alle n ∈ N stetig sind, gibt es zu
gegebenen k0 ∈ B und ε > 0 ein δ > 0, sodass

En(Uδ(k0)) ⊂ Uε(En(k0))

und damit ist nach Theorem 3.3.19(iv) σ(H) = {En(k) | n ∈ N, k ∈ B}. �

Theorem 5.3.5. Die Blochwellen bilden eine Orthonormalbasis von L2(Ω).

Beweis. Der Beweis wird im allgemeineren mehrdimensionalen Fall ausgeführt
(Theorem 6.0.3). �

Weitere Eigenschaften der Bloch-Wellen und Energiebänder sind in Ref. [23] Thm.
XII.90-95 und in Ref. [2] und den Referenzen darin gegeben. Wir benötigen diese im
Folgenden nicht mehr und lassen sie deswegen aus.
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KAPITEL 6

Mehrdimensionale periodische Schrödingeroperatoren

Dieser Abschnitt beruht auf Ref. [23] XIII.16, Ref. [?Zantout2019] und Ref. [22].
Im vorangegangen Kapitel sind immer wieder Aussagen aus der Lösungstheorie gewöhnlicher
Differentialgleichungen eingegangen, die man im mehrdimensionalen Fall nicht anwen-
den kann. Dennoch bleiben viele Resultate bestehen, müssen aber gegebenenfalls anders
begründet werden.

Zunächst einmal kann man die Floquet-Transformation für Rn verallgemeinern. Sei
dazu im Folgenden stets Ω ⊂ Rn eine Einheitszelle zum Kristall mit Gittervektoren
a1, . . . , an ∈ Rn und B ⊂ Rn die erste Brillouin-Zone.

Definition+Satz 6.0.1 (Floquet-Transformation U). SeiH =
∫ ⊕
B H

′dnk mitH′ =
L2(Ω, dnx). Dann ist die Abbildung

U : L2(Rn, dnx)→ H

Ψ 7→ [UΨ]k(x) :=
∑
n∈Zn

eik
T ·(a1,...,an)·n√
|B|

Ψ(x− (a1, . . . , an) · n), x ∈ Ω, k ∈ B(6.1)

mit inverser Abbildung

U−1 : H → L2(Rn, dnx)

Ψ 7→ [U−1Ψ](x− (a1, . . . , an) · n) :=

∫
B

e−ik
T ·(a1,...,an)·n√
|B|

Ψk(x)dk(6.2)

für x ∈ Ω, n ∈ Zn unitär. Man bezeichnet U als Floquet-Transformation.

Beweis. Der Beweis funktioniert wie im eindimensionalen Fall (siehe Satz 5.2.1).
Alternativ findet sich der Beweis in der mehrdimensionalen Notation auch in Ref. [22]
Lemma 2. �

Die Floquet-Transformation ist dann wieder der Schlüssel, um die direkte Integral-
zerlegung für den mehrdimensionalen Schrödingeroperator zu finden.

Theorem 6.0.2. Sei V ∈ L∞(Rn,R) mit V (x+ai) = V (x) für alle i = 1, . . . , n und

x ∈ Rn. Dann definieren wir für k ∈ B den Operator H0(k) als den Operator − ~2
2m∆

auf H′ mit Randbedingungen

(6.3) ψ(x+ aj) = eik·ajψ(x) und ∂jψ(x+ aj) = eik·aj∂jψ(x)

für alle x ∈ Rn, sodass x, x + aj ∈ Ω, und j ∈ {1, . . . , n}. Bei H0(·) handelt es sich
dann um ein messbares Feld selbstadjungierter Operatoren. Weiterhin definiert man für
k ∈ B den Operator V (k) als Multiplikationsoperator V (x) mit D(V (k)) = D(H0(k)),
sodass es sich bei V (·) ebenfalls um ein messbares Feld selbstadjungierter Operatoren
handelt.
Es gilt dann für den Hamilton-Operator A = H0 + V (x):

(6.4) UAU−1 =

∫ ⊕
B
H0(k) + V (k)dk.
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Beweis. Der Beweis ist analog wie in Theorem 5.2.4, wobei das Argument zur
Wohldefiniertheit von D(H0(k)), k ∈ B, im mehrdimensionalen Fall über den Spursatz
(siehe z.B. Ref. [36] Satz 9.40) erfolgt, der die Existenz einer stetigen Erweiterung von

H2(Ω) auf den Rand H3/2(∂Ω) ⊃ H1(∂Ω) erklärt. Der Beweis der Selbstadjungiertheit
erfolgt dann über die zweite Green’sche Formel, die auch für H2(Ω)-Funktionen gilt
(siehe z.B. Ref. [37] Thm. 13.7.1 und Rmk. 13.7.3), wie im eindimensionalen Fall durch
die Randbedingungen. �

Theorem 6.0.3. Für k ∈ B hat H(k) eine Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen
(ψn,k)n∈N mit Eigenwerten (εn(k))n∈N. Die Energiebänder εn : B → R sind stetig und
stückweise analytisch. Weiterhin können die Blochwellen ψn,k als Funktion von k ∈ B
messbar gewählt werden.

Beweis. Sei k ∈ B fest. Analog wie im eindimensionalen Fall findet eine Eigenbasis
aus Eigenfunktionen von H0(k) durch

(6.5) ψ
(0)
m,k(x) =

1√
|B|

exp
[
i(2πm ·M−1 + k) · x

]
,

wobei m ∈ Zn, x ∈ R und M = (a1, . . . , an), denn

〈ψ(0)
m,k, ψ

(0)
m′,k〉 =

1

|B|

∫
Ω

exp[i2π(m−m′) ·M−1 · x]dx(6.6)

=
1

|B|
|M−1|︸ ︷︷ ︸
=1/|Ω|

∫
[0,1]n

exp[i2π(m−m′) · x]dx(6.7)

=
1

(2π)n

∫
[0,2π]n

exp[i(m−m′) · x]dx(6.8)

= δm,m′(6.9)

und die Randbedingungen von D(H0(k)) und die Eigenfunktionseigenschaft sind offen-
sichtlich erfüllt. Die Eigenwerte sind gegeben durch

(6.10) ε(0)
m (k) =

~2

2m

∣∣(2πm ·M−1 + k)
∣∣2 .

Damit folgt aus Theorem 3.1.6, dass H0(k) eine kompakte Resolvente besitzt, wobei
die Halbbeschränktheit wie im eindimensionalen Fall analog zu Beispiel 3.1.3 gefolgert
wird.
Derselbe Beweis wie Theorem 5.3.3 zeigt, dass H(k) ebenfalls eine kompakte Resol-
vente besitzt. Wir notieren die einfachen Eigenwerte von H(k) mit (εn(k))n∈N und die
korrespondierenden Eigenfunktionen (ψn,k)n∈N. Diese bilden nach Theorem 3.1.6 eine
Orthonormalbasis von L2(Ω).
Zum Beweis der Stetigkeit von εn definieren wir zunächst ein messbares Feld unitärer
Transformationen auf L2(Ω)

(6.11) φn,k(x) := e−ik·xψn,k(x)

für x ∈ Ω. Dann rechnet man mittels der Produktregel

εn(k)ψn,k(x) = H(k)ψn,k(x) = H(k)eik·xφn,k(x)(6.12)

=V (x)ψn,k(x)− ~2

2m
eik·x

[
−k2φn,k(x) + 2ik · (∇φn,k)(x) + ∆φn,k(x)

]
(6.13)

und Multiplikation mit e−ik·x· liefert

εn(k)φn,k =

[
− ~

2

2m

(
−k2 + 2ik · ∇+ ∆

)
+ V (x)

]
︸ ︷︷ ︸

=:H̃(k)

φn,k.(6.14)
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Kapitel 6. Der Fall n > 1

Entsprechend übersetzen sich die Randbedingungen an die Blochwellen ψn,k nach

(6.15) φ(x+ aj) = φ(x) und ∂jφ(x+ aj) = ∂jφ(x)

für alle x, x+ aj ∈ Ω. Da die Randbedingungen und somit die Definitionsbereiche von

H̃(·) nun unabhängig von k sind, folgt aus dem Minmax-Theorem 3.1.10,

εn(k) = max
ψ1,...,ψn−1

min
ψ∈D(H̃(k)), ‖ψ‖=1

ψ∈〈ψ1,...,ψn〉⊥

〈ψ, H̃(k)ψ〉,(6.16)

die Stetigkeit von εn aus der Stetigkeit von H̃(·) durch Einsetzen von H̃(·).

Zur Messbarkeit der Blochwellen ψn,· =: ψn(·) auf B definieren wir zunächst

Mn,m := {k ∈ B | εn(k) ist m-fach entartet }

für n,m ∈ N. Da die Eigenwerte εn(k) für alle k ∈ B nach der Größe aufsteigend
sortiert sind, lässt sich Mn,m auch schreiben als

Mn,m = {k ∈ B | εn(k) ist m-fach entartet }(6.17)

=

m−1⋃
j=0

 n+j⋂
l=n−m+1+j

Nn,l


︸ ︷︷ ︸

mindestens m-fach entartet

⋂ m⋃
j=0

 n+j⋂
l=n−m+j

Nn,l

c
︸ ︷︷ ︸

höchstens m-fach entartet

,(6.18)

wobei

(6.19) Nn,l := (εn − εl)−1({0}).

Da die Energiebänder εn stetig sind, folgt, dass Mn,m als Schnitt einer offenen und einer
abgeschlossenen Menge messbar ist.
Offensichtlich ist

(6.20) B =
⊎
m∈N

Mn,m, n ∈ N.

Nun ist das Feld selbstadjungierter Operatoren H̃(·) (Gl. (6.14)) mit Definitionsbereich
H2(Ω) plus den zusätzlichen Randbedingungen aus Gl. (6.15) offensichtlich eine ana-
lytische Familie vom Typ A. Zusammen mit Bemerkung 3.2.4 und der Stetigkeit der
Bandfunktionen folgt, dass für alle k ∈ Mn,m eine Umgebung und eine feste Kontur
Γn,k ⊂ C existieren, sodass die Riesz-Projektoren

(6.21) P̃n(k) = − 1

2πi

∮
Γn,k

(H̃(k)− λ)−1dλ, k ∈ B,

auf den Eigenraum zum Eigenwert εn(·) stetig sind, wobei die geschlossene Kurve

Γn,k ⊂ ρ(H̃(k)) um εn(k) so gewählt wurde, dass im Inneren sonst kein anderes Band

vorhanden ist. Um von der lokalen Stetigkeit der Projektoren P̃n(·) auf die lokale Stetig-
keit eines dazugehörigen Eigenvektors zu schließen, betrachtet man eine feste normierte
Eigenfunktion φ0 ∈ im(P̃n(k0)) mit k0 ∈Mn,m, sodass 〈P̃n(k0)φ0, φ0〉 = 1. Aufgrund der

lokalen Stetigkeit von P̃n(·) gibt es nun eine Umgebung von k0, sodass 〈P̃n(k)φ0, φ0〉 > 0
für alle k ∈Mn,m aus dieser Umgebung von k0. Damit können wir mittels Normierung

(6.22) φn(·) := P̃n(·)φ0/

√
〈P̃n(·)φ0, φ0〉
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in einer Umgebung von k0 setzen.
Setzt man nun ein φn(·) auf ganz Mn,m aus den eben beschriebenen φn(·) zusammen1

und fügt diese über Indikatorfunktionen 1Mn,m zu einem messbaren Feld auf ganz B
aneinander, so sind diese Eigenfunktionen fast überall definiert.
Die Messbarkeit von φn(·) wird über das unitäre Feld aus Gl. (6.11) auf die Eigenfunk-
tionen ψn(·) von H(·) übertragen.

Nun kann man auch die Analytizität von H̃(·) verwenden, um mittels Theorem 3.2.6
zu zeigen, dass die Energiebänder stückweise analytisch sind, wobei sich das stückweise
darauf bezieht, dass man an den Kreuzungspunkten der Energiebänder von einem Band
zum nächsten Band “springen” darf und die so zusammengesetzten Bänder jeweils ana-
lytisch sind. An diesen höchstens abzählbar vielen Ausnahmepunkten kann man dann
nicht sinnvoll eindeutig differenzieren (siehe Ref. [26] VII §3.4 und 3.5, pp. 390-393). �

Bemerkung 6.0.4. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Transformation in
Gl. (6.11) das ursprüngliche Randwertproblem mit den Randbedingungen aus Gl. (6.3)
in ein periodisches Randwertproblem überführt (siehe Gl. (6.14) und (6.15)). In der
Literatur wird aufgrund der unitären Äquivalenz auch oft mit dem periodischen Rand-
wertproblem gearbeitet.

Theorem 6.0.5. Die Blochwellen ψn,k lassen sich mittels der Randbedingung aus
D(H0(k)) auf ganz Rn fortsetzen. Vermöge der Floquet-Transformation U bilden sie
dann eine Orthonormalbasis von L2(Rn); genauer gesagt, gilt für ein ψ ∈ L2(Rn) die
Entwicklung

(6.23) ψ(x) =
1√
|B|

∞∑
m=1

∫
B
〈[Uψ]k(·), ψm,k(·)〉L2(Ω)ψm,k(x)dk

für alle x ∈ Rn in L2(Rn).

Theorem 6.0.6. Das Spektrum des Schrödingeroperators H ist wie im eindimen-
sionalen Fall durch das Bild der Energiebänder gegeben, d.h.

σ(H) = {εn(k) | n ∈ N, k ∈ B}.

Beweis. Der Beweis erfolgt wie im eindimensionalen Fall (Theorem 5.3.4). �

Bemerkung 6.0.7. Dass man die Bezeichnung “Energiebänder” auch im mehrdi-
mensionalen Fall verwendet, auch wenn es sich bei dem Spektrum eigentlich um kom-
plizierte Schnitte von Hyperebenen handelt, ist der Tatsache geschuldet, dass man in
praktischen Anwendungen der Physik das Spektrum entlang spezieller Pfade in der
ersten Brillouin-Zone B betrachtet.

Zuletzt sei noch angemerkt, dass dieses mathematische Ergebnis über die Struktur
des Spektrums eines periodischen Hamiltonoperators auch im Experiment beobachtet
werden kann. So kann beispielsweise mittels Röntgen-Bestrahlung das Energiespektrum
der Elektronen in einem Kristall in Abhängigkeit von k ∈ B gemessen werden. Diese
Methode heißt “ARPES”, wobei das Akronym für angle-resolved photoemission spec-
troscopy steht. Für einführende Literatur sei auf Ref. [38] verwiesen.
Von Seiten der theoretischen Physik stellt die sogenannte Dichte-Funktionaltheorie ein
überaus nützliches Mittel dar, um das Energiespektrum von Kristallen approximativ
zu berechnen. Auch in diesem Fall sei auf einführende Literatur zur Dichtefunktio-
naltheorie, z.B. Ref. [39], verwiesen. In Abb. 9 ist das gemessene und berechnete Ener-
giespektrum eines zweidimensionalen Graphen-Kristalls dargestellt. Man sieht deutlich

1Aufgrund der Separabilität von B ⊂ Rn wird es sich um höchstens abzählbar viele Umgebungen
in Mn,k handeln, aus denen man wählen muss. Auf jeder Menge Mn,k konstruiert man also φn als
punktweisen Grenzwert messbarer Funktionen, weshalb dieser Grenzwert ebenfalls messbar ist.
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Abbildung 9. Negatives Energiespektrum (Bindungsenergien) von
Graphen entlang eines Pfandes in der Brillouin-Zone B, wobei Γ, K
und M Hochsymmetriepunkte in B kennzeichnen. Links: Berechnet im
Rahmen der Dichtefunktionaltheorie. Rechts: ARPES-Messung (Quel-
le: [40]).

die Bandstruktur des Energiespektrums, wobei die Aufweichung der Bänder im Expe-
riment verschiedene Ursachen haben kann, die uns an dieser Stelle nicht interessieren.
Jedoch können diese Ursachen rechnerisch simuliert und in die berechnete Bandstruktur
nachträglich eingebaut werden, sodass auch von Seiten der Theorie die Bänder entlang
von bestimmten Bandsegmenten verschwimmen.

Bei Graphen handelt es sich um einen (Halb-)leiter, da das Energiespektrum auch
in einer Umgebung um die Bindungsenergie gleich Null existiert. Legt man nun eine
Spannung an den Kristall an, so existieren quasi-freie Zustände (bei Bindungsenergie
fast Null), die durch die Spannung angeregt werden können und so zur Stromleitung
bereit stehen.
Andererseits gibt es viele Materialien, bei denen das Energiespektrum eine Lücke bei
Bindungsenergie gleich Null aufweist. In diesem Fall handelt es sich um einen Nichtleiter
oder Halbleiter2.

Tatsächlich lassen sich noch viele weitere Aussagen zum Spektrum von periodischen
Schrödingeroperatoren treffen, aber dies würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen und
es sei daher auf Ref. [2] und die darin gelistete Literatur verwiesen.

2Die Unterscheidung zwischen Halbleiter und Nichtleiter erfolgt über die Größe der Bandlücke.
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KAPITEL 7

Eigenschaften des Randes des Energiespektrums

Dieses Kapitel basiert auf den Ergebnissen in Ref. [41].

7.1. Einleitung

Nachdem wir in den vorangegangen Kapiteln die allgemeine Struktur des Ener-
giespektrums periodischer Schrödingeroperatoren untersucht haben, wollen wir uns
nun speziell mit den Eigenschaften der Bandfunktionen am Übergang zu Bandlücken
beschäftigen.
Wir beschränken uns hier auf den Fall zweidimensionaler Probleme, da die Frage im
eindimensionalen Fall aufgrund von Theorem 5.3.3 und der erwähnten Monotonie der
Bandfunktionen (siehe Ref. [23] Thm. XIII.89 (e) oder Ref. [2] Thm. 1.12) trivial ist.
In Dimensionen n > 1 ist die Frage nach der Struktur von Energierändern noch immer
ein offenes Problem, auch wenn man allgemein davon ausgeht, dass die k-Punkte bei
Bandextrema nicht-entartet sind [2,42], wobei feststeht, dass für allgemeine periodi-
sche Schrödingeroperatoren, wie wir sie in den vorangegangen Kapiteln beschrieben
haben, der Spektralrand durch ein einziges Band erzeugt wird [43]. Weiterhin kann
man zudem beweisen, dass Bandfunktionen nie konstant sind [44].
Rigorose Ergebnisse bezüglich der Entartung an einer Spektrallücke finden sich bis-
her nur für das niedrigste Energieband [45], für spezielle potentielle Energieoperato-
ren [46,47] und für n = 2 [41].

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Ergebnis von [41], das besagt, dass unter
den bisherigen Bedingungen an den periodischen Schrödingeroperator und in Dimension
n = 2 jedes globale Maximum oder Minimum einer beliebigen Bandfunktion nur an ei-
ner diskreten Menge von k-Punkten angenommen werden kann. Dieses Ergebnis betrifft
insbesondere Bänder an Spektrallücken, aber auch Bänder, deren Maximum/Minimum
keine Bandlücke definiert.

Dieses Ergebnis ist nicht nur aus Sicht der Festkörperphysik wichtig, da es weite-
re Aufschlüsse über die Existenz von van-Hove-Singularitäten in Kristallen (siehe z.B.
Ref. [1,18]) erlaubt, sondern auch mathematisch wichtige Implikationen hat; z.B. die
Anwendbarkeit von Liouville-Theoremen und die Asymptotik von Green’schen Funk-
tionen [41].

Die zentrale Aussage, die wir in diesem Abschnitt behandeln wollen, ist Theorem
2.1 aus [41]:

Theorem 7.1.1. Sei A = H0 + V (x) der Schrödingeroperator aus Gl. (3.9) in zwei
Dimensionen (n = 2). Sei weiterhin ε±,j ein globales Maximum bzw. Minimum der
Bandfunktion εj zum Operator A. Dann ist die Niveaumenge

(7.1)
{
k ∈ B | εj(k) = ε±,j

}
⊂ R2

endlich.

Ausgangspunkt für den Beweis von Thm. 7.1.1 ist die direkte Integralzerlegung von
A (siehe Thm. 6.0.2),

(7.2) UAU−1 =

∫ ⊕
B
H0(k) + V (k)dk,
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wobei wir nach Bem. 6.0.4 das unitär äquivalente Feld von Operatoren

H(k) = − ~
2

2m

(
−k2 + 2ik · ∇+ ∆

)
+ V (x)(7.3)

=
~2

2m

(
−i∇+ k

)∗
(−i∇+ k) + V (x), k ∈ B,(7.4)

auf L2(Ω) mit Definitionsgebiet D(H(k)) = H2
per(Ω) betrachten können. Hierzu haben

wir H2
per(Ω) als den gewöhnlichen Funktionenraum H2(Ω) mit periodischen Randbe-

dingungen

(7.5) φ(x+ aj) = φ(x) und ∂jφ(x+ aj) = ∂jφ(x)

für alle x, x+ aj ∈ Ω, definiert.
Das Feld von Operatoren H(·) in Gl. (7.4) lässt sich auch für k ∈ C2 definieren und
bleibt dennoch eine analytische Familie vom Typ A. Weiterhin stellt man fest, dass diese
Familie eine kompakte Resolvente besitzt, da aufgrund der Analytizität die Familie
H(·) eine nicht-leere Resolventenmenge besitzt und somit die Existenz der kompakten
Resolvente aus [26] VII §2.1 Thm. 2.4, p. 377, folgt.
Auf dieser Grundlage lässt sich nun der in Kapitel 6 beschriebene Formalismus auch
auf diese neue analytische Familie anwenden (siehe z.B. Ref. [48]).

Sei {e1, e2} die kanonische Basis des R2 und für einen reziproken Vektor k ∈ B
bezeichnen die Komponenten in dieser Basis mit k1 bzw. k2, d.h.

(7.6) k = k1e1 + k2e2.

Außerdem führen wir die gängige Notation

(7.7) H(k1, k2) ≡ H(k1e1 + k2e2) = H(k)

ein und stellen fest, dass Thm. 7.1.1 unabhängig von der Koordinatenwahl ist, weshalb
wir ohne Einschränkung die Basis des reziproken Gitters als (b1, b2) mit

b1 = αe1 und b2 = βe1 + e2(7.8)

wählen können. Um die Notation mit Ref. [41] zu vereinheitlichen, skalieren wir die
reziproken Gittervektoren mit 1/2π.

7.2. Der Operator T1(k2, λ)

Für den Beweis führen wir die Eigenwerte am Rande des Spektrums von H(k), k ∈
B auf Eigenwerte des Operators T1(k2, λ) zurück, der in diesem Abschnitt vorgestellt
wird. Zur Vereinfachung der Notation geben wir ab jetzt alle Energien in Einheiten von

(7.9)
~2

2m

1

L2

an, wobei L die Längeneinheit ist, mit der wir die Gittervektoren messen.
Wir definieren das Feld von linearen Operatoren

(7.10) T1(k2, λ) :=

(
0 idH1

per(Ω)

−(H(0, k2)− λ) 2i∂1

)
auf dem Hilbertraum1 H1

per(Ω)⊕L2(Ω) mit k2, λ ∈ C und DefinitionsgebietD(T2(k2, λ)) =

H2
per(Ω)⊕H1

per(Ω), wobei die Notation folgendermaßen zu verstehen ist:

Für u ∈ H2
per(Ω) und v ∈ H1

per(Ω) gilt

T1(k2, λ)(u, v) :=

(
0 idH1

per(Ω)

−(H(0, k2)− λ) 2i∂1

)(
u
v

)
(7.11)

1Dass H1
per(Ω) ein Hilbertraum ist, sieht man ein, wenn man Ω aufgrund der periodischen Rand-

bedingungen zu einem Torus T̃ aufwickelt und somit H1
per(Ω) mit H1(T̃) identifiziert.
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7.2. Der Operator T1(k2, λ)

= (v,−(H(0, k2)− λ)u+ 2i∂1v)T(7.12)

Wir tragen zunächst einige Eigenschaften der Operatoren T1(k2, λ), λ, k2 ∈ C, zusam-
men.

Lemma 7.2.1. (i) Die Operatoren T1(k2, λ), λ, k2 ∈ C, sind abgeschlossen und
das Feld T1(·, λ) ist eine analytische Familie vom Typ A.

(ii) Angenommen λ ∈ ρ(H(k)), dann ist k1 ∈ ρ(T1(k2, λ)) und die Resolvente

(7.13)
(
T1(k2, λ)− k1idH2

per(Ω)⊕H1
per(Ω)

)−1

ist kompakt auf H1
per(Ω)⊕ L2(Ω).

(iii) k1 ∈ σ(T1(k2, λ)) genau dann, wenn λ ∈ σ(H(k)).
(iv) Für alle k2, λ ∈ C ist die Menge σ(T1(k2, λ)) ⊂ C diskret und 2πα-periodisch

(siehe Gl. (7.8)).

Beweis. (i) Seien k1, λ ∈ C. Aus Gl. (7.12) erkennen wir sofort, dass T1(k2, λ)
aufgefasst als Operator

(7.14) T1(k2, λ) : H2
per(Ω)⊕H1

per(Ω)→ H1
per(Ω)⊕ L2(Ω)

beschränkt ist. Außerdem können wir für u ∈ H2
per(Ω) und v ∈ H1

per(Ω) die
Norm folgendermaßen abschätzen:

‖T1(k2, λ)(u, v)‖2

=
∥∥(v,−(H(0, k2)− λ)u+ 2i∂1v)T

∥∥2
(7.15)

= ‖v‖2H1
per(Ω) + ‖−(H(0, k2)− λ)u+ 2i∂1v‖2L2(Ω)(7.16)

= ‖v‖2H1
per(Ω) + ‖(H(0, k2)− λ)u‖2L2(Ω)

+ 2< (〈−(H(0, k2)− λ)u, 2i∂1v〉) + ‖2∂1v‖2L2(Ω) .(7.17)

Nach Prop. 1.2.9(i) folgt, dass T1(k2, λ) abgeschlossen ist, da die obige Rech-

nung zeigt, dass für eine Folge (un, vn)n∈N ⊂ D(T1(k2, λ)) mit (un, vn)
n→∞−→

(u, v) ∈ H1
per(Ω) ⊕ L2(Ω) und T1(k2, λ)(un, vn)

n→∞−→ y ∈ H1
per(Ω) ⊕ L2(Ω)

die Konvergenz in der H1
per(Ω) ⊕ L2(Ω)-Norm bereits die Konvergenz von

(vn)n∈N ⊂ H1
per(Ω) und dann auch (un)n∈N ⊂ H2

per(Ω) impliziert. Damit ist
(u, v) ∈ D(T1(k2, λ)) und zusammen mit der Beschränktkeit von T1(k2, λ) fol-
gert man auch T1(k2, λ)(u, v) = y. Als Familie abgeschlossener Operatoren ist
T1(·, ·) offensichtlich eine analytische Familie vom Typ A2.

(ii) Angenommen λ ∈ ρ(H(k)), dann besitzt die Gleichung

(f, g)T = (T1(k2, λ)− k1idH2
per(Ω)⊕H1

per(Ω))(u, v)(7.18)

= (v − k1u,−(H(0, k2)− λ)u+ 2i∂1v − k1v)T(7.19)

mit (f, g) ∈ H1
per(Ω)⊕ L2(Ω) fest die eindeutige Lösung

v = f + k1u,(7.20)

woraus dann auch

g = −(H(0, k2)− λ)u+ 2i∂1v − k1v,(7.21)

g = −(H(0, k2)− λ)u+ 2i∂1(f + k1u)− k1(f + k1u),(7.22)

g + k1f − 2i∂1f = −(H(0, k2)− λ)u+ 2ik1∂1u− k2
1u,(7.23)

g + k1f − 2i∂1f = −(H(k1, k2)− λ)u,(7.24)

2Man muss noch die Bedingung ρ(T1(k2, λ)) 6= ∅ prüfen, aber dies ist aufgrund von Thm. 6.0.3
und Punkt (iii) sofort gegeben.
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u = (H(k)− λ)−1 (2i∂1f − k1f − g)(7.25)

folgt. Dies zeigt, dass λ ∈ ρ(H(k)) auch k1 ∈ ρ(T1(k2, λ)) impliziert.
Für die Kompaktheit der Resolvente bestimmen wir die Lösung (u, v) zunächst
explizit aus Gleichung (7.19) und mittels der gefundenen Lösung, i.e.

(T1(k2, λ)− k1idH2
per(Ω)⊕H1

per(Ω))
−1(f, g)T

=(u, v)T(7.26)

=((H(k)− λ)−1 (2i∂1f − k1f − g) , f + k1u)T(7.27)

=((H(k)− λ)−1 (2i∂1f − k1f − g)T , f + k1((H(k)− λ)−1 (2i∂1f − k1f − g)))(7.28)

=(0, f)T + (H(k)− λ)−1(2i∂1f − k1f − g, k1 (2i∂1f − k1f − g))T(7.29)

=

(
0 0
1 0

)(
f
g

)
+

(
1 0
0 k1

)
(H(k)− λ)−1 (2i∂1f − k1f − g, 2i∂1f − k1f − g)T(7.30)

=

[(
0 0
1 0

)
+

(
1 0
0 k1

)
(H(k)− λ)−1

(
2i∂1 − k1 −1
2i∂1 − k1 −1

)](
f
g

)
.(7.31)

Der erste Operator in Gl. (7.31) ist effektiv die Einbettung H1
per(Ω) ↪→ L2(Ω),

die nach dem Theorem von Rellich-Kondrachov (siehe z.B. Ref. [36] Satz 6.19)
kompakt ist. Weiterhin sind die drei übrigen Operatoren von Gl. (7.31) zumin-
dest stetig, wobei die Resolvente (H(k) − λ)−1 als Operator (H(k) − λ)−1 :
L2(Ω) → H2

per(Ω) bereits stetig ist (siehe Thm. 6.0.2). Entsprechend ist die

Resolvente als Operator (H(k) − λ)−1 : L2(Ω) → H1
per(Ω) eine Verknüpfung

des stetigen Operators nach H2
per(Ω) verknüpft mit Einbettung H2

per(Ω) ↪→
H1
per(Ω), welche kompakt ist (siehe z.B. Ref. [34] Chap. 4 Prop. 3.4). Da-

mit ist die gesamte rechte Seite ein kompakter Operator und somit auch die
Resolvente auf der linken Seite.

(iii) ”⇒ ” : Dieser Teil der Aussage ist bereits in (ii) enthalten.
”⇐ ” : Angenommen es existiert ein u ∈ H2

per(Ω) zu k ∈ Ω mit

(7.32) H(k)u = λu

und somit auch

T1(k2, λ)(u, k1u) =

(
0 idH1

per(Ω)

−(H(0, k2)− λ) 2i∂1

)(
u
k1u

)
(7.33)

=

(
k1u

−(H(0, k2)− λ)u+ 2ik1∂1u+
(
k2

1u− k2
1u
))(7.34)

=

(
k1u

−(H(k)− λ)u+ k2
1u

)
(7.35)

= k1

(
u
k1u

)
.(7.36)

Damit ist k1 ∈ σ(T1(k2, λ)).
(iv) Der Beweis startet mit Lemma 1 aus [44], welches besagt, dass Bandfunktionen

als Funktionen von k1 oder k2 nicht konstant sind, sodass zu festen λ, k2 ∈ C
die Nullstellen der nicht-konstanten analytischen Funktionen εj(·, k2)− λ eine
diskrete Menge in C bilden, d.h.

(7.37) {k1|λ ∈ σ(H(k))} = {k1|k1 ∈ σ(T1(k2, λ))} ⊂ C
ist diskret, wobei wir (iii) verwendet haben.
Die 2πα-Periodizität folgt direkt aus der unitären Äquivalenz von H(k) und
H(k + b1) = H(k1 + 2πα, k2) (vgl. Thm. 5.3.3(ii)).
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7.3. Beweise der Hilfsaussagen

�

Das nächste Lemma stellt nun einen Zusammenhang zwischen den Extrema der
Bandfunktionen und der Multiplizität eines Eigenwerts der Operatorfamilie T1 her.

Lemma 7.2.2. Sei ε± ein Bandminimum/-maximum einer Bandfunktion εj , j ∈ N,
wobei das Extremum bei q ∈ R2 angenommen werden soll. Dann ist q1 ∈ σ(T1(q2, ε±))
ein entarteter Eigenwert.

Beweis. Nach Lemma 7.2.1(iii) ist q1 ∈ σ(T1(q2, ε±)). Da das Spektrum von H(q)
diskret ist, gibt es ein ε > 0, sodass

(7.38) Bε(q1) ∩ σ(T1(q2, ε±)) = {q1},

d.h. im Spektrum befindet sich sonst kein anderer Eigenwert. Wir definieren den Riesz-
projektor

(7.39) P (q2, λ) := − 1

2πi

∮
∂Bε(q1)

(T1(q2, λ)− µ)−1dµ

Aufgrund der Analytizität von T1(q2, ·) existiert ein δ > 0 derart, dass der Riesz-
Projektor P (q2, ·) stetig ist in der Umgebung Bδ(ε±) (vgl. Beweis von Thm. 6.0.3).
Wir verwenden wieder Lemma 1 aus [44], welches besagt, dass εj(·, q2) nicht konstant
sein kann. Daraus folgert man aufgrund der Stetigkeit und der Extremaleigenschaft von
ε± = εj(q), dass, wenn δ klein genug gewählt wird, die Gleichung

(7.40) εj(k, q2) = ε± ∓ δ, k ∈ R,

mindestens zwei Lösungen besitzt. Damit ist dann wegen Lem. 7.2.1(iii) insbesondere
die Dimension des Bildes der Rieszprojektion P (q2, ε± ∓ δ) größer gleich zwei und
aufgrund der Stetigkeit des Projektors folgt dann auch

(7.41) dim im(P (q2, ε±)) ≥ 2.

�

Theorem 7.2.3. Für λ ∈ R ist die Menge

{k2 ∈ R | T1(k2, λ) hat mindestens einen reellen entarteten Eigenwert }

diskret.

Damit sind wir bereit den Beweis von der Hauptaussage 7.1.1 auszuführen.

Beweis von 7.1.1. Sei j ∈ N fest gewählt und ε± ein Maximum/Minimum der
Bandfunktion εj . Nach Thm. 7.2.3 (für die spezielle Wahl λ = ε±) und Lem. 7.2.2 ist
für festes k1 ∈ R die Menge

{k2 ∈ R | εj(k) = ε±}
diskret. Mit Lemma 7.2.1(iii) und (iv) folgert man schließlich, dass{

k ∈ B | εj(k) = ε±,j
}
⊂ R2

diskret ist. Da B zudem beschränkt ist, folgt auch die Endlichkeit der Menge. �

7.3. Beweise der Hilfsaussagen

Die folgende Bemerkung aus der Algebra (siehe z.B. Ref. [49] §5.9) wird später
nützlich sein.
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Bemerkung 7.3.1. Sei

p(z) =

n∑
i=0

aiz
i

ein Polynom in C[X] mit an = 1 und Nullstellen z1, . . . , zn, dann ist die Diskriminante

(7.42) ∆(p) :=
∏

1≤i<j≤n
(zi − zj)2

ein multivariantes Polynom in den Variablen a0, . . . , an−1 und die Diskriminante ∆(p)
ist Null genau dann, wenn es eine Nullstelle mit Vielfachheit größer gleich Zwei gibt.

Lemma 7.3.2. Sei C ⊂ C eine einfache, stückweise glatte, geschlossene Kurve und
T (·) eine analytische Familie vom Typ A über dem Hilbertraum H auf einem einfach
zusammenhängenden Gebiet D ⊂ C. Angenommen, dass das Spektrum von T (z), z ∈ D,
im Inneren von C diskret und endlich ist und σ(T (z))∩ C = ∅ gilt. Dann ist die Menge

(7.43) {z ∈ D | T (z) hat mind. einen entarteten Eigenwert im Inneren von C} ⊂ D
die Nullstellenmenge einer analytischen Funktion auf D und somit entweder identisch
mit D oder diskret3.

Beweis. Wir betrachten zu z ∈ D den Riesz-Projektor

(7.44) P (z) = − 1

2πi

∮
C
(T (z)− µ)−1dµ,

wobei nach Voraussetzung σ(T (z)) ∩ C = ∅, z ∈ D, keine Bandfunktion4 die Kontur C
kreuzt und somit auch n := dim imP (z) konstant ist. Weiterhin führt die Vorausset-
zung, dass das Spektrum jeder Faser T (z) in C endlich ist, dazu, dass n <∞.
Sei z0 ∈ D fest gewählt.
Nach analytischer Störungstheorie (siehe Ref. [26] §VII.1.3 und §II.4.2) existieren ana-
lytische Felder von Transformation U(·), U(·)−1 : D → L(H), sodass

(7.45) P (z) = U(z)P (z0)U(z)−1.

Wir definieren nun

(7.46) T0(z) := U(z)−1T (z)U(z)|imP (z0),

sodass es sich bei T0(·) : D → L(imP (z0)) um eine analytische Familie handelt, welche
dieselben Eigenwerte und Entartungen hat wie T (z)|imP (z).

Das Polynom

(7.47) pz(µ) := (−1)n det(T0(z)− µ)

ist das charakteristische Polynom von T0(z) und besitzt als Polynom in z aufgefasst
analytische Koeffizienten über D. Somit ist die Diskriminante ∆(pz) ebenfalls eine ana-
lytische Funktion in D nach Bem. 7.3.1 und sie ist identisch Null genau dann, wenn
T0(z) bzw. T (z) im Inneren von C einen entarteten Eigenwert besitzt. �

Für den allgemeinen Fall k = k1e1 + k2e2 ∈ C2 führen wir die folgende Darstellung
ein:

k1 = r1 + il1 und k2 = r2 + il2,(7.48)

wobei r1, r2, l1 und l2 reell sind.

3Im Detail: Angenommen es existieren unendlich viele Nullstellen der analytischen Funktion mit
einem Häufungspunkt in D, dann folgt bereits nach dem Identitätssatz fr holomorphe Funktionen, dass
die analytische Funktion identisch Null ist.

4Die Bandstruktur, die wir für den speziellen Fall eines Kristall-Hamiltonoperators hergeleitet
haben, beruhte auf der Tatsache, dass sich dieser Operator in eine analytische Familie vom Typ A
zerlegen ließ.
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Weiterhin wollen wir von nun an ohne Einschränkung λ = 0 in der Definition
von T1(k2, λ) wählen, da dies beispielsweise durch Verschieben des Potentials V immer
möglich ist. Wir führen außerdem die Notation

(7.49) T1(k2) ≡ T1(k2, 0)

ein. Die folgenden zwei Sätze sind die Hauptzutaten, um Theorem 7.2.3 zu beweisen.

Theorem 7.3.3. Sei δ > 0, dann existieren Konstanten CV ∈ R und CV,δ ∈ 2πZ,

sodass der Hamilton-Operator H(k) invertierbar ist und die Abschätzung

(7.50) ‖H(k)−1‖ ≤
CV
|l1|δ2

unter der Voraussetzung dist(r2, 2πZ) ≥ δ, l1 ∈ 2πZ und |l1| ≥ CV,δ erfüllt ist.

Folglich ist mit Lem. 7.2.1(iii) der Schnitt von {(r,±CV,δ) | r ∈ R} ⊂ C2 mit σ(T1(k2))

leer, falls r2 /∈ 2πZ.

Theorem 7.3.4. Es existieren lV ∈ 2πZ, sodass für alle n ∈ 2πZ gilt, dass das
Spektrum von T1(k2) für k2 = π/2 + n+ i(π/2 + lV )α einfach ist.

Wir schieben nun den Beweis von Thm. 7.2.3 ein, bevor wir mit den Beweisen der
zwei vorangegangen Theoreme fortfahren.

Beweis von 7.2.3. Angenommen die Aussage wäre falsch, d.h. die Menge

(7.51) {k2 ∈ R | T1(k2) hat mindestens einen reellen entarteten Eigenwert }

besitzt einen Häufungspunkt k
(0)
2 . Wir unterscheiden nun zwei Fälle:

Fall 1
(

dist(k
(0)
2 , 2πZ) > 0

)
: Wir setzen δ := min(π/2,dist(k

(0)
2 , 2πZ)) ≤ π/2, dann

existiert genau ein n ∈ 2πZ, sodass k
(0)
2 ∈ [n+ δ, n+ 2π − δ], da nach Voraussetzung

dist(k
(0)
2 , 2πZ) > 0 (siehe Abb. 10). Sei nun C0 der gerade Pfad von k

(0)
2 über π/2 + n

Abbildung 10. Veranschaulichung der Eindeutigkeit von n = 2πm mit
m ∈ Z im Beweis von Thm. 7.2.3.

nach k
(1)
2 := π/2+n+i(π/2+ lV )α aus Thm. 7.3.4. Anhand von Abb. 10 kann man sich

außerdem klar machen, dass die Punkte k2 ∈ C0 die Bedingung dist(r2, 2πZ) ≥ δ aus
Theorem 7.3.3 erfüllen. Wir betrachten nun die Eigenwerte k1 ∈ T1(k2), die |l1| < CV,δ
erfüllen, wobei CV,δ die Konstante aus Thm. 7.3.3 ist. Nach Lem. 7.2.1(iv) handelt es
sich hierbei um eine diskrete 2πα-periodische Menge. Somit gibt es für alle k2 ∈ C0

einen Punkt r(k2) ∈ R, der nicht Realteil irgendeines Eigenwerts von T1(k2) ist und
aufgrund von Stetigkeit gilt dies auch in einer kleinen Umgebungen dieser Punkte k1.
Als beschränkte Menge in C können wir daher C0 durch endlich viele dieser Umge-

bungen Dj , j = 1, . . . , p, überdecken, sodass k
(0)
2 ∈ D1 und k

(1)
2 ∈ Dp, wobei wir die

entsprechenden reellen Zahlen r(k2) mit Rj notieren.
Zu jedem j ∈ {1, . . . , p} definieren wir mit Cj den Rand des Rechtecks

(7.52) Rj < r1 < Rj + 2πα, −CV,δ < l1 < CV,δ.

Diese Konstruktion kann man wie folgt verstehen. Aufgrund der Periodizität der Ei-
genwerte von T1(k2) schränkt man den Realteil auf eine Periode ein. Weiterhin sorgt
die Einschränkung des Imaginärteils von k1 dafür, dass keine Bandfunktion aus dem
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Rechteck herauslaufen kann nach Thm. 7.3.3.
Wir wollen nun Lem. 7.3.2 auf die Gebiete Dj und Konturen Cj anwenden und prüfen
dazu die Voraussetzungen. Dass σ(T (k2)) ∩ Cj = ∅, k2 ∈ Dj , ist, folgt aus der Kon-
struktion von Rj und dem zweiten Teil von Thm. 7.3.3. Weiterhin folgt, dass σ(T (k2))
innerhalb von Cj diskret und endlich ist aus Lem. 7.2.1(iv) und der Analytizität der
Bandfunktionen εi(·, k2) und Lem. 7.2.1(iii), denn nach dem Identitätssatz für holomor-
phe Funktionen kann die Nullstellenmenge der nicht-trivialen Bandfunktionen keinen
Häufungspunkt haben. Lem. 7.3.2 liefert nun, dass die Mengen

(7.53) {k2 ∈ Dj | T1(k2) hat einen entarteten Eigenwert im Inneren von Cj} ⊂ Dj

entweder identisch Dj oder diskret sind.

Nach Thm. 7.3.4 ist das Spektrum von T1(k
(1)
2 ) einfach, sodass die Menge

(7.54) {k2 ∈ Dp | T1(k2) hat einen entarteten Eigenwert im Inneren von Cp} ⊂ Dp

diskret und nicht identisch Dp ist. Aufgrund von Analytizität gilt dies sogar in jeder

Umgebung D1, . . . , Dp. Da nun der Häufungspunkt k
(0)
2 ∈ D1 ist, kann dies für die

Umgebung D1 nicht stimmen. Widerspruch.

Fall 2
(
k

(0)
2 ∈ 2πZ

)
: Ausgehend von Lem. 7.2.1(iv) folgern wir zunächst, dass das re-

elle Spektrum von T1(k
(0)
2 ) diskret und 2πα-periodisch ist. Sei außerdem C eine glatte

Kontur, die die reellen Eigenwerte von T1(k
(0)
2 ) innerhalb einer Periode einschließt und

sonst keine weiteren. Weiterhin sei D0 eine kleine Umgebung von k
(0)
2 so gewählt, dass

die in C eingeschlossenen Eigenwerte aufgrund von Analytizität auch für diese Werte
von k2 in der Kontur C verbleiben.
Durch Anwendung von Lem. 7.3.2 erfahren wir, dass die Menge

(7.55) {k2 ∈ D0 | T1(k2) hat einen entarteten Eigenwert im Inneren von C} ⊂ D0

entweder diskret oder ganz D0 ist. Da k
(0)
2 ein Häufungspunkt ist, muss die Menge ganz

D0 sein, sodass wir einen weiteren Punkt k̃
(0)
2 ∈ R \ 2πZ finden können, der dieselben

Eigenschaft hat. Damit sind wir wieder beim ersten Fall. �

Bevor wir uns den Beweisen von Thm. 7.3.3 und 7.3.4 widmen können, müssen wir
uns noch einiger Notation zu dem nicht-wechselwirkenden Fall, d.h. H(k) = H0(k),

zuwenden. Nach Gl. (6.5) und (6.11) sind die Eigenfunktionen φ
(0)
m̃,k gegeben durch

(7.56) φ
(0)
m̃,k(x) = e−ik·xψ

(0)
m̃,k(x) =

1√
|B|

exp
[
i(2πm̃ ·M−1) · x

]
und die dazugehörigen Eigenwerte sind nach (6.10)

(7.57) ε
(0)
m̃ (k) =

∣∣(2πm̃ ·M−1 + k)
∣∣2 .

Mithilfe der Definition der reziproken Gittervektoren (siehe Gl. (4.2)) lässt sich dies
umschreiben zu

(7.58) φ
(0)
m̃,k(x) =

1√
|B|

exp
[
im̃ · (b1, b2)T · x

]
=

1√
|B|

exp
[
im̃′ · x

]
,

wobei m′ = (2πm̃1)(b1/2π) + (2πm̃2)(b2/2π) =: m1(b1/2π) +m2(b2/2π). Für die spezi-
elle Wahl der reziproken Gitterbasis aus Gl. (7.8) folgt dann

(7.59) H0(k)φ
(0)
m,k =

[
(αm1 + βm2 + k1)2 + (m2 + k2)2

]
︸ ︷︷ ︸

=q+m(k)q−m(k)

φ
(0)
m,k
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mit

(7.60) q±m(k) := αm1 + βm2 + r1 ∓ l2 + i(l1 ±m2 ± r2).

Zu diesen Funktionen definieren5 wir die dazugehörigen Operatoren Q±(k), sodass

(7.61) H0(k) = Q+(k)Q−(k).

Beweis von 7.3.3. Angenommen6 δ = dist(r2, 2πZ) > 0. Dann ist nach Vor-
aussetzung l1 + m2 ∈ 2πZ, sodass |q±m(k)| ≥ |<q±m(k)| ≥ δ. Simples Nachrechnen
zeigt zudem =q+

m(k) + =q−m(k) = 2l1, woraus folgt, dass entweder |q+
m(k)| ≥ |l1| oder

|q−m(k)| ≥ |l1|. Diese Abschätzungen zusammen ergeben

(7.62) |q+
m(k)||q−m(k)| ≥ |l1|δ,

sodass auch

(7.63) ‖H0(k)−1‖ ≤ 1

|l1|δ
und ‖Q±(k)‖ ≤ 1

δ

folgt. Dies ist der Beweis für den Spezialfall V = 0.
Aus der Neumannreihen-Darstellung von H(k)−1 in Gl. (5.106) erhält man weiter-

hin die Abschätzung

‖H(k)−1‖ ≤ ‖H0(k)−1‖
∞∑
i=0

(
‖V ‖L∞(Ω)‖H0(k)−1‖

)i
(7.64)

≤ 1

|l1|δ2

δ

1− ‖V ‖L∞(Ω)/(|l1|δ)
,(7.65)

wobei |l1| > CV,δ für eine hinreichend große Konstante CV,δ ∈ 2πZ genügt, um die
Konvergenz der Reihe sicherzustellen. �

Nun stehen ein paar Vorbereitungen an, die für den Beweis von Thm. 7.3.4 not-
wendig sind. Hierzu wird für k2 die Form

(7.66) k2 = π/2 + n+ i(π/2 + lV )α

angenommen, wobei lV , n ∈ 2πZ. Wir definieren weiterhin die Menge

(7.67) Σn,lV
:= {k1 ∈ C | hm(k1, k2) = 0 für mindestens ein Paar m1,m2 ∈ 2πZ}.

Damit beinhaltet Σn,lV
diejenigen k1-Punkte, für die H0(k1, k2) nicht invertierbar ist.

Diese können wir mittels Gl. (7.59) und (7.60) explizit bestimmen zu

0 =q+
m(k)q−m(k)(7.68)

= (αm1 + βm2 + r1 − l2 + i(l1 +m2 + r2))×
× (αm1 + βm2 + r1 + l2 + i(l1 −m2 − r2))(7.69)

= (αm1 + βm2 + r1 − l2) (αm1 + βm2 + r1 + l2)

− (l1 +m2 + r2) (l1 −m2 − r2)

+ i [(l1 +m2 + r2) (αm1 + βm2 + r1 + l2)

+ (αm1 + βm2 + r1 − l2) (l1 −m2 − r2)] .(7.70)

Real- und Imaginärteil können nur dann gleichzeitig verschwinden, wenn k1 Element
der Menge

{k1 = r1 + il1 | r1 = ±l2 − αm1 − βm2, l1 = ∓(m2 + r2), m1,m2 ∈ 2πZ}.(7.71)

5Dies gelingt in einer eindeutigen Weise, da die Blochfunktionen φ
(0)
m,k eine Basis von L2(Ω) bilden.

6Im Falle, dass δ < dist(r2, 2πZ) ergibt sich die Aussage insbesondere.
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Für die spezielle Form von k2 (siehe Gl. (7.66)) können wir die Menge umschreiben in

(7.72) {r1+il1 | r1 = ±απ/2+(±lV −m1)α−βm2, l1 = ∓(π/2+n+m2), m1/2 ∈ 2πZ}.
Da lV ∈ 2πZ, kann man m1 auch durch ±lV −m1 ersetzen, woraus folgt, dass

(7.73) Σn,lV
= Σn.

Wir machen nun einige Beobachtungen zu den Mengen Σn.
Zunächst stellen wir fest, dass unterschiedliche Werte von (m1,m2) auch zu unterschied-
lichen Punkten k1 führen, da m2 eindeutig durch den Wert von l1 festgelegt ist und
folglich auch m1 durch r1, m2 fest bestimmt ist.
An der Struktur von l1 in Gl. (7.72) lesen wir weiterhin ab, dass Σn auf horizontalen
Linien in der komplexen k1-Ebene beschrieben durch =k1 ∈ π/2 + πZ liegt. Auf einer
solchen fest gewählten Linie – dies legt als den Wert m2 fest – befinden sich die Punkte
von Σn in einem gleich Abstand von 2πα verteilt.

Für den Beweis benötigt man außerdem die Menge

(7.74) Gn := (R+ iπZ) ∪
⋃
z∈Σn

(z + πα+ i [−π/2, π/2]) .

Bei dieser Menge handelt es sich um horizontale Linien, die mittig zwischen den hori-
zontalen Punkten aus Σn liegen, und vertikalen Linien der Höhe π, die mittig zwischen
zwei benachbarten Punkten aus Σn mit demselben Imaginärteil stehen. Demnach sieht
die Menge Gn wie eine Ziegelmauer aus, in der die Größe eines Rechtecks (Ziegelsteins)
dadurch festgelegt ist, dass in der Mitte genau ein Punkt von Σn liegt und alle Ziegel
ohne Zwischenraum aneinandergrenzen.

Lemma 7.3.5. Sei k1 ∈ Gn und k2 = π/2 +n+ i(π/2 + lV )α für lV , n ∈ 2πZ. Dann
gilt die Abschätzung

(7.75) |q+
m(k)q−m(k)| ≥ C|lV |

für alle m1,m2 ∈ 2πZ und eine Konstante C ∈ R+.

Beweis. Wir rechnen zunächst aus Gl. (7.60) nach, dass

(7.76) |q+
m(k)|+ |q−m(k)| ≥ |<q+

m(k)−<q−m(k)| = 2|l2| = |α||π + 2lV | ≥ C̃|lV |,

wobei C̃ = |α| bereits ausreicht. Demnach gilt entweder

(7.77) |q+
m(k)| ≥ C̃|lV |/2 oder |q−m(k)| ≥ C̃|lV |/2.

Bei genauerer Betrachtung stellen wir fest, dass

|q+
m(k)| = |αm1 + βm2 + r1 − l2|+ |l1 +m2 + r2|(7.78)

= |r1 − (l2 − αm1 − βm2)|+ |l1 − (−m2 − r2)|(7.79)

= ‖k1 − q1‖1,(7.80)

|q−m(k)| = |αm1 + βm2 + r1 + l2|+ |l1 −m2 − r2|(7.81)

= |r1 − (−l2 − αm1 − βm2)|+ |l1 − (m2 + r2)|(7.82)

= ‖k1 − q̃1‖1,(7.83)

wobei q1, q̃1 ∈ Σn. Damit können wir andererseits die Abschätzung

(7.84) |q±m(k)| ≥ dist(k1,Σn) ≥ dist(Gn,Σn) = min(π/2, πα)

ableiten, wobei die letzte Gleichheit aus der Konstruktion vonGn folgt. Beide Abschätzungen
zusammen liefern

(7.85) |q+(k)q−(k)| ≥ min(π/2, πα)C̃|lV |/2 =: C|lV |.
�
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Korollar 7.3.6. Unter den Voraussetzungen von Lem. 7.3.5 existieren Konstanten
LV > 0, sodass unter der Voraussetzung |lV | > LV der Operator H(k) invertierbar ist
und die Abschätzung

(7.86) ‖H(k)−1‖ ≤
CV
|lV |

gilt.

Beweis. Wir starten mit der Abschätzung aus Gl. (7.65),

(7.87) ‖H(k)−1‖ ≤ ‖H0(k)−1‖
∞∑
i=0

(
‖V ‖L∞(Ω)‖H0(k)−1‖

)i
,

und kombinieren diese mit Lem. 7.3.5, um

(7.88) ‖H(k)−1‖ ≤ 1

C|lV |

∞∑
i=0

(
‖V ‖L∞(Ω)

1

C|lV |

)i
zu erhalten. Nun muss die Konstante LV so gewählt werden, dass die Reihe konvergiert.
Wir bezeichnen den so bestimmten minimal zulässigen Wert von lV mit lminV ∈ 2πZ
und erhalten die finale Abschätzung

(7.89) ‖H(k)−1‖ ≤ 1

|lV |
1

C

1

1− ‖V ‖L∞(Ω)
1

C|lminV |︸ ︷︷ ︸
=:CV

.

�

Beweis von 7.3.4. Sei Tµ(k2) der Operator T1(k2) bei dem das Potential V durch
µV ersetzt wurde, sodass Tµ(k) eine 1-Parameter Familie ist, die den freien Operator
T0(k2) mit dem voll wechselwirkenden Operator T1(k2) verbindet. Da Σn so definiert
wurde, dass H0(k) nicht invertierbar ist, gilt nach Lem. 7.2.1(iii) σ(T0(k2)) = Σn. Der
Eigenraum zu k1 lässt sich aus

0 = (T0(k2)− k1)

(
v1

v2

)
(7.90)

=

(
−k1 id

−H0(0, k2) 2i∂1 − k1

)(
v1

v2

)
(7.91)

=

(
−k1v1 + v2

−H0(0, k2)v1 + 2i∂1v2 − k1v2

)
(7.92)

leicht bestimmen, da die erste Zeile v2 = k1v1 festlegt und die zweite Zeile damit zu

(7.93) 0 = −H0(0, k2)v1 + 2ik1∂1v1 − k2
1v1 = −H0(k)v1

reduziert. Diese Gleichung können wir durch die Blochwellen in Gl. (7.58) lösen, wobei
die Eigenenergien q+

m(k)q−m(k) gerade Null sein muss, d.h. die Quantenzahlen m sind
durch die Menge Σn (siehe (7.72)) festgelegt:

(7.94) Eig(T0(k2), k1) = 〈
(
eim·x

k1e
im·x

)
〉.

Nach (7.72) gehören aufgrund der Vorzeichenwahl zu jedem Wert von m zwei ver-
schiedene Werte k1 ∈ Σn, sodass wir durch Linearkombination von Eigenfunktionen zu
festem m aber unterschiedlichem k1 den Eigenraum auch durch

(7.95) 〈
(
eim·x

0

)
,

(
0

eim·x

)
〉
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aufspannen können. Also spannt die Menge aller Eigenvektoren ganz H1
per(Ω)⊕ L2(Ω)

auf, sodass das Spektrum von T0(k2) einfach ist.
Um nun von T0(k2) auf T1(k2) schließen zu können, betrachten wir den Riesz-

Projektor

(7.96) Pµ = − 1

2πi

∮
Cn

(Tµ(k2)− λ)−1dλ,

wobei die Kontur Cn den Rand eines Rechtecks (Ziegels) von Gn ablaufen soll. Für
µ = 0 haben wir eben gefolgert, dass Cn genau einen einfachen Eigenwert einschließt
und dass die Dimension des Bildes von P0 gerade Eins ist. Will man nun durch stetiges
Vergrößern von µ = 0 nach µ = 1 erreichen, dass dim imPµ größer wird, so gibt es nur
die Möglichkeit, dass ein Eigenwert in einem anderen Rechteck nach Cn hineindringt.
Dies ist jedoch nach Kor. 7.3.6 nicht möglich, da im Falle, dass k1 ∈ Cn und k2 wie
in den Voraussetzungen zum Theorem automatisch7 H(k) − 0 invertierbar ist, sodass
k1 /∈ σ(T1(k2)). �

Beispiel 7.3.7. Im Falle eines wesentlich beschränkten periodischen Potentials
V (x1, x2) = V1(x1) + V2(x2) stellen wir zunächst fest, dass die Bandfunktionen in eine
Summe εn(k) = εn,1(k1) + εn,2(k2) zerfallen, wobei εn,i(ki) die Bandfunktionen zum
eindimensionalen periodischen Schrödingeroperator H0 + V (xi) ist. Aufgrund der Mo-
notonie eindimensionaler Bandfunktionen (siehe z.B. Ref. [23] Thm. XIII.89 (e)) folgt
damit, dass die Bandextrema immer nur im Zentrum, den Mittelpunkten der Kanten
oder an den Ecken der ersten Brillouinzone auftreten können.
Insbesondere handelt es sich damit um eine endliche Menge.

7Hier ist wichtig, dass µ ∈ [0, 1], da man nur so dieselbe Konstruktion von Gn und Σn für alle µV
verwenden kann.
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KAPITEL 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir das Spektrum periodischer Schrödingeroperatoren unter-
sucht. Dazu haben wir zunächst die Theorie linearer Operatoren, der direkten Integral-
zerlegung und der Kato-Störungstheorie vorgestellt. Mittels dieser Werkzeuge wurde
es dann möglich die Bandstruktur des Spektrums herzuleiten und einige Aussagen zur
Regularität der Bandfunktionen zu treffen. Hierbei stellten wir fest, dass der eindimen-
sionale Fall, in dem man auf viele Resultate zu gewöhnlichen Differentialgleichungen
zurückgreifen kann, wesentlich einfacher zu behandeln ist, als der mehrdimensionale
Fall.
Zuletzt haben wir uns einem modernen Problem aus diesem Gebiet gewidmet; es han-
delte sich um das Verhalten von Bandfunktionen beim Übergang zu Bandlücken. Im
zweidimensionalen Fall ließ sich zeigen, dass die Bandextrema eine diskrete Menge bil-
den.

Es ist ein offener Problem, ob und falls ja, wie sich das Resultat zu den Bandextrema
im Zweidimensionalen auf höhere Dimensionen übertragen lassen. Die Konstruktion,
die wir aus Ref. [41] entnommen haben, lässt sich zumindest in der angegebenen Form
nicht auf höhere Dimensionen übertragen.
Im Zusammenhang mit der Festkörpermodellierungen sind weitere Möglichkeiten zur
Erweiterung des Schrödingeroperators das Einbauen von zufälligen Störstellen oder Ver-
unreinigungen, was die Periodizität des Systems zerstört und somit die Bloch-Wellen
Lösung hinfällig macht, aber stattdessen lokalisierte Eigenzustände im Spektrum er-
zeugt [50]. Ein weiterer interessanter Aspekt wäre der schrittweise Einbau von Kopp-
lungen zwischen dem Gitter und der Elektronen und der Elektronen untereinander
(vgl. Kapitel 2). Während Ersteres zu interessanten Phänomen wie konventioneller Su-
praleitung führt (siehe z.B. [51]), ist der zweite Punkt wichtig in der Beschreibung
bestimmter Phänomene sogenannter korrelierter Systeme (siehe z.B. [52]).
Zuletzt sei noch angemerkt, dass sich auf den Fasern des Schrödingeroperators eine
Geometrie definieren lässt, die direkte Implikationen auf physikalische Observable hat
(siehe z.B. [53]).
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ANHANG A

Der messbare Funktionalkalkül und das Spektraltheorem

Die im Rahmen stetiger linearer Operatoren bekannten Aussagen zum messbaren
Funktionalkalkül ([5], Satz VII.1.6) und Spektraltheorem für normale Operatoren ([5],
Satz VII.1.25) lassen sich auch auf Aussagen ohne die Forderung der Stetigkeit an die
Operatoren verallgemeinern.

Aufgrund des ausufernden Umfangs, den eine explizite Darstellung der Beweise für
die oben genannten Erweiterungen einnehmen würde, sollen an dieser Stelle nur die
wesentlichen Definitionen und Resultate zusammengefasst sein. Mehr Details können
beispielsweise [10] Kapitel 13, [54] Abschnitt 3.2, 3.3 und [15] 3.1, 3.2 entnommen
werden, welche auch die Quellen für die hier gewählte Form bilden.

Sei im Folgenden 0 6= H stets ein separabler C-Hilbertraum.

Definition+Satz A.0.1 (orthogonale Projektion). Ein Operator P ∈ L(H) heißt
Projektion, falls PP = P . Gilt zudem P = P ∗, dann heißt P orthogonale Projektion.
Für eine orthogonale Projektion gilt im(P )⊥ = ker(P ) und ‖P‖ ≤ 1.

Definition A.0.2 (messbarer Raum, Spektralmaß). Das Tupel (X,Σ) heißt mess-
barer Raum, wenn X eine nicht-leere Menge ist und Σ eine σ-Algebra auf X. Im Fol-
genden sei stets Σ = B(X) die Borel-σ-Algebra.
Wir definieren die Mengen

M(X,Σ) := {f : X → C | f Borel-messbar},

M∞(X,Σ) := {f ∈M(X,Σ) | f beschränkt}.
Das Tupel (M∞(X,Σ), ‖·‖∞) ist eine Banachalgebra, die abgeschlossen ist unter punkt-
weiser gleichmäßig beschränkter Konvergenz, d.h. für (fn)n∈N ⊂M∞(X,Σ) mit sup

n∈N
‖fn‖∞ <

∞ und fn
n→∞−→ f punktweise, folgt bereits f ∈M∞(X,Σ).

Eine Abbildung E : Σ→ L(H) wird Spektralmaß genannt, falls gilt:

(i) E(M) ist eine orthogonale Projektion für alle M ∈ Σ.
(ii) E(X) = id.

(iii) Für disjunkte M1,M2, . . . ∈ Σ gilt
∞∑
i=1

E(Mi)x = E

( ⊎
i∈N

Mi

)
x für alle x ∈ H.

Definition+Satz A.0.3 (messbarer Funktionalkalkül). Ein messbarer Funktional-
kalkül auf einem messbaren Raum (X,Σ) ist ein Tupel (Φ,H), wobei

Φ : M(X,Σ)→ C(H)

eine Abbildung in die Menge der dicht definierten abgeschlossenen linearen Operatoren
auf H ist, geschrieben C(H), die folgende Eigenschaften erfüllt:

(i) Φ(1X) = id.
(ii) Für f, g ∈M(X,Σ) und λ ∈ C gelten:

(a) Φ(f) + Φ(g) ⊂ Φ(f + g) und λΦ(f) ⊂ Φ(λf).
(b) Φ(f)Φ(g) ⊂ Φ(fg) und D(Φ(f)Φ(g)) = D(Φ(g)) ∩D(Φ(fg)).

(iii) Φ(f̄) = Φ(f)∗.
(iv) Falls f ∈M∞(X,Σ), dann Φ(f) ∈ L(H).
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(v) Ist (fn)n∈N ⊂M∞(X,Σ) mit sup
n∈N
‖fn‖∞ <∞ und fn

n→∞−→ f punktweise, dann

ist Φ(fn)
n→∞−→ Φ(f) im Sinne der starken Operatortopologie.

Bemerkung A.0.4. Eigentlich folgt der Punkt A.0.3(iv) bereits aus den vorange-
gangen Punkten der Definition, aber er wird benötigt, um die starke Operatorkonver-
genz sinnvoll in der Definition fordern zu können (A.0.3(v)).

Ein paar wichtige Eigenschaften des messbaren Funktionalkalkül seien im Folgenden
aufgelistet.

Theorem A.0.5. Sei (Φ,H) ein messbarer Funktionalkalkül auf einem messbaren
Raum (X,Σ), dann gilt mit f ∈M(X,Σ):

(i) Falls f−1(0) = ∅, dann ist Φ(f) injektiv und Φ
(

1
f

)
= Φ(f)−1.

(ii) Φ(f) ist normal und es gilt Φ(f̄)Φ(f) = Φ(|f |2).
(iii) Falls f ∈ M∞(X,Σ) ist, dann folgt die Stetigkeit von Φ(f) mit Schranke

‖Φ(f)‖ ≤ ‖f‖∞.
(iv) Ist f reellwertig, dann ist Φ(f) = Φ(f)∗.

Theorem A.0.6. Zu einem Spektralmaß E auf einem messbaren Raum (X,Σ) wird
durch

ΦE :M(X,Σ)→ C(H)

f 7→ ΦE(f) ≡
∫
X
f(z)dE(z)

ein messbarer Funktionalkalkül (Spektralintegral genannt) ΦE auf (X,Σ) definiert, wo-
bei

D(ΦE(f)) := {x ∈ H |
∫
X
|f |2(z)dEx,x(z)}

mit dem komplexen Maß dEx,y auf (X,Σ) durch

Ex,y(M) := 〈E(M)x, y〉 ∀M ∈ Σ

festgelegt ist und

〈ΦE(f)x, y〉 :=

∫
X
f(z)dEx,y(z), x ∈ D(ΦE(f)), y ∈ H,

den Operator ΦE(f) auf D(ΦE(f)) eindeutig festlegt. Diese Zuweisung eines Spektral-
maßes E auf ein messbares Funktionalkalkül ΦE wird durch das Spektralmaß

EΦ : Σ→ L(H)

M 7→ EΦ(M) := Φ(1M ).

umgekehrt, d.h. E = EΦE .

Wir kommen nun zum zentralen Ergebnis dieses Anhangs.

Theorem A.0.7 (Spektralsatz). Zu einem normalen Operator N auf H existiert
ein eindeutiges Spektralmaß EN auf (C,B(C)), sodass

N =

∫
C
zdEN (z).

In diesem Fall ist sogar N =
∫
C z1σ(N)(z)dE

N (z) und EN (σ(N)) = id, d.h. das Spek-
tralintegral ist in σ(N) konzentriert.
Wir bezeichnen EN als das Spektralmaß zu N .

Im Falle selbstadjungierter Operatoren kann man Spektrum auch durch die dazu-
gehörige Spektralprojektion charakterisieren:
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Korollar A.0.8. Zu einem selbstadjungierten Operator A auf H sei mit EA das
zugehörige Spektralmaß notiert. Es gilt dann:

σ(A) = {λ ∈ R|EA((λ− ε, λ+ ε)) 6= 0 ∀ε > 0}
σp(A) = {λ ∈ R|EA({λ}) 6= 0}

EA((a, b)) = 0⇔ (a, b) ⊂ ρ(A) ∀a, b ∈ R, a < b

Theorem A.0.9. Sei N ein normaler Operator auf H mit Spektralmaß EN und
f, g ∈M(C,B(C)), dann ist ΦEN (f) =: f(N) normal und es gilt

g(f(N)) = (g ◦ f)(N).
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ANHANG B

Distributionentheorie

Dieser Abschnitt orientiert sich an [3] Teil I und [5] Abschnitt VIII.5.
Die Motivation der Distributionentheorie ist ähnlich wie bei schwachen Ableitungen
den Begriff einer Funktion zu verallgemeinern. Hierzu muss man von der Charakterisie-
rung einer Funktion über ihre Funktionswerte zu einem Funktional auf einem geeignet
topologisierten Vektorraum von sogenannten Testfunktionen übergehen.
Im Folgenden sei Ω ⊂ Rn stets eine nicht-leere offene Menge.
Der Raum der Testfunktionen für Distributionen ist C∞c (Ω), wobei die Topologie auf
diesem durch die Topologie auf C∞K (Ω) – dies sind Funktionen in C∞(Ω) mit Träger im
Kompaktum K ⊂ Ω und die Topologie wird durch die trennende und filternde Familie
von Halbnormen {pK,m}m∈N mit pK,m(φ) := sup

x∈K,|α|≤m
|Dαφ(x)|, φ ∈ C∞(Ω), m ∈ N,

erzeugt– induziert wird (siehe [3] Abschnitt 2.1.1 und 2.2.1).
Zu dem eben definierten topologischen Vektorraum C∞c (Ω) kann man den topologischen
Dualraum C∞c (Ω)′ definieren und dieser ist gerade die Menge aller Distributionen ([3]
Abschnitt 3.2):

Definition B.0.1 (Distribution). Für ∅ 6= Ω ⊂ R ist eine Distribution T eine
stetige lineare Abbildung T : D(Ω)→ K.

Analog dazu kann man den Schwartz-Raum S(Ω) durch die Familie von Halbnormen
{pm,l}m,l∈N0 definiert durch

pm,l(φ) := sup
x∈Ω,|α|≤l

(1 + x2)m/2|Dαφ(x)|, φ ∈ S(Ω), m, l ∈ N0

topologisieren (siehe [3] Abschnitt 2.2.2).
Dies erlaubt die Definition der sogenannten temperierten Distributionen.

Definition B.0.2 (temperierte Distributionen). Für ∅ 6= Ω ⊂ R ist T : S(Ω)→ K
eine temperierte Distribution, falls T ∈ S(Ω)′.

Die Bezeichnung Distribution ist hierbei gerechtfertigt, da C∞c (Ω) ⊂ S(Ω) stetig
eingebettet ist ([3] Theorem 2.8) und somit auch S(Ω)′ ⊂ C∞c (Ω)′.
Eine weitere wichtige Klasse von Distributionen sind die sogenannten regulären Distri-
butionen. Hierzu stattet man L1

loc(Ω) über die Familie von Halbnormen {
∫
K |[·](x)|dx :

K ⊂ Ω kompakt} mit einer Topologie aus. Man kann dann zeigen, dass L1
loc(Ω) ⊂

C∞c (Ω)′ stetig eingebettet ist, wobei die Einbettung durch I : L1
loc(Ω)→ C∞c (Ω)′, [I(f)](φ) =∫

Ω f(x)φ(x)dx für alle φ ∈ C∞c (Ω) und f ∈ L1
loc(Ω), geschieht ([3] Abschnitt 3.2.1).

In der Physik spielt die folgende Distribution eine besondere Rolle.

Beispiel B.0.3 (Dirac’sche Delta-Distribution). Für ein x0 ∈ Ω ⊂ Rn definiert
δx0 : Cc(Ω)→ K mit δx0(φ) = φ(x0) für alle φ ∈ C∞c (Ω) eine irregeguläre Distribution
und wird als Dirac’sche Delta-Distribution bezeichnet ([3] Abschnitt 3.2.2.1).

Bemerkung B.0.4. Man trifft in der Literatur oft die irreführende Notation∫ ∞
−∞

φ(x)δ(x− x0)dx = φ(x0),
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aber dieser Ausdruck macht im Rahmen einer Lebesgue-Integration keinen Sinn und ist
motiviert durch die Tatsache, dass man die Dirac’sche Delta-Funktion auch als verall-
gemeinerte Ableitung der Heavyside-Funktion beschreiben kann. Partielle Integration
führt dann zu dem oben beschriebenen Integralausdruck.

Um den Raum der Distributionen mit mehr Struktur auszustatten definiert man
die sogenannte schwache Topologie ([5] Abschnitt VIII.1).

Definition B.0.5 (schwache Topologie). Zu einem normierten Raum V und seinem
topologischen Dualraum V ′ wird durch die Familie von Halbnormen |[·](x)| : x ∈ V eine
Topologie auf V ′ erzeugt. Wir bezeichnen sie als schwache Topologie und verwenden
die Notation σ := σ(V ′, V ).

Ausgestattet mit dieser Topologie kann man nun zeigen, dass C∞c (Ω)′ und S(Ω)′

vollständig sind, d.h. für eine Folge von Distributionen (Ti)i∈N ⊂ C∞c (Ω)′, sodass
(Ti(φ))i∈N ⊂ K Cauchyfolge für alle φ ∈ C∞c (Ω) ist, folgt, dass ein T ∈ C∞c (Ω)′ exis-

tiert, sodass Ti(φ)
i→∞−→ T (φ) für alle φ ∈ C∞c (Ω) ([3] Theorem 3.3 und 3.5). Analog

folgt dann auch das folgende nützliche Korollar:

Korollar B.0.6. ([3] Corrolary 3.2) Für eine Folge (Ti)i∈N ⊂ C∞c (Ω)′ konvergiert
die formale Reihe

∑
i∈N

Ti, d.h. es gibt ein T ∈ C∞c (Ω)′, sodass
∑
i∈N

T (φ) in K für alle

φ ∈ C∞c (Ω) gegen T (φ) konvergiert, genau dann, wenn
∑
i∈N

Ti(φ) für alle φ ∈ C∞c (Ω)

konvergiert.

Aufgrund von Dualität kann man die isomorphe Fouriertransformation F : S(Rn)→
S(Rn) auf den Raum der temperierten Distributionen ausweiten ([3] Abschnitt 10.3):

Definition B.0.7 (Fouriertransformation). Für eine temperierte Distribution T ∈
S(Rn)′ sind die Fouriertransformation F : S(Rn)′ → S(Rn)′ und ihre Inverse F−1

definiert durch

[FT ](φ) = T (Fφ),(B.1)

[F−1T ](φ) = T (F−1φ), φ ∈ S(Rn).(B.2)

Hierzu seien noch zwei Beispiele genannt.

Beispiel B.0.8. (1) Die Fourier-Transformation der Dirac’sche Delta-Distribution

δ0 ist gegeben durch Fδ0 = (2π)−n/2I(1).
(2) Umgekehrt ist für c ∈ C die Fourier-Transformation von I(c) gegeben durch

c(2π)n/2δ0.
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