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KAPITEL 1

Einleitung und mathematische Grundlagen

Ein prominentes Anwendungsgebiet der Theorie periodischer Schrédingeroperatoren
ist die Festkorperphysik. Hierunter fallt unter anderem das Studium der Eigenschaften
von Festkorpern und ihrer theoretischen Modellierung auf der Ebene von Atomen und
Molekiilen (siehe beispielsweise [1]). So lasst sich fiir viele Materialien unter bestimm-
ten Voraussetzungen und nach Verwendung geschickter Ndherungen zum Beispiel die
Farbe, die elektrische Leitfdhigkeit und vieles mehr alleine aus der Struktur und der
Kenntnis der auftretenden Atome berechnen.

Dies ist nicht nur aus Sicht der wissenschaftlichen Forschung von Interesse, sondern
bietet auch in wirtschaftlichen wie 6kologischen Bereichen viele Moglichkeiten der In-
novation und Optimierung. Es ist daher nicht verwunderlich, dass grofies Interesse an
der Struktur und den Aussagen der zugrundeliegenden Mathematik herrscht; nicht zu
schweigen von der Bedeutung innerhalb der Mathematik (siche z.B. [2]).

Die fundamentale Grofle, die zur Berechnung der oben beschriebenen physikalischen
Eigenschaften eingeht, ist dabei das Spektrum des periodischen Schrodingeroperators,
der das Material mathematisch beschreibt. Bei einem Schrédingeroperator handelt es
sich um einen Operator der Form

A+,

wobei der Laplaceoperator A mit der kinetischen Energie des quantenmechanischen
Teilchens im Zusammenhang steht und V' ein Multiplikationsoperator ist, der zur po-
tentiellen Energie des quantenmechanischen Teilchens korrespondiert.

In diesem Kapitel werden zunéchst Grundlagen aus der linearen Funktionalanalysis wie-
derholt. Darauthin wird in Kapitel 2| die Form des periodischen Schréodingeroperators
aus der Festkorperphysik motiviert. Die wichtigsten Begriffe zum Spektrum eines Ope-
rators und weitere mathematische Werkzeuge, die fiir die Bestimmung des Spektrums
hilfreich sind, werden in Kapitel [3| préisentiert.
Bevor wir in Kapitel [ und [6] grundlegende Eigenschaften des Spektrums periodischer
Schrodingeroperatoren im eindimensionalen bzw. mehrdimensionalen Fall herleiten,
stellen wir in Kapitel [4] die wesentlichen Begriffe zur Charakterisierung der Periodi-
zitdt in einem Kristall vor.
Ein weiteres modernes Problem zum Rand des Spektrums zweidimensionaler periodi-
scher Schrédingeroperatoren wird in Kapitel [7] vorgestellt. Schlieflich endet diese Arbeit
mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick in Kapitel

Zur Zitierweise: In dieser Arbeit werden zu Beginn jedes Abschnitts die Quellen
genannt, an denen sich der jeweilige Abschnitt orientiert. Im Falle, dass einzelne Aus-
sagen, Definitionen oder Beweise aus anderen Quellen entnommen sind, werden diese
an gegebener Stelle in Klammern referenziert.

1.1. Die Fourier-Transformation

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht auf Ref. [3] Kapitel 10, Ref. [4] Kapitel IX,
Ref. [5] Kapitel V und Ref. [6] Kapitel 3.



1.1. Fourier-Transformation

Fiir die Bestimmung des Spektrums partieller Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten — wie sie in Schrodingeroperatoren der Quantenmechanik oft vorkommen
— ist die Theorie der Fourier-Transformation ein sehr niitzliches Hilfsmittel. Wir wollen
ihr daher diesen besonderen Platz einrdumen und einige wichtige Erkenntnisse hierzu
rekapitulieren.

Die Fourier-Transformation sei zunsichst auf dem Banachraum (L'(R"),\), n € N,
definiert, wobei A das Lebesgue-Maf} bezeichne.

DEFINITION+SATZ 1.1.1 (Fourier-Transformation auf L'). Die Abbildung
F: LY(R™) = (Co(R™), [|]lo0)
(1.1) f=1

wobei f(k) 1= (2m)~"/? Jan f(z)e ™ *dz, k € R™, ist eine wohldefinierte stetige lineare
Abbildung. Es gilt zudem fiir alle f,g € L'(R"):
(i) Fir a € R™ gilt

( )k: k—a) Yk € R
F(f(-—a)) (k) =e "k f(k) Vk € R

(ii) Sei A > 0, dann ist F (f(5)) (k) = N F(\E) VEk € R™.
(iii) f*g € LY(R") und F(f g) = (2n)"2f§ Vk € R™, wobei  die Konvolution

bezeichnet.

(iv) Falls die Abbildung = — h(z) := z;f(z) fiir ein j € {1,2,...,n} in LY(R")
liegt, so ist f stetig partiell nach k; differenzierbar mit 0; f ( ) = —ih(k) Vk €
RTL

(v) Falls f € CY(R") N L'(R") und die Abbildung z — h(z) := 9;f(x) fiir ein
je {1,2, ...,n}in Ll(IR{”) liegt, so st ik; f (k) = h(k) Vk € R™.
(Vi) Jn f(2)g(2)de = [ 9(2)f ()dz.
(vii) Falls f,g € Cp(R™) N Ll(R”) und f,§ € L'(R"), dann ist £(0) fpn §( =
0) fgn f(2)da
BEMERKUNG 1.1.2. Alternativ kann man die Fourier-Transformation auch zunéchst
auf dem Schwartz-Raum S(R™) C L'(R") definieren. Auf diesem Raum ist die Fourier-
Transformation bijektiv und man kann sie dann nicht nur eindeutig zu einer Bijektion
auf L2(R") fortsetzen, sondern auch zu einer Bijektion auf dem Raum der temperier-
ten Distributionen S’(R™) erweitern (siehe z.B. [4] Abschnitt IX.1, [3] Teil I oder [6]
Abschnitt 3.1). In Appendix [B|sind die wichtigsten Ergebnisse fiir diese Arbeit zusam-
mengestellt.

Man kann beweisen, dass die Fourier-Transformation auf L!(R") injektiv aber nicht
surjektiv ist ([6], Theorem 3.1.15), weshalb eine geschlossene Integralformel fiir die
inverse Fourier-Transformation nur unter bestimmten Bedingungen existiert.

THEOREM 1.1.3. Sei f € L*(R™) N Cy(R™) und f € L*(R™), dann gilt

_ ; ik-x f n
(1.2) flz) = L /Rne f(k)dk Yz e R™
THEOREM 1.1.4. Sei f € LY(R™) N L2(R"), dann gilt
* p _ 1 ik-x f
(1.3) Ff@) = oy /R e ()b

fast diberall.



Kapitel 1. Grundlagen

Es existiert eine eindeutige unitére Fortsetzung der Fourier-Transformation auf dem
fiir viele Schrodingeroperatoren grundlegenden Hilbertraum L2(R™):

THEOREM 1.1.5. Zur Fourier-Transformation F existiert eine eindeutige unitdre
Fortsetzung (ebenfalls mit F bezeichnet) F : L*(R") — L?*(R™) und es gilt die soge-
nannte Plancherel-Identitdt

[ iwpa= [ (5@ v e 2.

Leider kann die L?-Fourier-Transformation nicht mehr die einfache Integral-Darstellung
aus Definition haben, da L?(R") \ L'(R") # @. Alternativ kann man die L>-
Fourier-Transformation fiir r > 0, f € L?(R") und k € R" durch den folgenden Grenz-
wert, darstellen:

Fo(F)(k) = (2m) "2 / e () da
~(0)
(1.4) Tim [[F(F) = F(F)lp = 0.

Dies folgt aus Theorem da F.(f) = F(fr) mit f, := flp ) € L*(R") N L*(R")
und f, =% f in L*(R").

Die wesentlichen Zusammenhénge zur Fourier-Transformation sind in Tabelle
zusammengestellt.

Fourier-Transformation Eigenschaften Darstellung

F : LY(R™) — Co(R™) | injektiv, nicht surjektiv Gleichung (1.1

F: L*(R") — L*(R") bijektiv, isometrisch Gleichung
F:S(R") — S(R™) bijektiv Gleichungen (1.4),(1.2)
F:S(R") — S(R™) bijektiv Gleichungen (B.1)),(B.2)

TABELLE 1. Eigenschaften der Fourier-Transformationen.

1.2. Lineare Operatoren

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht im Wesentlichen auf Ref. [3] Kapitel 20, Ref. [7]
und Ref. [8].

Die mathematische Beschreibung eines Teilchens in der Quantenmechanik nach der

Kopenhagener Deutung (siehe z.B. [9]) erfolgt iiber sogenannte Wellenfunktionen, wel-
che als Wahrscheinlichkeitsamplitude interpretiert werden.
Ein Teilchen, welches sich im R™, n € {1,2,3} befindet, wird demnach durch ein Ele-
ment des Hilbertraums (L?(R™, \), {-,-)) beschrieben, wobei A das Lebesgue-Maf} be-
zeichne. Um physikalische Messgrofien und Eigenschaften oder die Dynamik des Teil-
chens beschreiben zu kénnen, benotigt man die folgenden Definitionen.

Sei von nun an H stets ein C-Hilbertraum.

DEFINITION 1.2.1 (Linearer Operator). Die Abbildung A : D(A) — H heifit (li-
nearer) Operator auf H, falls D(A) C H ein Untervektorraum ist und A eine C-lineare
Abbildung ist, d.h.

A(athy + Bio) = a Ay + BAYy Vb1, 1py € H Vo, € C.

Der Teilraum D(A) wird als Domdne von A bezeichnet.
Ist D(A) C H dicht, so nennt man A dicht definiert.

3



1.2. Lineare Operatoren

BEMERKUNG 1.2.2. Im Falle, dass der linearer Operator A : D(A) — H injektiv
ist, d.h. ker(A) = {0}, existiert ein linearer Operator B : D(B) — H mit BAx = x
fiir alle x € D(A), wobei D(B) = im(A). Der Operator B ist wegen der Linearitét von
A wohldefiniert und eindeutig aufgrund der Injektivitdt von A. Er wird als inverser
Operator von A bezeichnet.

DEFINITION 1.2.3 (Erweiterung/Einschrankung einer Operators). Seien A, B linea-
re Operatoren in H. Man nennt B eine Erweiterung von A, symbolisch A C B, falls
D(A) C D(B) und Az = Bz fiir alle z € D(A). Umkehrt heifit A auch Einschrinkung

von B und man schreibt A = B|p4).

BEISPIEL 1.2.4. Wir betrachten den C-Hilbertraum H = (L?((0,1),\), (-, -)) und die
linearen Operatoren A; : D(A;) — H, i = 1,2, gegeben durch A;¢(x) := %1/1(@ Y €
D(A;) Vz € (0,1), wobei

D(Ay) :={¢ € H | ¢ stetig,supp(¥)) C (0,1)}
und )
D(As) = { € H | =) € H}.
Offensichtlich gilt D(A;) € D(A2) € H und A; C As.
Innerhalb der Quantenmechanik werden Messgréfien durch selbstadjungierte Opera-
toren auf einem Hilbertraum représentiert, da Messgrofien reell sind und das Spektrum
solcher Operatoren reell ist (siehe Kapitel [3| Abschnitt .

Bevor wir zum Begriff der Selbstadjungiertheit gelangen, bendtigen wir den sogenann-
ten adjungierten Operator.

DEFINITION+SATZ 1.2.5 (Adjungierter Operator). Sei A ein dicht definierter Ope-
rator in ‘H, dann existiert ein eindeutiger Operator A* auf H, sodass

(1.5) (x, Ay) = (A*z,y) V€ D(A*) Yy € D(A)
gilt. Die Doméne von A* sei dabei durch
(1.6) D(A*) :=={z e H | IC; < o0, sodass |(z, Ay)| < Cy|ly|| Yy € D(A)}

gegeben und A* wird als der zu A adjungierte Operator bezeichnet.
Der Operator A* ist maximal innerhalb der Menge

B:={B:D(B)—H| (x,Ay) = (Bzx,y) VYax € D(B)Vye D(A)},
d.h. B C A* fiir alle B € B.

BEwEIs. Mithilfe der Eigenschaften des Skalarprodukts sieht man sofort ein, dass
D(A*) ein linearer Unterraum von # ist und offensichtlich 0 € D(A*).
Sei x € D(A*) ein beliebiges festes Element in H und man betrachte die lineare Ab-
bildung T, pca) : D(A) — C definiert durch T, p(a)(y) := (Ay,x) Vy € D(A). Der
Operator T}, p(4) ist wegen Gl zudem noch beschréinkt durch |, p4)(y)| < Cely|
fiir alle y € D(A). Also existiert aufgrund der Dichtdefiniertheit eine eindeutige lineare
Fortsetzung T, von T, p(ay € D(A)', sodass T, € H' und ||T,|| = || T, pall ([5] Satz
I1.1.5).
Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz (|5] Theorem V.3.6) existiert ein eindeu-
tiges x* € H, sodass Ty (y) = Ty p(a)(y) = (y,2*) Yy € D(A).
Wir definieren nun A* eindeutig durch A*x := x*; die Linearitdt von A* folgt sofort
aus der Sesquilinearitit des Skalarprodukts.
Der Operator A* erfiillt dann per Konstruktion die GI. .

Sei B € B, dann ist D(B) C D(A*) aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und
wir finden fiir x € D(B), dass (Bz,y) = (x, Ay) = (A*z,y). Damit gilt Bx — A*z €
D(A)* = {0}, da A dicht definiert ist. Somit folgt B C A*. O

4



Kapitel 1. Grundlagen

LEMMA 1.2.6. Sei A ein dicht definierter Operator in H, dann gilt
(imA)t = ker A*.
BEWEIS. Sei y € (imA)*+. Es gelten dann die Aquivalenzen
0= (y,Az) Vz € D(A)
— y € D(AY), 0= (A%y,z) Vz e D(A)
— A*y=0.
Die letzte Aquivalenz begriindet sich dadurch, dass A dicht definiert ist. O

LEMMA 1.2.7. Ist A ein dicht definierter injektiver Operator auf H mit dichtem

Bild imA C H, dann ist der zu A adjungierte Operator A* invertierbar. Die Inverse ist
gegeben durch

(A*)—l — (A_l)*.
BEWEIS. Nach Lemma ist {0} = (imA)L = ker A*, also ist A* injektiv und
besitzt eine eindeutige Inverse (A*)™1 mit D((A*)™!) = imA*.
Es bleibt zu zeigen, dass D((A*)™!) = D((A™1)*) und (A*)" 'z = (A~Y)*z fiir z in der
gemeinsamen Doméne.
Sei x € D((A*)7!) = imA*, d.h. 3 2’ € D(A*) mit z = A*2’ bzw. (A*) "1z = 2/. Wir
berechnen fiir beliebiges y € D(A™1)
|, A7ly)| = [(A", Ay)| = (2, AAT )| < [l2 iyl = |(A") ]| lyll.

—— —_——

eD(A) =:Cz<o0
Nach Gl. (1.6) ist somit = € D((A~1)*)

Ist andererseits € D((A71)*) und y € D(A™!) = imA mit Urbild 2’ € D(4), d.h.
Ax’ =y, dann gilt

(1.7) (A (A7, al) = (A7) e, y) = (2, A7Ny) = (A1) 2, Aa') = (2,2).

Da D(A) C H dicht ist, gilt somit A*((A~!)*z) = z, also € imA* und (A~1)*z =

(A" 1z, O
Zur weiteren Charakterisierung von Operatoren folgen nun weitere Definitionen.

DEFINITION 1.2.8 (Graph eines Operators, abschlieSbar /abgeschlossene Operatoren
und Abschlieung). Sei A ein Operator auf H.

(i) Wir definieren den Graphen von A, symbolisch I'(A4), durch
I'A) :={(z,y) e H xH |z € D(A), y = Az}

(ii) Der Operator A heifit abgeschlossen, falls I'(A) C H x H abgeschlossen ist.
(iii) Wir nennen A abschlieftbar, wenn I'(A) der Graph eines (dadurch eindeutig

bestimmten) Operators A in H ist. Der Operator A wird als Abschliefung von
A bezeichnet.

Der wesentliche Unterschied zwischen abgeschlossenen und stetigen Operatoren be-
steht darin, dass im Falle eines stetigen Operators A aus der Konvergenz von (z,)nen C
D(A) bereits die Konvergenz der Bildfolge (Ax),)nen folgt.

Aquivalente Darstellungen der Definitionen werden im Folgenden gegeben.

PROPOSITION 1.2.9. Sei A ein Operator auf H.
(i) A ist abgeschlossen genau dann, wenn fir jede Folge (xy)nen C D(A) mit

n—oo

Tn =3 z € H und die Bildfolge (Axp)neny mit Az, — y € H folgt, dass
x € D(A) und Az = y.



1.2. Lineare Operatoren

(it) Das Paar (D(A), ||| 5) mit ||z| 4 = ||z||+]||Az|| Yz € D(A) ist ein Banachraum
genau dann, wenn A abgeschlossen ist.

(iii) A ist abschliefbar genau dann, wenn fir jede Null-Folge (zy)neny C D(A) und
Bildfolge (Axy)nen mit Axy, "=y e H folgt, dass y = 0.

BEWEIS. Zu (i): Folgt sofort aus der Definition.
Zu (ii): A ist abgeschlossen genau dann, wenn I'(A) C H x H abgeschlossen und somit
auch vollstandig ist ([5] Lemma I.1.3). Wegen ||(x, Az)||,, 5 = ||2] 4 filr alle z € D(A)
ist dies dquivalent zur Vollsténdigkeit von (D(A), ||]| 4)-
Zu (iii): Angenommen A ist abschlieSbar. Sei (z,,)neny € D(A) C D(A) eine Nullfolge.

Wegen Az, = Az, =3 y € H folgt aus (i), dass y = A0 = 0.
Wir miissen zeigen, dass ['(A) der Graph des Abschlusses A ist, falls dieser existiert.
Der Operator A hat als Doméne offensichtlich

D(A) :={x € H: Iwp)nen C D(A), z, = x, Az, —3

I
e
8

Damit A wohldefiniert sein kann, muss fir Az = y der Wert y unabhiingig von der
Folge (zp)nen € D(A), 2, =3 z, sein. Hierzu sei (2/,)neny € D(A), 2, =3 x und
Ax!, =% /| eine weitere Folge. Es ist zu zeigen, dass y = 3. Dies ist tatsichlich der
Fall, denn aus li_>m xn, — x,, = 0 folgt y — ¢’ = 0 nach Voraussetzung.

n oo
Die Linearitit von A folgt aus der Linearitiit von D(A) und der Linearitit des Limes.

Es fehlt also noch die Abgeschlossenheit von A. Sei dazu (z,y) € I'(A) und

(2n)nen C D(A), x, Sy, Az, X y.

Wir miissen zeigen, dass z € D(A) und Az = y. Fiir alle n € N finden wir passende
z!, € D(A), sodass
Jarn = | + [ — Aa ]| <
Damit gilt 2/, =% z und Az!, "=3 y, also z € D(A) und y = Az. O
Es folgen weitere Eigenschaften zur Struktur von Operatoren.

THEOREM 1.2.10. Sei A ein dicht definierter Operator auf H. Dann gilt:
(i) Fir einen Operator B auf H gilt: A C B = B* C A*.
(ii) A* = A*.
(iii) A ist abschliefbar genau dann, wenn A* dicht definiert. In diesem Fall ist
A= (A% = A,

Wir wollen uns nun den Klassen von Operatoren zuwenden, die in dieser Arbeit
eine zentrale Rolle einnehmen werden. Hierbei sind dicht definierte Operatoren die
Grundlage, da wir in einem solchen Fall von einem eindeutigen adjungierten Operator
sprechen konnen (siehe Satz .

Der Begriff der Selbstadjungiertheit ist d&hnlich zu dem aus der linearen Algebra, aber
weist einige Besonderheiten in unendlich-dimensionalen Hilbertraumen auf.

DEFINITION 1.2.11 (Symmetrischer, selbstadjungierter und wesentlich selbstadjun-
gierter Operator). Sei A ein dicht definierter Operator auf H. Dann heifit A
(i) symmetrisch, falls (Az,y) = (x, Ay) Vx,y € D(A) oder dquivalent: A C A*,
(ii) nmormal, falls A abgeschlossen ist und AA* = A*A,
(iii) selbstadjungiert, falls A = A*,
(iv) wesentlich selbstadjungiert, falls A symmetrisch und A selbstadjungiert ist (zur

Wohldefiniertheit siche Korollar [1.2.12(1)]).
6



Kapitel 1. Grundlagen

KOROLLAR 1.2.12. (i) Sei A ein symmetrischer Operator auf H, dann ist A
abschlieffbar und es gilt A = A** und A ist ebenfalls symmetrisch.
(ii) Ist A ein dicht definierter und abschlieflbarer Operator auf H, dann gilt (Z)* =
A*.
(iii) Falls A wesentlich selbstadjungiert ist, gilt A* = A** = A.
(iv) Ein selbstadjungierter Operator ist insbesondere wesentlich selbstadjungiert.
(v) Wesentlich selbstadjungierte Operatoren besitzen eine eindeutige selbstadjun-
gierte Erweiterung, ndmlich ithren Abschluss.
(vi) Sei N ein normaler Operator, dann ist D(N) = D(N*) und |[Nz| = ||[N*z||
fir alle x € D(N).

BEWEIS. Zu (i): Da der adjungierte Operator eines symmetrischen Operators auch

dicht definiert ist, folgt mit Satz dass A abschlieSbar ist mit A = A**. Nach
Satz[1.2.10[i) folgt somit aus A C A*, dass A** = A C A*. Damit folgt die Symmetrie
von A aus Satz|1.2.10[i)} denn A ¢ A* induziert A = A** C (4)".

Zu (ii): Erneut folgern wir mittels Satz dass aus A C A auch (Z)* C A*
gilt. Es fehlt nun zu zeigen, dass A* C (E)* Sei hierzu x € D(A*) und y = A*x. Sei

weiterhin 2/ € D(A) und (z,)neny € D(A) mit 2, —3 2/ und Az, =3 Az’. Es folgt

(y, o'y = (A*z,2') = nli_g)lo(A*x,:cn} = nli_)ngl(}(:v,Axn) = (z, Ax').

Damit ist 2 € D((4)") und y = (4)" .

Zu (iii): Dies folgt sofort aus|(i)| und

Zu (iv): Dies folgt ebenfalls aus|(i)| und

Zu (v): Nach |(ii)| und |(iii)| ist mit dem Abschluss A eine selbstadjungierte Erweiterung
von A gegeben.

Sei B eine selbstadjungierte Erweiterung von A, dann gilt nach Satz|1.2.10(1); B* C A*
und A** < B**. Mit (iii)| folgt dann B = B* C A* = A* C B* = B, also B = A* = A.
Zu (vi): Siehe [10], Theorem 13.32. O

Innerhalb der Quantenmechanik werden physikalische Messgrofien wie die Energie
eines Teilchens oftE| durch selbstadjungierte Schrodingeroperatoren reprisentiert (siehe
z.B. [9]). Die bisherigen Ergebnisse zur Charakterisierung dicht definierter Operatoren
sind in Tabelle [2] dargestellt. Wir présentieren noch eine wichtige Eigenschaft selbstad-
jungierter Operatoren.

LEMMA 1.2.13. Sei A: D(A) — H ein dicht definierter Operator und T : H — H
ein linearer stetiger Operator. Dann gilt (TA)* = A*T™.

BEWEIS. Es gilt D(A*T*) = {f € H | T*f € D(A*)}. Sei nun f € D(A*T*) und
g € D(TA), dann ist (A*T*f,g) = (T*f,Ag) = (f,TAg) und somit A*T* C (TA)*
nach Satz [[.2.5
Sei nun f € D((TA)*) und g € D(T'A) = D(A). Dann gilt ((TA)*f,g) = (f,TAg) =
(T*f, Ag), weshalb T*f € D(A*) und somit f € D(A*T*). Schliefllicht folgt (T'A)* =
A*T™. U

Die Eigenschaft eines Operators selbstadjungiert zu sein, hidngt entscheidend von
der Doméne des Operators ab. Der folgende Satz gibt dquivalente Formulierungen von
Selbstadjungiertheit.

Um Allgemeinen wird es sich um selbstadjungierte Operatoren (Hamiltonoperatoren) handeln, die
auf einem dem Problem zugeschnittenen Hilbertraum operieren. Da das quantenmechanische Teilchen,
das wir in dieser Arbeit betrachten, im Kontinuum R™ lebt, handelt es sich bei dem Hamiltonoperator
insbesondere um einen Schrédingeroperator (siehe Kapitel .
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1.3. kinetische Energie

] A dicht definierter Operator in H \

Eigenschaften Folgerungen
A A* = A*
A abschlieSbar A* dicht def., (4)"=A* | AC A= A"
A symmetrisch A abschlieSbar AC A=A C A*
A abg. und symm. A=A= A" C A
A wesentlich selbstadj. | A eind. selbstadj. Erweit. | A C A = A* = A*
A selbstad]. A=A=A" = A*

TABELLE 2. Folgerungen, die sich aus bestimmten Eigenschaften dicht
definierter Operatoren in H ergeben.

THEOREM 1.2.14. Sei A ein symmetrischer Operator auf H, dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(i) A= A*,
(ii) A = A und ker(A* i) = {0},
(iii) im(A £ i) = H.
LEMMA 1.2.15. Fir einen symmetrischen Operator A auf H gilt
im(A+i) =im (A+1).

BEWEIS. "C”: Sei y* € im(A +1), dann existiert eine Folge (z,)nen C D(A),
sodass y* = lim yF, wobei (y )nen := (Az, + 02y )nen. Zudem gilt
n—oo

Hyﬁ - yiH2 = [[A(zn — zm) £ i(zn — wm)”Q = [|A(zn — xm)Hz + llzn — meZ
fiir alle n,m € N. Damit sind (Axy,)nen, (Zn)neny C H ebenfalls Cauchyfolgen. Es folgt
T, =z € H, Az, =3 Az € H und damit y*F = Az + iz € im(4 £4).
7 D”: Dieselbe Argumentation funktioniert auch umgekehrt. O

Hieraus lassen sich nun auch Formulierungen fiir die Aquivalenz von wesentlicher
Selbstadjungiertheit eines Operators formulieren.

KOROLLAR 1.2.16. Sei A ein symmetrischer Operator auf H, dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) A ist wesentlich selbstadjungiert,
(i1) ker(A* 1) = {0},
(iii) (A £1) = H.
BEWEIS. A ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn A (symmetrisch und)

A selbstadjungiert ist. Nach Korollar bedeutet dies A = A~ = A*. Die
Aquivalenzen folgen nun mittels Satz|1.2.14| und Lemma |1.2.15 ]

1.3. Der kinetische Energie-Operator

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht im Wesentlichen auf Ref. [11] und Ref. [12]
Abschnitt 9.7 und 9.8.

Auch wenn es viele physikalische Experimente gibt, die mittels der klassischen
Newton-Mechanik oder Maxwell-Elektrodynamik nicht erklért werden konnen, so ent-
halten sie doch viele Prinzipien, die essentiell in der Physik sind, und liefern Erklarungen
fiir Experimente auf bestimmten Grofienskalen.

Es ist daher nicht verwunderlich, dass die klassische Mechanik in ihrer Hamilton-
Formulierung einige Ahnlichkeit zur Quantenmechanik aufweist und das Noether-Theorem
die Form des Impulsoperators p festlegt; dieser ist gegeben durch p := %V und nach

8



Kapitel 1. Grundlagen

der klassischen Formel fiir die kinetische Energie ist der kinetische Energie-Operator
Hy = ﬁ]ﬂ = —%A, wobei m die Masse des quantenmechanischen Teilchens und A
das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum bezeichnet.
Uns begegnen nun zwei Probleme:
1. Wie definiert man partielle Ableitungen auf L?(R™)?
2. Kann man sicher stellen, dass der Impuls- und kinetische Energie-Operator selbst-
adjungiert sind?
Auf beide Fragen kann man zufriedenstellende Antworten finden und diese wollen wir
nun erarbeiten. Der kinetische Energie-Operator ist der erste Bestandteil des periodi-
schen Schrodingeroperators, der in dieser Arbeit als zentrales Thema behandelt wird.
Ein guter Ausgangspunkt fiir den kinetischen Energie-Operator ist sicherlich der
Operator

A:CP(R™) — L*(R")

(1.8) F —;;Af.

Dieser ist wegen C2°(R"™) C L?*(R™) dicht nicht nur wohldefiniert, sondern auch dicht
definiert. Mittels der zweiten Greenschen Identitéit (partielle Integration im Mehrdi-

mensionalen) sieht man zudem schnell ein, dass A symmetrisch ist.
Da C°(R") C L'(R") ist, kann man die Fourier-Transformation (Definition [1.1.1)) und

Satz verwenden, um die Gleichung
h2
(1.9) (FA)(K) = 5[k (Ff)(k) Vf € CERY), kR

zu finden. Wegen C°(R™) C L%(R") kann man die Fourier-Transformation auch inver-
tieren und wir erhalten

(1.10) —~A=F oM, ppoF,

wobei My den Multiplikationsoperator mit f bezeichnet.
Diese Form des Laplace-Operators erlaubt uns schrittweise den kinetischen Energie-
Operator auf L?(R™) zu definieren.

LEMMA 1.3.1. Der Multiplikationsoperator My, 2 =2 M : D(M) — L2(R™) mit
D(M) :={f € L>(R") | ||[Mf||, < oo} ist dicht definiert und selbstadjungiert.

Beweis. Offensichtlich gilt C2°(R™) C D(M) und demnach ist M dicht definiert.
Seien f,g € D(M), dann folgt aus einfacher Rechnung (M f, g) = (f, Mg); also ist M
symmetrisch, d.h. M C M*.

Sei nun g € D(M?*), d.h. es gibt ein C; < oo mit [(g,Mf)| < Cyl fll, fir alle
f € D(M). Wir wéhlen speziell fiir ein festes » > 0 die Abbildung gegeben durch
fr(k) = |k[Pg(k)1p,0)(k)1p,(0)(g(k)) fiir alle k& € R™ Damit ist offensichtlich f, €
D(M) und simples Einsetzen zeigt zusammen mit der Symmetrie von M, dass || f.||3 =
(g, M f)| < Cyllfrlla, d.h || fr]ly < Cy. Offensichtlich konvertiert |f-|? im Grenzwert
r — oo punktweise gegen |Mg|? und aufgrund des Satzes von der monotonen Konver-

9 r—00

genz folgt || f-||3 = || Mg||3 < C;, wobei die Ungleichung aus sup|| fy||, < Cy resultiert.
reR

Damit ist also g € D(M) und wir haben M* C M, also insgesamt M = M*. O

Nun sind wir in der Lage den kinetischen Energie-Operator zu definieren, um darauf-

hin zu zeigen, dass er tatsachlich selbstadjungiert ist und zudem noch eine Erweiterung
von A.



1.3. kinetische Energie

DEFINITION 1.3.2 (kinetische Energie-Operator). Sei Hy : D(Hp) — L?(R™) der
Operator gegeben durch

h2
(1.11) Hy:= 5~ F~ "My 2 F

mit Doméne
(1.12) D(Ho) := {f € L*(R") | || My 2 (F )2 < o0}
Hy wird als kinetischer Energie-Operator bezeichnet.
KOROLLAR 1.3.3. Der Operator Hy ist selbstadjungiert und A C Hy (siehe (1.8))).

BEWEIS. Durch kurze Betrachtung stellt man fest, dass D(Hy) = F~'D(M) (Lem-
ma/l.3.1) gilt. Da die Fourier-Transformation unitér ist und D(M) C L2(R") dicht liegt,
ist Hg dicht definiert.

Wegen Gleichung ist zudem A C Hj.

Nach Lemma [T.2.13] und [T.3.7] gilt

(1.13)  H§ = hi(rle)* = hi}"*l(]-“*lM)* h—]—“ "M*F = h—Q}“ 'MF
' O om ©2m N

(1.14) = H.

Zuletzt zeigen wir, dass Hy die selbstadjungierte Erweiterung von A ist.

THEOREM 1.3.4. Der Operator A (definiert in (1.8))) ist wesentlich selbstadjungiert
und es gilt A = Hy.

BeEwers. Nach Korollar [1.2.16| und Lemma ist A wesentlich selbstadjungiert
genau dann, wenn ker(A* 4 14) = im(A F4)* = {0}. Sei nun g4 € im(A + i)+, d.h. fiir
feD(A) = CSO(R") gilt

(1.15) = ((ALi)f, g+) | Thm. [1.1.5]
(1.16) = (F(ALxi)f, Fgs) | G1.
(1.17) = <<2m |- ]2 iz’) ]-"f,]-"gi> ‘Lem. 1.3.1

(118) —<H(%JP¢QF%>

Da C°(R™) C L*(R") dicht und F unitér ist, folgt aus Gl. (1.18), dass

(1.19) (|- F1i)Fgx =0.
Wegen || - |2 Fi| > 1ist Fgp =0, also g =0.
Wir wollen nun A = Hj zeigen, d.h. fiir beliebiges f € D(Hj) bendtigen wir eine Folge

(fL)peny C CZ(R™), sodass Lh_{Y;OHf — frlla =0 und

h2
(1.20) lim ‘Hof— ( fL> =
L—oo
Sei n € C°(R™) mit supp(n) C B1(0), n > 0 und ||n|; = 1.
Hieraus definieren wir eine weitere Parameter-abhéngige Funktion 1, := L"n(L-) €

Ce(R™), L € N, mit supp(nz) C By,(0) und [jn,|l; =1 fiir alle L € N.
Wir definieren aufierdem f; := n; *f. Aufgrund der Konvolution mit einer CZ°-Funktion
gilt zudem fr, € C*>°(R™) (siehe [13] App. C Thm. 7) und insbesondere

2 2
121 3 afuw) = (gt ) + ) (@) = (. Hong e = ) = (Eof. o =)
10



Kapitel 1. Grundlagen

(1.22) — (i, * Hof)(x) = (Hof)(x) Va € R,

wobei wir auflerdem die Selbstadjungiertheit von Hj verwendet haben (Kor.[1.3.3)).
Fiir die Glattung f; von f gilt bekanntermaBen (siehe z.B. [13] App. C Thm. 7) die
Konvergenz

(1.23) £ 22 f in L2(RM).

Diese Konvergenz gilt natiirlich auch fir (Hof), als weiteres geglittetes Element in
L?(R™) und man folgert

h2
(1.24) hm HHof <—2AfL>

= lim |[Hof — (Hof)rll2 = 0.
9 L—oo

Wir sind nun fast am Ziel, jedoch hat die Folge (f; ) oy keinen kompakten Triiger
Diesen kénnen wir durch eine beliebige aber feste Funktion £ € C2°(R"™) mit | Bi(0) =

1, 0< §|B onBi(0) <1 und 'S|]R"\B =0 (siehe Abb . ) mittels

(1.25) fyr=¢€(5) ful) € CERY), LeN

realisieren. Offensichtlich ist dann nach dem Satz von Beppo-Levi auch

(1.26) Jim 1 = Falf < tim [ 1,0 6@ (@)Pde =0 YL EN.

Eine einfache Rechnung (Produkt— Kettenregel und A—Ungleichung) zeigt

s a5 =00 () ]+ 2 w0 (5) 55,
o) -6y o5,

(1.29) <ernglfilla+ 2cguvm|2 H(-e(5)) ar,
mit ¢1,¢co € Rund L € N. Analog zu GI. ( findet man nun

(1.29) Jim (A fys —AfLHQ —0 VLeN.

Sei nun € > 0 beliebig aber fest, dann finden wir nach Gl. (1.24]) ein L € N, sodass
HHof — (—ﬁAfL) HQ < §.Zudiesem L gibt es nach Gl. (1.29)) auch ein NV € N, sodass

H( AfN L) (—%Af]:) H2 < § und mittels A-Ungleichung folgt das gewiinschte
Ergebnls

h2
(1.30) HHDf_< o fNL)

< €.
2

1.4. Sobolev-Riume

Der Inhalt dieses Abschnitts basiert im Wesentlichen auf Ref. [5] Kapitel V.1 und
V.2, Ref. [14], Ref. [13] 1.5, Ref. [4] Kapitel IX.6 und IX.7 und Ref. [15] Kap. 7.

In Abschnitt [I.3]haben wir die selbstadjunigerte Erweiterung des Laplace-Operators
kennengelernt. Hiermit ist es uns gelungen Ableitungen fiir eine grofiere Klasse von
Funktionen zu definieren. Wir wollen dem Ganzen nun auch einen Namen geben. Sei
im Folgenden ) # Q2 C R™ stets offen.

11



1.4. Sobolev-Raume

1
% 0.5
0
-2 -1 0 1 2
X

ABBILDUNG 1. Graph der Glittungsfunktionsfunktion £, die im Beweis
von Satz [1.3.4] verwendet wird.

DEFINITION 1.4.1 (schwache partielle Ableitung). Sei f € L?(2) und a ein Multi-
Index. Falls ein g € L?(Q) existiert mit

(1.31) / f(@)DY(x)dx = al/ z)dz Yo € C°(Q)
existiert, dann heift g a-te schwache partielle Ableitung von f.
Im Folgenden sei « stets ein Multi-Index.

BEMERKUNG 1.4.2. (i) Die schwache Ableitung einer Funktion f € L?(Q) ist
eindeutig, denn fiir g1, go € L?(Q2) schwache Ableitungen gilt

(91— 92,9) = /9(91 — g2)(@)¢(x)da = (~1) /Q(f — (@)D (x)dr =

fiir alle ¢ € C°(Q), also g1 = g2 = 0, da C°(Q) C L?(Q) dicht.
Wir notieren die schwache ebenfalls wie die klassische Ableitung mit D f =
g1 = 92.

(ii) Falls f € Cl*l(Q) N L?(Q) ist, dann stimmen die partiellen Ableitungen D f
offensichtlich mit den schwachen partiellen Ableitungen iiberein.

Die Mengen schwach differenzierbarer Funktionen kénnen —ausgestattet mit den
richtigen Operationen— sehr interessante Eigenschaften haben. Sie sind insbesondere
wichtig, wenn es um die Losungen von linearen partiellen Differentialgleichungen geht.
Wir wollen uns im Folgenden damit beschéftigen.

DEFINITION 1.4.3 (Sobolev-Raum). Fiir @ # Q C R” offen ist das Tupel
(H{io0) (), () 2(0)

mit

(1.32) H™(Q) :={f € L*(Q) | D*f € L*() V|a| < m},

(1.33) Hip(Q) == {f € L,.(Q) | D*f € Li,o(Q) V]a] <m}, m €N,
(1.34) (fs 92 = Z (D*f,D*g) 121y Vf,g € H*(Q)

oo <2
ein sogenannter Sobolev-Raum.
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LEMMA 1.4.4. Sei f € H'(0,27), dann gibt es ein g € C[0,27], sodass g = f fast
tberall und

(1.35) (@) - 9(0) = [ "yt

fir alle z,y € [0, 27].

BEWEIS. Zuniichst zeigen wir den Spezialfall, dass falls f/ = 0 ist, man eine kon-
stante Funktion g als Représentant findet. Sei dazu ¢ € C.(0,27) mit fOQW Ydr = 1
fest, ¢ € C°(0,27) beliebig und fy = ¢ — ¢f02” ¢pdx € C.(0,2m). Offensichtlich be-
sitzt fy die Stammfunktion Fy € C2(0,27) gegeben durch Fy(xz) = [ fo(t)dt fiir alle
x € (0,27). Damit gilt

27 2 21

2 2
(1.36) 0=-— f'Fydr = ffodx = fodx — / ¢pdx fdz
0 0 0 0 0
2
O s
wobei ¢; 1= fo% fidx. Da ¢ beliebig war, folgt f = ¢y =: g fast iiberall auf (0, 2m).

Nun zum allgemeinen Fall. Sei g : (0,27) — C gegeben durch g(z) = [i f/(¢t)d¢ fiir
alle z € (0,2m). Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fiir y < = dann

(1.38) 9() — 9(y)| = / " p(tyde] < / Mo

y ) y s
(1.39) <o — g2 / ()Pt
(1.40) < e —y["21f Il

fiir alle z,y € (0,27). Damit ist g gleichm#Big stetig und lésst sich daher zu einer
stetigen Funktion g : [0,27] — C fortsetzen. Damit ist g zudem in L?(0,27). Es bleibt
nun noch zu zeigen, dass g € H'(0,27) mit ¢ = f’ fast iiberall. Sei dazu wieder
¢ € C°(0,2m) und dann folgt mittels des Satzes von Fubini

27 27 T 27 2m
(1.41) ¢ gdx = gi)’(a:)/ f(t)dtdr = / 1) ¢ (x)dzdt
0 0 0 0

t

(1.42) _ " Flod.
0

Damit ist f' = ¢’ fast iiberall, d.h. nach unseren Uberlegungen zum Spezialfall gibt es
einen Représentanten von f — g, der konstant ist. Diese Konstante kann man dann auf
g draufaddieren und dann ist die daraus resultierende Funktion fast iiberall gleich f
mit derselben schwachen Ableitung fast iiberall und es gilt

(1.43) @) = 1) = o)~ 9(0) = [ oL
fiir alle z,y € [0, 27]. O

Wir verkniipfen nun die Erkenntnisse aus Abschnitt mit der Definition der
schwachen Ableitung.

LEMMA 1.4.5. Sei f € L}(R"™) mit schwacher Ableitung D*f € L*(R"), dann gilt
13
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BEWEIS. Sei f, D*f € L?*(R"). Nach Theorem gilt
(1.45) (F(D“f),Fo) = (D*f,¢) = (—=1)l°l(f, D*¢) = (—1)l*N(F f, F(D*¢))

(1.46) = (=1 NFF, My et FO) = (M goige F £ F )
fiir alle » € C°(R™), wobei beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile Satz
verwendet wurde. Damit gilt F(D“f) = (M, ;ja1a © F) f. O

Somit bezeichnete die Erweiterung des Laplace-Operators (vgl. Def. [1.3.2)) nichts
anderes als den “schwachen” Laplace-Operator.

BEMERKUNG 1.4.6. Betrachten wir erneut die Domé&ne des kinetischen Energie-
Operators Hy (Def. , so lasst sich diese auch als

D(Ho) = {f € L*(R") | [|Mysjp2(F )l < o0}
= {f € L2(R") | |(id + My 2 ) (Ff)ll2 < o0}
={f e L’(R") | |Aflly < oo} = {f € L*(R") | Af € L*(R")}

umschreiben, da wegen f € D(Hyg) auch f € L*(R™) und My, ,,2(Ff) € L*(R"), also
insbesondere auch die Summe und umgekehrt: Wegen oo > [|(id + M, 52) (F f)ll2 =

Jan (L[R2 FIP(R)dk > [on ([K[*)2] | (k)dE.

KOROLLAR 1.4.7. Der Sobolev-Raum H?(R™) stimmt mit der Domdne D(Hy) (siehe
Bem. des kinetischen Energie-Operators tiberein.

BEWEIS. "C*“ Sei f € H?(R"), dann ist nach Lemmall.4.5 D f = F*M, i/ aF f €
L?(R™) fiir || < 2, also nach dem Satz von Plancherel auch My, 2 Ff € L*(R").

D% Sei f € D(Hp), dann ist

so> [ (L4 PRIk

2 Oé/ Oél Oé, ~
LS (gl e )P | 0 P

=2

> / a2 o 220 f (k) 2l = / 1o ke 2| F () 2k, o] < 2,
R™ R™

nach dem Multinomialtheorem. Die Behauptung folgt dann wieder mittels des Satzes
von Plancherel und Lemma [[.4.5] O

Im Folgenden sei @ # Q) C R” stets eine offene Teilmenge.
THEOREM 1.4.8. Der Sobolev-Raum (H?(2), (-, ) y2(q)) ist ein Hilbertraum.

Eine sehr wesentliche Eigenschaft von schwachen Ableitungen ist die Tatsache, dass
man einen echt differenzierbaren Reprisentanten findet, falls die L?-Funktion oft genug
schwach differenzierbar ist. Diese Feststellung ist im néchsten Satz formalisiert.

THEOREM 1.4.9 (Sobolev-Einbettungssatz). Seil € Nog mit 2 > 145, 2> 5. Dann
existiert zu f € H?(Q) eine Funktion g € CY(Q) mit f = g fast iiberall.

BEWEIS. Spezialfall (2 = R"):
Sei f € H?(2), dann gilt analog wie im Beweis zu Bem. m gezeigt, dass

(k) F (k) < (1+ k)5 |F (k)
14
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o]

(1.47) = (1+ [k} 717 (L + kAT 2 | (k)]
=11 (k) — fo (k)

fur alle K € R, e € R.
Nun ist [g. [f1(k)]*dk = S, [5°r" 1 (1 +r2)"3%dr < oo mit S, die Oberfliche der
n-Sphére bezeichnend genau dann, wenn n — 1+ 2(—§ — 2¢) < —1, also € > 0.
AuBerdem ist [p. | f2(k)|?dk < oo, wenn % + €+ l%‘ < 1 nach Bem.

< |l All2ll f2ll

Zusammen erhalten wir mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(f1, fo

die Bedingung, dass k — f1(k)f2(k) € LY(R"), wenn |a| < 2 — 2. Damit ist aber nach
GL insbesondere f € LY(R™)N L2(R™) und nach Lemma auch MkH(ik)af €
LY(R") N L2(R™) fiir alle [a| <1< 2—2, [ € Ny.

Die Kombination aus Theorem [I.1.3] Theorem und dem Satz von Plancherel

erlaubt uns die inverse Fourier-Transformation zu bestimmen,

1

4 T)= T
(1.48) f@) = 5ot

/ e* f(k)dk Yz e R",
Rn

wobei f € C(Q). Im Falle, dass I = 1 der oben genannten Ungleichung geniigt, definieren
wir auerdem die Vektor-wertige stetige Funktion

1
(2m)2

(1.49) o(z) = / RiR) f(R)dk V€ R

und es folgt mittels des Satzes von Lebesgue und fiir h € R, dass

fle+h) - fx)—h-g(x)

1.50 li
150 5o n

” eik-(m-‘rh) — etkr _ L. hetkT
1.51 =2m)" 2 li k)dk
(1.51) )4 Jim [ i fh)
(1.52) =0.

Demnach ist f € C'(R") und Vf = g. Dieses Argument kann nun fiir weitere [ > 1

verwendet werden, solange diese die Bedingung [ < 2 — 3 erfiillen.

Allgemeiner Fall (() # Q C R™ offen):

Sei f € H?(Q), y € Q, B.(y) C R" der abgeschlossene Ball um y mit Radius » > 0
so gewdhlt, dass K := B,(y) C Q, und ¢ € C°(Q) mit ¢|x = 1 (Eine gleichartige
Funktion haben wir bereits in Satz verwendet). Offensichtlich ist ¢f € H?(f2)
(siehe z.B. [13] I1.5.2 Thm. 1). Da ¢ f zudem in einer Umgebung von 02 verschwindet,
kann man ¢f trivial auf ganz R fortsetzen, sodass ¢f € H2(R").

Der Spezialfall garantiert nun die Existenz einer Funktion g, , € CY(R") mit g, , = ¢ f
fast tiberall.

Fiir (§,7) € Q@ x Rt mit B := B,(y) N Bi(y) # 0 ist gy, = f = gy fast iiberall auf B.
Dann ist {z € Blgy,(x) # g5,7(x)} aufgrund der Stetigkeit der beiden Funktionen eine
offene Menge, aber wir hatten bereits gezeigt, dass diese Menge auch eine Nullmenge
ist und damit muss sie leer sein. Also ist g, |5 = 95,7/ 5-

Damit ist g : @ — C, g(z) = gyr(x), falls x € B,(y) fir y € Q und 7 > 0 eine
wohldefinierte C*(Q2)-Funktion, die mit f fast iiberall {ibereinstimmt. O

Das folgende Theorem erlaubt schliellich Sobolev-Funktionen und ihre schwachen
Ableitungen durch glatte Funktionen und deren klassische Ableitungen zu approximie-
ren.

THEOREM 1.4.10. ([16]) C> N H%(Q) C H*(Q) dicht.
15



1.5. Potentielle Energie

1.5. Der potentielle Energie-Operator

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht im Wesentlichen auf Ref. [3] Kapitel 20.4 und
Ref. [15] Kapitel 2.2.

Der Ortsoperator x, der die Positionsmessung eines Teilchens représentiert, hat in
der sogenannten Ortsdarstellung, in der wir arbeiten, die folgende Form:

x(z) = zp(xz) Vi € D(x), fir fa. z e R"

(1.53) D(x) = {¢ € L*(R") |  — zyb(x) € L*(R™), i =1,--- ,n}.
Damit dieser Operator tatséichlich eine physikalische Messung darstellen kann, muss er
selbstadjungiert sein. Dies wird nun gezeigt.

LEMMA 1.5.1. Der in GI. (1.53)) definierte Operator ist selbstadjungiert.

BEWEIS. Zur Dichtheit: Fiir f € L*(R") ist (fin)men = (1p,,(0)f)men C L*(R™)

mit f,, =5 f nach dem Satz von Lebesgue. Weiterhin gilt [|& — 2; fin () ||ly < m2||f]l
fir m € Nund i = 1,--- ,n, also ist {1p,,(0)f | f € L*(R"),m € N} C D(x) C L*(R")
dicht.

Zur Selbstadjungiertheit: Der Multiplikationsoperator x ist offensichtlich symmetrisch.
Die Selbstadjungiertheit folgt nun mittels Theorem|1.2.14, da fiir f € L*(R") ein Urbild
gegeben ist durch = — leﬂf € L*(R") fiir j = 1,--- ,n, denn (z; & 1) (leﬂf(:n)) =
f(zx) fiir alle z € R™.

Das Konzept der potentiellen Energie spielt eine grofie Rolle in der klassischen Me-
chanik (Lagrange- und Hamilton-Formalismus) und der Quantenmechanik.
Wéihrend sie in der klassischen Mechanik das “Potential” eines Teilchens beschreibt
Arbeit zu verrichten und die Newtonsche Formulierung der Mechanik auch prinzipiell
ohne Potential auskommt, beschreibt die potentielle Energie in der Quantenmechanik
alle nicht-kinetischen Beitrdge zur Gesamtenergie des Teilchens und ist somit wesentli-
cher Bestandteil der Schrodingergleichung.
In vielen Fillen héngt die potentielle Energie eines Teilchens nur von dessen Position
im Raum ab. Andererseits gibt es auch einige Fille, wie z.B. in Anwesenheit von Ma-
gnetfeldern oder bei Spin-Bahn-Kopplung, wo das Potential zusétzlich vom Impuls des
Teilchens abhéngt.
In dieser Arbeit wollen wir uns nur mit potentiellen Energien beschéftigen, die allei-
ne von der Position der Teilchen abhédngen. Angelehnt an den Ortsoperator kann man
dann den potentielle Energie-Operator als Multiplikationsoperator auffassen.
Wir wollen zunéchst allgemeine potentielle Energie-Operatoren definieren und ihre Ei-
genschaften studieren.

DEFINITION4SATZ 1.5.2 (Der potentielle Energie-Operator). Sei V' € L>*(R") ei-
ne potentielle Energie-Funktion. Wir definieren den dazugehorigen selbstadjungierten
potentielle Energie-Operator durch

Vx)y(z) =V(x)yp(z) VY € D(V(x)), fir fa. 2z € R"
(1.54) D(V(x)) = L*(R™).
BEWEIS. Zur Wohldefiniertheit: Sei f € L?(R") beliebig, dann ist ||V (x)f||,

IV (x)||ooll fllo- Somit ist V(x) ein beschrénkter linearer Operator und D(V(x))
L3(R"™).

IIVAN

O

Zur Selbstadjungiertheit: Man verfihrt analog wie im Beweis zu Lemma m
16




Kapitel 1. Grundlagen

Als Schrodingeroperatoren bezeichnet man nun alle Operatoren, die als Summe aus
dem kinetischen Energie-Operator und einem potentielle Energie-Operator geschrieben
werden kénnen, also ,

h

QmA + V(x).
Solche Operatoren beschreiben in vielen Féllen die Gesamtenergie eines Teilchens unter
Einwirkung eines Potentials. Im Rahmen der Quantenmechanik ist dieser Operator
auflerdem der Generator der Zeitentwicklung, was im Zusammenhang mit dem Theorem
von Stone-von-Neumann steht (siehe z.B. Ref. [9] 3.8 und 21.11.2a).
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KAPITEL 2
Physikalische Motivation

Dieses Kapitel basiert auf der Seminararbeit und bekannten Er-

gebnissen der Festkorpertheorie, wie sie in Ref. oder zu finden sind.
Nachdem wir im vorangegangen Kapitel die mathematischen Grundlagen allgemeiner
Schrodingeroperatoren diskutiert haben, wenden wir uns in diesem Kapitel der speziel-
len Form der Schridingeroperatoren in Festkorpern zu. Ein solches System besteht aus
zahlreichen Atomerﬂ7 was eine grofle Herausforderung fiir die exakte quantenmechani-
sche Behandlung des Problems darstellt.
Um einen Kristall genauer zu verstehen, kann man chemische Verfahren anwenden, die
auf dessen Zusammensetzung schliefen lassen. In den einfachsten Fillen findet man
eine Komposition aus Atomen, deren Auftreten in ganzzahligem Verhéltnis steht, z.B.
NaCl (Kochsalz) mit Na=Natrium und Cl=Chlor.

Von den chemischen Eigenschaften wollen wir uns nun den physikalischen Eigen-
schaften zuwenden. Dabei erlauben verschiedene Experimente die Struktur der Atome
eines Festkorpers genau zu bestimmen; z.B. die Rastertunnelmikroskopie (siehe Abb. .
Alle zeigen auf, dass die Atome in einem Kristall periodisch angeordnet sind (siehe
auch ), wenn man von kleinen Abweichungen wie Storstellen oder Verunreinigun-
gen absieht.

ABBILDUNG 2. Rastertunnelmikroskopische Messung von Graphen auf
einem Kupfer-Substrat. Die Elektronendichte ist hierbei farblich ko-
diert dargestellt. Die periodische hexagonale Struktur des Kohlenstoffs
in Graphen wird hierdurch auf der Léngenskala von Atomen sichtbar.

(Quelle: [19])

Nachdem wir ein genaueres Bild vom Aufbau eines Kristalls gewonnen haben, wen-
den wir uns dem Schrodingeroperator (Hamilton-Operator) H des Systems zu. Dieser

1 S0 enthalt beispielsweise 1lcm® Kupfer etwa 10?® Teilchen.

18



Kapitel 2. Physikalische Motivation

besteht wie in Abschnitt erlautert aus einem kinetischen und einem wechselwirken-
den Teil:

p Ny p2 N
Z Lt Z Vel =%3) +D_5r+ > Vien(Xs = X))
7,j=1 =1 4,j=1
i#£j i#£]
:=H. (Elektronen) :=H}, (Atomkerne)
Ne Ng
(2.1) + DD Verxi—X;)

i=1 j=1

-~
:=H, , (Elektronen und Atomkerne)

wobei der Kristall aus N. Elektronen mit Masse m, aus N positiv geladenen Atom-
kernen mit Masse M; besteht und der Impuls-Operator p; (P;) auf das i-te Elektron
(den i-ten Atomkern) wirkt und entsprechend auch die Ortsoperatoren x; (X;) definiert
seien fiir 4 € 1,...,Ng(i € 1,...,Ny). Der potentielle Energie-Operator V; .(x; — x;)
beinhaltet die Wechselwirkung zwischen Elektronen 7,7 € 1,..., N, wobei aus Expe-
rimenten bekannt ist, dass diese nur vom Abstand der Elektronen z; — z; abhéngt.
Analog beschreibt V7., die Wechselwirkung zwischen den Atomkernen und V, 7., das
Potential fiir die Elektronen-Atomkern-Wechselwirkung.

Mathematisch préziser handelt es sich hier um einen Hamilton-Operator, der auf einem
Tensor-Produkt von L?(R")-Riumen wirkt, da jedes Elektron und jeder Atomkern in
einem eigenen L%(R")-Hilbertraum beschrieben wird.

Der exakte Hamilton-Operator aus Gl. ist aufgrund der groflen Anzahl gekop-
pelter partieller Differentialgleichungen zu kompliziert, um die dazugehorige Schrédinger-
gleichung Hvy = A\ zu l6sen bzw. das Spektrum des Operators zu bestimmen.

Wie iiblich in der Physik werden also Ndherungen notwendig und dies geschieht in die-
sem Fall in zwei Schritten.

Schritt 1:

Wir verwenden zuerst die sogenannte Born-Oppenheimer N#herung. Ausgangspunkt
hierbei ist der grofle Massenunterschied zwischen Elektronen und Atomkernen, m <
M;. In erster Ndherung bewegen sich damit die Kerne aus Sicht der Elektronen un-
endlich langsam, sodass man die Positionen der Atomkerne als feste Parameter R; €
R™ ¢ =1,..., N;, annehmen kann. Dies separiert den elektronischen Teil des Hamilton-
Operators H, von dem der Atomkerne Hj.

Wir schrianken unsere Betrachtung auf die elektronischen Eigenschaften des Kristalls
ein; diese bestimmen viele makroskopische Messgrossen und man kann Korrekturen
durch die Freiheitsgrade der Atomkerne oft nachtriglich in Form einer Stérungsentwick-
lung behandeln. Daher reduziert sich unser urspriinglicher Hamilton-Operator auf den
elektronischen Hamilton-Operator

N Ne p2 Ne Ne Nk
(22) H: ﬁ‘f’i Vee + g 5 Velon Xi — )
i=1 3,j=1 i=1 j=1
1#]

Schritt 2:

Trotz dieser ersten starken Vereinfachung ist die Kopplung zwischen den Elektronen
weiterhin eine grofle Limitation. Aus diesem Grund machen wir von der “Unabhéngige
Teilchen Approximation” Gebrauch, in der das Elektron-Elektron-Potential V, . durch
ein effektives periodisches 1-Elektron-Potential Veeff approximiert wird. Dies fiihrt

dazu, dass der elektronische Hamilton-Operator H aus Gl. . zu einer Summe von
19



entkoppelten effektiven 1-Elektron Hamilton-Operatoren A zerfillt, wobei

2 N, 2
(2.3) A= 2t Voo () + Y Veron(x = By) = o + Vegy.
i=1

2m 2m

Der so begriindete Schrodingeroperator A ist ein linearer Operator auf L?(R™) und
man kann die Erkenntnisse aus Kapitel [1] anwenden. In Kapitel [3] wird gezeigt, dass
unter bestimmten Voraussetzungen an das Potential V,r; der Hamilton-Operator der
Kristall-Elektronen auf der Domine H?(R") selbstadjungiert ist.

Doch an dieser Stelle sei bereits bemerkt, dass in vielen interessanten Féllen die
beiden verwendeten Approximationen ihre Legitimation verlieren, da die Kopplung
zwischen Atomkernen und Elektronen nicht vernachlidssigbar ist oder die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung so stark ist, dass die Elektronen nicht als unabhéngige Teil-
chen modelliert werden kénnen.

Da die Einbeziehung solcher Effekte den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden, sei
im Falle der Elektron-Ion-Wechselwirkung z.B. auf [20] und im Falle starker Elektron-
Elektron-Wechselwirkung auf [21] verwiesen.
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KAPITEL 3

Operator-Analysis fiir Schrodingeroperatoren

Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren enthélt die Information iiber mogliche
Ergebnisse bei der Messung von der korrespondierenden physikalischen Observable.
Daher ist es entscheidend sich zunéichst mit den Eigenschaften des Spektrums zu
beschéftigen.

In diesem Kapitel tragen wir zunéichst die wesentlichen Aspekte zum Spektrum von
Operatoren zusammen und stellen daraufthin einige wichtige Werkzeuge vor, die zu
dessen Bestimmung niitzlich sein werden.

3.1. Spektrum selbstadjungierter linearer Operatoren

Einige Teile des Inhalts sind an der Darstellung in Ref. [22], Ref. [23] XII und
XIII, Ref. [5] Kapitel VI und VII, Ref. [15] Kapitel 4, Ref. [6] Kapitel 8, Ref. [24] und
Ref. [3] Kapitel 24 und 29 orientiert.

Im Rahmen der Quantenmechanik haben wir bereits gelernt, dass selbstadjungierte

Operatoren eine wichtige Rolle spielen, da sie in vielen Fillen physikalische Messgrofien
oder Generatoren von Zustandsénderungen représentieren.
Hierbei bildet das Spektrum eines selbstadjungierten Operators die Menge der beob-
achtbaren Messergebnisse. Innerhalb der klassischen Mechanik ist das Spektrum ty-
pischerweise kontinuierlich; so kann z.B. die (kinetische) Energie eines freien (nicht-
relativistischen) Teilchens alle Werte in Rj annehmen, da seine Geschwindigkeit auch
innerhalb Rg variieren kann. Anders verhélt es sich fiir quantenmechanische Teilchen,
wo das Spektrum auch kompliziertere Mengen bilden kann; so ist z.B. die Energie eines
(nicht-relativistischen) quantenmechanischen Elektrons im Wasserstoffatom ”quanti-
siert“, d.h. sie nimmt nur Werte E,, = %, m € N an, was experimentell im optischen
Linienspektrum beobachtet werden kann (siehe Abb. . Es sei bemerkt, dass weitere
Effekte zu zusétzlichen Korrekturen bei der Formel fiir die Energieniveaus des Wasser-
stoffatoms fithren.

Das Spektrum eines selbstadjungierten linearen Operators ist die Verallgemeinerung
des Eigenwertbegriffs fiir lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Hilber-
trdaumen. Man definiert das Spektrum daher als das Komplement der sogenannten Re-
solventenmenge.

DEFINITION 3.1.1 (Resolvente, Resolventenmenge, Spektrum, Punktspektrum, kon-
tinuierliches Spektrum). Sei A : D(A) C H — H ein selbstadjungierter Operator, dann
ist die Resolventenmenge von A definiert als

(3.1) p(A) :={\ e C | (A—\):D(A) — H ist bijektiv} c C.

Fiir ein A € p(A) heifit ein Operator (4 — \)~! Resolvente.
Das Spektrum von A, symbolisch o(A), ist das Komplement o(A) := C\ p(A4) und lésst
sich in das Punktspektrum von A

(3.2) op(A) :={A e C | ker(A—X) # {0}}
und das kontinuierliche Spektrum von A
(3.3) 0c(A):={\ e C| ker(A— ) ={0}, im(A—\) #H}
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3.1. Spektrum selbstadjungierter linearer Operatoren
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ABBILDUNG 3. Optisches Spektrum des Wasserstoffatoms bei
Ubergéngen von Quantenzahl 2 < m € N zu Quantenzahl

m’ = 2 (Balmer-Serie). Die farbigen Linien entsprechen ge-
rade der Energie E = % eines Lichtteilchens gegeben durch

FEF = FEy— E, = Ej (2% — #), wobei A die Wellenléinge und ¢ die
Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. D.h. das beobachtete Spektrum bildet
die Anregungsenergien zwischen unterschiedlichen Energiezustdnden im
Wasserstoffatom ab. (Quelle:[25])

zerlegen, d.h. 0(A) = 0,(A) Wo.(A).
Zunichst stellen wir einige Eigenschaften des Spektrums zusammen.

THEOREM 3.1.2. Sei A ein selbstadjungierter linearer Operator. Dann gilt:

(i) Fiir X\ € p(A) ist (A — \)~1 ein beschrinkter linearer Operator.
(ii) Sei A € C, dann gilt ker(A — \) = im(A — \)*.
(iii) Fiir X € 0.(A) ist im(A — \) ¢ H dicht und (A — \)~! ein unbeschrinkter
linearer Operator.
(iv) o(A) C R.

BEWEIS. Zu (i): Aufgrund der Selbstadjungiertheit von A ist A auch insbesondere
abgeschlossen.
Wir wollen nun zeigen, dass auch (A4 — \)~! abgeschlossen ist. Sei dazu (y,)nen C
D((A=X)"1 =im(A — ) mit y, =3 y € H und (A — X1y, =3 = € H bel. Sei
(Zn)nen € D(A—)) definiert durch (A — Nz, = y, und somit (4 — X)"ly, = 2, —%
x € H. Da mit A auch A — \ abgeschlossen ist, gilt © € D(A — \) und (A — Nz =y,
also auch y € D((A —X)"!) und z = (A — \)71y.
Aufgrund der Bijektivitdit von (A4 — \) ist D((A — A\)™!) = H. Zusammen mit der
Abgeschlossenheit von (A — \)~! liefert dies unter Verwendung des Satzes vom abge-
schlossenen Graphen, dass (A — \)~! € B(H).
Zu (ii): Sei z € ker(A — ) \ {0}, dann ist (Az,z) = A||z|| und (z, Az) = A||z||. Insge-
samt gilt wegen der Selbstadjungiertheit von A, dass A = A, also A € R. Folglich ist
(z,(A—=Ny) = ((A=Nz,y) =0Vy € D(A), d.h. x € im(A — \)*+.
Sei nun z € im(A — A\)* \ {0}. Damit ist (z, Ay) = (\z,y) fiir alle y € D(A). Da A
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Kapitel 3. Operator-Analysis

selbstadjunigert (und dicht definiert) ist, gilt somit Az = Az. Damit kann man wie in
(i) gezeigt auch wieder A\ = X zeigen. Zusammen ergibt dies z € ker(A4 — \).

Der Nullvektor ist trivialerweise in beiden Mengen.

Zu (iii): Sei A € 0.(A), dann ist nach m das Bild im(A — \) dicht wegen im(A —\)* =
ker(A — X\) = {0}. Dennoch ist im(A — A\) & H, da sonst A € p(A).

Angenommen (A — \)~! ist beschrinkt bzw. stetig.

Wir zeigen zunéchst, dass im(A — \) C H abgeschlossen ist. Sei dazu (yn)nen C

im(A — A\) mit li_)m Yn = y € im(A — N). Dies impliziert die Existenz einer Folge
(Zn)nen C D(A) mit 2, := (A—A)"ty,, n € N. Aufgrund der Stetigkeit von (A —\)~*
gilt 1i_>m (A= X1y, = (A—X)"'y und da (A — X\)~! insbesondere abgeschlossen ist,
n—oo

gilt y € D((A—\)71) = im(A — \). Zusammen mit der Dichtheit von im(A — \) ergibt
dies im(A — ) = H, ein Widerspruch zur Definition von o.(A).

Zu (iv): Sei A € C\ R, dann gilt [[(4 — Nz||? = [[(A — RN)z||? + (SN)?||z]]*? >
SN2 z||? Vo € D(A). Damit ist A — X injektiv und (A — A\)~! beschriinkt, da

1
@ =Nzl < SN xz € D(A)\ {0}.

(3.4)
Nach [(iii)] und Definition des Punktspektrums ist X ¢ o.(A4) Wop,(A), also X € p(A) und
folglich o(A) C R. O

BEIsPIEL 3.1.3. Ein sehr wichtiges Beispiel in der Physik ist das freie quantenme-
chanische Teilchen. Wir betrachten den eindimensionalen Fall, d.h. n = 1. In diesem
Fall ist der Hamilton-Operator des System der kinetische Energie-Operator Hy (siche
Def. , der iiber die Fourier-Transformation unitir dquivalent ist zum Multiplika-
tionsoperator %Mk,_ﬂ@. Nach Ref. [3] Example 24.1.2 gilt o(Hp) = [0, 00). Dennoch
findet man fiir Ey, € o(Hy) keine Eigenfunktion ¥, € H?(R), sodass

HoVy = B Vy.

Diese gewohnliche Differentialgleichung hat jedoch formal sogenannte ebene Wellen
{e™*}1cr als Losung, wobei Ej, = %
ein kontinuierliches Erzeugendensystem dar, da man jede L?(R)-Funktion f iiber die
Fourier-Transformation (”kontinuierliche Summe”) aus kontinuerlichen Koeffizienten
f(k) darstellen kann.

Da sich das Rechnen mit ebenen Wellen in der Quantenmechanik bewédhrt hat und
die elegante bra-ket-Notation von Dirac diese ganz natiirlich in der Quantenmechanik
implementiert, muss man mathematisch den Hilbertraum L?(R) zu einem sogenannten
rigged Hilbertraum S(R) — L?(R) — S(R)’ erweitern, wobei die Einbettungen jeweils
stetig sind und der S(R)" der Raum der temperierten Distributionen ist (siehe Appen-
dix[B). Fiir die Details und Eigenschaften dieser Konstruktion sei auf Ref. [3] Kapitel 29
verwiesen.

Mittels dieser Einbettung kann man fiir k& € R die ebene Welle e?** als regulére Distri-
bution I C S(R)" betrachten. Es gilt dann fiir alle ¢ € S(R)

gilt. Dariiberhinaus stellen die ebenen Wellen

h2k?
[Hole | (9) = L (Hoo) = Lz . (8) = Lo (9),
2m m
21.2
= Hofem = ﬁleik-
2m
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3.1. Spektrum selbstadjungierter linearer Operatoren

wobei im zweiten Schritt partielle Integrationﬂ verwendet wurde, um den Ableitungs-
operator von ¢ auf die ebene Welle zu schieben. Damit sind die ebenen Wellen verall-
gemeinerte Figenfunktionen des freien Hamilton-Operators Hy, d.h. Eigenfunktion im
Sinne einer regulédren temperierten Distribution.

Nun folgt mittels des Spektralsatzes

Hotp, ¢ _/ A d||[EFo(\)ep 22/ 0dEe (\) = 0|y
( ) S [EZ ()]l s OB Il
fiir alle ¢» € D(Hp). Daher ist Hy ein halbbeschrinkter Operator, d.h. es handelt sich

um einen dicht definierten Operator, fiir den eine reelle Konstante ¢ existiert, sodass
(Ho, ¥) = c|[¢| fiir alle ¢ € D(Ho) gilt.

DEFINITION 3.1.4 (diskretes Spektrum, nicht-entarteter Eigenwert). Fiir einen selbst-
adjungierten Operator A auf H definieren wir das diskrete Spektrum o4(A) durch

0d(A) :={A € 0,(A) | dim(ker(A — \)) < oo, A isoliert in o(A)}.

Im Falle, dass fiir A € 04(A) gilt, dass dim(ker(A — X)) = 1 nennen wir \ einen nicht-
entarteten Eigenwert.

Im Rahmen stetiger beschriankter Operatoren liefl sich das Spektrum kompakter
Operatoren sehr genau klassifizieren. Wir wiederholen an dieser Stelle die wichtigsten
Eigenschaften.

THEOREM 3.1.5. Sei K € L(H) kompakt und H unendlich-dimensional, dann gilt:
(1) 0 € o(K),
(i1) o(K)\ {0} ist hochstens abzihlbar,
(11i) Fir A € o(K)\{0} = 04(K)\{0} ist im(A— K) abgeschlossen und dim ker(A—
K) = codim(im(\ — K)),
(iv) o(K) besitzt keinen Hiufungspunkt aufer maglicherweise die Null.

Im Falle unbeschrinkter selbstadjungierter Operatoren findet man eine #hnliche
Umkehraussage:

THEOREM 3.1.6. Sei A ein selbstadjungierter, halbbeschrinkter Operator. Dann

hat A eine kompakte Resolvente genau dann wenn A eine Orthonormalbasis (n)nen C
D(A) mit entsprechenden Eigenwerten (an)neny mit a; < ag < ... < besitzt und ay, o

oo gilt.

Ebenso kann man das Spektrum von Multiplikationsoperatoren in bestimmten
Fallen genauer bestimmen.

THEOREM 3.1.7. Sei f € L*(,R), dann ist
o(Mp)={NeER | Ve >0 u(fHA—e,A+€]) >0} = W*(f),
d.h. das Spektrum stimmt mit dem wesentlichen Wertebereich W*(f) von f idberein.

LEMMA 3.1.8. Fliir einen geschlossenen Opemtor A aufH und A€ p(A) gilt o((A—
)Y = {0} U (o(A) = A7 und op((A = X))\ {0} = (0,(A 1H

Als eine direkte Konsequenz von Theorem [3.1.5| und Lemma erhalten wir das
folgende Theorem.

IMehr Details zur partiellen Ableitung von Distributionen findet man beispielsweise in Ref. |3]
Abschnitt 4.1.

2Der zweite Teil der Aussage ist nicht in der angegebenen Quelle, aber elementar: u € op((A —
AN ™N\{0} &0 £veDA): (AN v=pw+ H')‘“v Av.
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THEOREM 3.1.9. Fiir einen selbstadjungierten Operator A auf dem unendlich-dimensionalen
Hilbertraum H mit kompakter Resolvente ist entweder o(A) = 0 oder o(A) = 04(A) =
{\i | ¢ € N} eine hochstens abzihlbare Menge. Im Falle, dass o(A) unendlich ist, gilt
’)\z| lﬂ? 0.

Mit einfachen Argumenten kann man folgende variationelle Klassifizierung der Ei-
genwerte finden.

THEOREM 3.1.10. Sei A ein selbstadjungierter Operator mit rein diskretem Spek-

trum und Eigenwerten a1 < ag < ..., dann gilt fiir n € N die Darstellung
a, = max min , A,
" '¢17---7wn71 ¢€U(¢11~~-,¢n71)<¢ /l/}>

wobei U(thy, ... hn_1) == {tp € D(A) | ||| =1, v € (tb1,...,0hn)L ).

Ein wichtiges Resultat, das spéter wichtig sein wird, ist die Tatsache, dass unter
bestimmten Bedingungen an den Schrédingeroperator der Grundzustand nicht entartet
ist. Zur Formulierung werden folgende Definitionen bendétigt.

DEFINITION 3.1.11 ((strikt) positive Funktionen, Positivitdt verbessernde Opera-
toren). Sei (M,du) ein o-endlicher MaB-Raum. Eine Funktion 0 # + € L?(M,du)
heifit positiv, falls f > 0 fast iiberall, und strikt positiv, falls f > 0 fast iiberall. Ein
beschrinkter Operator A auf L?(M,du) heiBt Positivitit verbessernd, falls A strikt
positiv ist fiir ¥ positiv.

THEOREM 3.1.12. Sei H ein selbstadjungierter Operator auf L?(Q2), der halbbe-
schrankt ist und nur diskretes Spektrum besitzt. Wenn E = mino(H) ein Eigenwert
und e Y fiir eint € RT Positivitit verbessernd ist, dann ist E ein einfacher Eigenwert.

BEWEIS. Sei t € R*. Der Grundzustand, d.h. ein Eigenvektor zum minimalen Ei-
genwert von H, entspricht nach dem messbaren Funktionalkalkiil dem Figenzustand
zum maximalen Eigenwert von A := e~ d.h. dem Eigenwert X := || A|| (siehe 5] Satz
VI.1.6). Sei ¢ € H ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Ohne Einschrinkung kénnen wir
annehmen, dass v reellwertig ist, da A Positivitdt verbessernd ist und somit insbeson-
dere reellwertige Funktionen auf reellwertige Funktionen abbildetEL d.h.

(3.5) ARY) = R(AY) = R(AY) = RA(RY +i3¢)) = ARY).

Damit ist $1p ebenfalls Eigenfunktion zum Eigenwert A\ und wir kénnen uns auf reell-
wertige Eigenfunktionen einschrinken.

Offensichtlich ist || ¢ > 0 und da A Positivitat verbessernd ist, gilt A(|¢)| £¢) >0
bzw.

(3.6) Al| > [Ag] = Ay,

Folglich ist

(3.7) Al = (vl Alwl) > (9], [Ag]) = Al
(3.8) Mwl? = (s Alw[) = (], [Av]),

was zusammen mit Gl. zu Al = A[¢| fuhrt, d.h. [¢| ist ebenfalls Eigenvektor,
und da A Positivitit verbessernd ist, gilt |¢)| > 0 fast {iberall.

Nun ist |[1)| — ) also entweder auch ein Eigenvektor zum Eigenvektor A oder Null. Damit
ist [1| —1 entweder fast iiberall ungleich Null oder aber fast iiberall Null, d.h. ¢ hat fast
iiberall dasselbe Vorzeichen. Angenommen der Grundzustand ist entartet, d.h. es gibt
eine weitere Eigenfunktion ¢ € H und (¢, ¢) = 0, sodass Ap = A¢. Die Argumentation

3Sei f € H eine reellwertige Funktion und f* jeweils der Positiv- bzw. Negativteil von f, dann ist
Af = A(f* — f7) = Af*t — Af™ als Differenz strikt positiver Funktionen insbesondere reellwertig.
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von eben zeigt, dass man annehmen kann, dass ¢ und ¢ strikt positiv sind. Dann kann
die Bedingungen (1, ¢) = 0 aber nicht erfiillt sein, d.h. der Grundzustand ist nicht
entartet. 0

Im ersten Teil dieser Arbeit haben wir begriindet, warum der Hamilton-Operator
eines Kristalls als ein linearer Operator

h2
A=—Aqv
2m + V),

(3.9) D(A)=D(A+V(x)) =D(A)ND(V(x)) = D(A) = H*(R") C L*(R", dx)

mit V € L*(R™, R), V(z) =V (z + a;) Vx € R", i =1,...,n, aufgefasst werden kann.
Der Operator A ist insbesondere dicht definiert.

Eine wichtige Frage, die sich sofort ergibt, ist, ob der Hamilton-Operator A auch
weiterhin selbstadjungiert ist. Um diese Frage beantworten zu kénnen miissen wir uns
mit der Stérungstheorie nach Kato [26] beschéiftigen.

3.2. Kato-Storungstheorie
Der Inhalt dieses Abschnitts folgt [27].

DEFINITION 3.2.1 (Kato-Stérung). Seien T,V dicht definierte Operatoren auf H.
Der Operator V' heifit Kato-Storung, falls D(T) € D(V) und falls es reelle Zahlen
0 <a <1 und b gibt, sodass

(3.10) V|| < a||Tz| + bl|z|| Yz € D(T).
Der entscheidende Satz lautet nun:

THEOREM 3.2.2 (Kato-Rellich). Sei T' ein selbstadjungierter Operator und V ein
symmetrischer Operator auf H und eine Kato-Storung von T. Dann ist T + V selbst-
adjungiert auf der Domdine D(T).

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist 7' + V' symmetrisch auf D(T"). Damit kénnen
wir Satz verwenden und es geniigt zu zeigen, dass im(T +V +1i) = H oderﬁ
im(T + V +ic) = H fiir c € R*.

Sei ¢ € R* fest und = € D(T), dann gilt

I(T +ic)e|2 = | Tall? — ie(Ta, @) +iclw, Ta) + Pllz|2 = |To|? + |
aufgrund der Symmetrie von T'. Also ist der Operator T' + ic injektiv und somit inver-
tierbar auf der Doméne im(7T" + ic) = im(c¢(T/c+1i)) = H , da T'/c selbstadjungiert ist.
Wir finden zu beliebigem aber festem z € D(T) somit eine Darstellung z = (T +ic) 1y
mit y € H, also

ly1* = IT(T +ic) "'y ||* + ic(T + ic) " yl®

und damit

N LN Yy
(3.11) IT(T + ic) )l < llyll wnd (T +ic) "y s”|c|”.

Verwendet man nun, dass V eine Kato-Storung von T ist, so gilt
V(T + i)yl < al| T(T + ic) ™ yl| + bI(T + ic) 'y
B13) b
(3.12) < (a + !d) yll-
fiir Konstanten 0 < a <1 und b € R.
Insbesondere ist damit S := V(T+ic) ! ein beschrinkter Operator mit ||.S|| < (a + %)

4Die Konstante ¢ kann durch Skalierung von T'+ V' absorbiert werden.
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Da a < 1 kann man ¢ so wahlen, dass (a + %) <1, also [|S]| < 1.

Damit ist aber (id + S) invertierbar, wobei die Inverse durch eine von-Neumann-
Reihe gegeben ist (siehe z.B. 5] Satz II1.1.12). Folglich ist im(id + §) = H und da
im(7T" + ic) = H gilt, folgt

im(T +V +ic) = im((id + S)(T + ic)) = H.

Die Gleichheit bleibt auch erhalten, wenn man in der ganzen Argumentation ¢ durch
—c ersetzt. 0

Anders ausgedriickt besagt der Satz, dass Selbstadjungiertheit von Operatoren sta-
bil ist gegen eine bestimmte Klasse von symmetrischen Stérungen.
Zusammengenommen zeigt dieser bisher Abschnitt, dass periodische Schrédingeroperatoren
der Form Hyp+V = —%A + V(x) mit V € L>®(R") auf H%(R") selbstadjungiert ist.
Im néchsten Teil dieses Abschnitts beschiftigen wir uns mit Stérungen des Spek-
trums eines Operators, d.h. wie verindert sich das Spektrum des Operators Hy, wenn
man die potentielle Energie als Storung auffasst. Dieser beruht auf Ref. [23] XII.2 und

Ref. [26] VIL§1.1 und 1.2.

DEFINITION 3.2.3 (analytische Vektor-wertige Funktion und analytische Familie
(vom Typ A)). Sei U C K, K = R oder K = C, zusammenhéngend und offen. Die
Vektor-wertige Abbildung ¥(-) : U — H heiit analytisch, falls die Abbildung U — C,
k — (¢, ¥(k)) eine analytische Funktion fiir alle ¢ € H ist.

Eine analytische Familie ist eine Operator-wertige Abbildung H(-) auf U, sodass fiir
alle k € U

(i) H(k) ein abgeschlossener Operator mit () # p(H (k)) ist und
(i) ein A € p(H(k)) existiert, sodass A € p(H (k")) fiir ein £’ in einer Umgebung
von k, und k — (H (k) — \)~ 14 ist analytisch fiir alle ¢ € H.
Falls H(-) statt (ii) die Bedingungen
(1) H(k) hat eine von k unabhéngige Doméne D = D(H (k)) und
(2) k— H(k)y ist analytisch fiir alle ¢p € D
erfiillt, bezeichnet man H(-) als analytische Familie vom Typ A.

BEMERKUNG 3.2.4. Dass analytische Familien vom Typ A auch insbesondere ana-
lytische Familien sind, wird in [26] VII.§2.1 (pp. 375) gezeigt.
AuBlerdem kann man zeigen, dass das A in der Bedingung (ii) von Definition keine
ausgezeichnete Rolle spielt, denn, falls (ii) erfiillt ist, so ist sie auch fiir £ und X in
einer Umgebung von k und X\ € p(T'(k)) erfillt (siche [23] Thm XIIL.7).

Im Falle nicht-entarteter Eigenwerte findet man folgendes niitzliches Theorem der
analytischen Stérungstheorie.

THEOREM 3.2.5. Sei H(-) eine selbstadjungierte analytische Familie auf U C R
mit kg € U. Sei weiterhin E(ko) € o4(H (ko)) ein nicht-entarteter Eigenwert. Dann
gibt es eine eindeutige analytische Funktion E(-) in einer Umgebung von ko, sodass
E(k) € 04(H(k)) ein nicht-entarteter Eigenwert ist und es gibt einen dazugehdrigen
normierten analytischen Eigenvektor (k).

Bei entarteten Eigenwerten werden wir das folgende Theorem verwenden.

THEOREM 3.2.6. Sei H(-) eine selbstadjungierte analytische Familie auf U C R
mit ko € U. Sei weiterhin E(ko) € oq4(H (ko)) mit Vielfachheit m. Dann gibt es m
nicht notwendigerweise verschiedene analytische Funktionen Fy(-), ..., En(-) in einer
Umgebung von ko, sodass E;(ko) = E(ko) und E;(k) € o4(H(k)) in einer Umgebung
von ko firt = 1,...,m, wobei wiederholte Eigenwerte die Vielfachheit zihlen und in
dieser Umgebung von kg keine weiteren Figenvektoren auftreten.
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3.3. Die direkte Integral-Zerlegung

Die Inhalte in diesem Abschnitt sind an Ref. [23] Kapitel XIII.16 und Ref. [28]
Kapitel 7.4 angelehnt.

Fiir viele Hamilton-Operatoren der Quantenmechanik 14sst sich auch mit wenig ma-
thematischem Werkzeug sehr viel iiber das Energiespektrum aussagen oder das Energie-
spektrum sogar explizit bestimmen. Dabei spielt das Verhalten der potentiellen Energie
im Unendlichen eine grofie Rolle [29].

Im Falle periodischer potentieller Energien lassen sich dieselben Techniken nicht
mehr anwenden und man muss zu anderen Hilfsmitteln greifen. Eine zentrale Rolle
spielt dabei die Invarianz des Hamilton-Operators unter Translation mit Gittervekto-
ren des zugrundeliegenden Kristalls. Dies fiihrt zur direkten Integral-Zerlegung mit kon-
stanten Fasern periodischer Schrédingeroperatoren, die wir hier nun besprechen wollen.

Im Folgenden sei (B, A, j1) stets ein o-endlicher Mafiraum.

DEFINITION 3.3.1 (Messbares Feld von Hilbertraumen). Sei {#},},.p eine Menge

separabler Hilbertriume ohne den Nullraum. Falls Abbildungen e; : B — [] H,,
keB
i € N existieren mit den Eigenschaften

(i) Die Abbildung B — C, k — (ei(k), €;(k))3; ist messbar fiir alle 7,j € N,
(ii) Die Menge {e;(k)}ien C Hj, ist total fiir alle k € B,
dann heiit das Tupel ({H},},cp, {€i}ien) messbares Feld von Hilbertrdumen iber B.

Wir interessieren uns fiir den Spezialfall eines konstanten Feldes von Hilbertrdumen
iber B, wo H) = H' und e;(k) = e; fiir alle k € B,i € Nmit {e; };eny C H' Orthonormal-
basis zum separablen nichttrivialen Hilbertraum #H’. Dass es sich hierbei insbesondere
um ein messbares Feld von Hilbertrdumen iiber B handelt, ist offensichtlich, da die Ab-
bildungen k — (e;, e;)3 als konstante Funktionen auch messbar sind fiir alle ¢, j € N.

Sei von nun an ({H'},c g, {€i}ien) stets ein konstantes Feld von separablen Hilbert-
rdumen iiber B.

DEFINITION 3.3.2 (schwach messbare vektorwertige Funktion). Eine Abbildung f :
B — H' heifit schwach messbar, wenn die Abbildung B — C, k — (f(k), e;)3, fiir alle
i € N messbar ist.

PROPOSITION 3.3.3. Sind f,g : B — H' schwach messbar, dann ist auch B — C,
k— (f(k),g(k))s messbar.

BewEis. Aufgrund der Eigenschaft von {e;}, .y total zu sein, gilt (siche [5] Satz
V.4.9) die Darstellung

[e.9]

(3.13) (fF(k), gk =D (f (k) ea)pr(eir g(k))ar

=1

Da in diesem Ausdruck k — (f(k), e;)3 per Definition und k — (e;, g(k))3 als komplex
Konjugiertes einer messbaren Funktion messbar sind, ist der punktweise Grenzwert

k— > (f(k),ei)n ei,g(k))s ebenfalls messbar. O
i=1

DEFINITION 3.3.4 (stark messbare vektorwertige Funktion). Eine Abbildung f :
B — H' heifit stark messbar, wenn die Funktion f(k) fiir fast alle k € B der Grenzwert
einer Folge von messbaren Treppenfunktion (f,(k))neny C H' ist, also 1Lm lf(k) —
fn(F) |3y = 0.
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Wie diese Begriffe von Messbarkeit mit dem klassischen Begriff von Messbarkeit in
Zusammenhang stehen, wird im néchsten Theorem deutlich.

THEOREM 3.3.5. Die Begriffe der (a) schwachen Messbarkeit, (b) starken Mess-
barkeit und (c) Messbarkeit in Bezug auf vektorwertige Funktionen B — H' sind
dquivalent.

BEWEIS. Sei f : B — H’ bel.
7(a)=(b)*“: Angenommen f ist schwach messbar, dann sind k — (e;, f(k))y =:

fi(k) messbar fiir alle i € N. Bekanntermafien lassen sich die messbaren komplexwerti-

gen Funktionen f; durch Treppenfunktionen f;,, : B — C punktweise approximieren,
~ n

sodass |fin| < |fi| fur alle i,n € N. Wir definieren Treppenfunktionen f,, := > fine;

fiir n € N. Es gilt

(314) | falk) = fR) = ||D fim(R)ei = Y filk)es
i=1 i—1

(3.15) = Zfi,n(k)ez‘ - Zfz(k)ez - Z fin(k)e;
i—1 i—1

1=n+1

(316) S Z (fz,n( ) fl ) €; Z fzn
=1 i=n+1
(3.17) <\ im S [fam) - B[+ | 2 Re[ o,
=1 i=n+1

wobei wir im letzten Schritt im ersten Summanden den Grenzwert fiir m mit dem
Grenzwert fiir n nach dem Moore-Osgood Theorem — in den Voraussetzungen hierzu
wird das Cauchy-Kriterium fiir konvergente Reihen verwendet— vertauscht haben.
Damit ist (f,,)nen eine punktweise Approximation von f durch messbare Treppenfunk-
tionen, also ist f stark messbar.

”(b)=>(c)“: Dies ist offensichtlich, da der punktweise Grenzwert messbarer Funk-
tionen wieder messbar ist.

”(c)=-(a)“: Die Abbildungen f; : B — C, k> (f(k),e;) fir i € N kann man auch

als Verkettung B 4, H <’—>Z> C auffassen. Aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts

ist fiir ein beliebige offene Menge U C C das Urbild unter g; := (-, ;) fiir alle i € N auch
offen und wegen der Messbarkeit von f ist zudem f; *(U) = f~'(g; *(U)) € A. O

DEFINITION+SATZ 3.3.6 (Direktes Integral mit konstanten Fasern L?(B,du,H')).
Mit L?(B,du,H') bezeichnet man die Menge der Aquivalenzklassen messbarer Funk-
tionen, die von B auf H’ abbilden und deren Elemente f die Eigenschaft

(3.18) l@mmmm®<m

erfiillen. Diese Menge ist ein Hilbertraum, wenn sie mit dem Skalarprodukt
(3.19) (1) = [ (1090 edn(h)

ausgestattet wird. Alternativ schreibt man

(3.20) (B, du, H / H'dp

und nennt diese Struktur direktes Integral mit konstanten Fasern H'.
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BEWwEIS. Die Ausdriicke sind wohldefiniert nach Prop. [3.3.3] Der Beweis der Voll-
stéindigkeit funktioniert analog wie fiir den klassischen Hilbertraum L2(B, du). O

BEMERKUNG 3.3.7. (i) Im Falle, dass in Definition das Maf} i eine Sum-
me von Punktmaflen auf endlich vielen Punkten k1, -- ,k,, € B mit m € N
ist, wird jedes Element f € L?(B,du,H') durch (f(k1), -+, f(km)) eindeutig

. m
festgelegt, d.h. L2(B,du, H') "= @D H'.
i=1
Im Falle allgemeiner Mafle 1 wird die direkte Summe zu einer “stetigen direk-
ten Summe” f;e dj.

(ii) Offensichtlich hingt die ganze Konstruktion von direkten Integralen mit kon-
stanten Fasern von der Wahl der Basis-Vektoren {e; };,cn ab. Mittels Propositi-
on [3.3.3| ergibt sich aber eine Isomorphie || ga Hdu st L*(B,du,1?) im Falle,
dass dim(#H') = oo, da man H' mit [? identifizieren kann und die Messbarkeit
erhalten bleibt. Damit ist also die konstante-Faser-direkte-Integral-Struktur
bis auf einen Isomorphismus unabhingig von der Wahl der Basis.

PROPOSITION 3.3.8. Seien f,g € f;e H'du. Es gilt
al N
(3.21) k— Z(ei,g(k»y_yei =gy — g in L*(B,du, ')

und

(3.22) Z/ ), €i)a (ei, g(k))pydp(k).

[e.°]
BEWwEIS. Fiir fast alle £ € B gilt g(k) = > (e;, g(k))re; und offensichtlich ist
i=1
gy € f;e H'dp fiir alle N € N. Somit gilt

N
628)  Jim llo = ol = 5, [, o) = 2 (engihnes)  dulk)
0o 2
(3.24) = lim > (e g(B)ei|  du(k)
*JB i=N-+1 !
3.25 = lim ei, g(k))2du(k).
(3.25) M i:%:HK 9(k))|"dp(k)

Wir verwenden nun den Satz von Lebesgue, wobei eine Majorante gegeben ist durch
k — |lg(k)||3, und erhalten die erste Behauptung A}im gn = g. Die zweite Behauptung
—00

folgt mittels der ersten und der Stetigkeit des Skalarprodukts. U

Dasselbe Konzept von direkten Integralen kann man auch auf beschrinkte Opera-
toren erweitern.

DEFINITION 3.3.9 (messbares Feld von stetigen Operatoren). Ein Operator T :
B — L(H') heiit messbares Feld von stetigen Operatoren iiber B, falls die Abbildung

fv : B — H' gegeben durch k — T'(k)iy(k) fiir alle messbaren Funktionen ¢ : B — H’
messbar ist.

PROPOSITION 3.3.10. Sei T : B — L(H') ein Feld von stetigen Operatoren. Dann ist
T messbar, genau dann wenn die Abbildung f; j : B — C gegeben durch k — (T'(k)e;, e;)
fiir alle i, j € N messbar ist.
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BeEwEIs. Die Hinrichtung ist trivial. Sei also
(3.26) k— (T'(k)ei, ej) = (es, T'(k)"e;)

messbar fiir alle 4, j € N. Damit ist T'(k)*e; (schwach) messbar fiir alle j € N. Nimmt
man nun eine beliebige messbare Funktion ¢ : B — H/', so ist

(3.27) k= ((k), T (k) e;) = (T'(k)y(k), e5)
auch messbar nach Prop. O

Innerhalb der Felder stetiger Operatoren stellen wir nun eine wichtige Klasse vor.

DEFINITION 3.3.11 (L>®(B, du, L(H'))). Die Menge der Aquivalenzklassen fast iiberall
identischer wesentlich beschrénkter messbarer Felder von stetigen OperatorenT : B —
L(H'), d.h.

(3.28) [T|oo := ess supep|| T ()l 230y < 00,
wird mit L>°(B, du, L(H')) notiert.

DEFINITION 3.3.12 (Zerlegbarkeit durch die direkte Integral-Zerlegung). Sei T' ein
beschriinkter Operator auf [ ge H'dp. Dann heifit T zerlegbar durch die direkte Integral-
Zerlegung, falls ein S € L*°(B,du, L(H')) existiert, sodass

@
(3.29) o)) = Sue) Voe [ Hip.
Wir schreiben dann
o
(3.30) T — / S(k)du(k)
B
und nennen S(k) die Fasern von T
BEMERKUNG 3.3.13. (i) Eine Zerlegung durch die direkte Integral-Zerlegung
ist eindeutig, da aus [ S(k)du(k) = [5 S(k)du(k) auch [5(S—S)(k)du(k) =
0 folgt und somit ||S — S|, = 0.
(ii) Man kann leicht nachrechnen (sie z.B. Ref. [30], Prop. 14.1.8), dass die Menge

der zerlegbaren Operatoren in £(L?(B,du, H')) eine Teilalgebra von £(L?(B, du,H'))
ist. Wir wollen diese Teilalgebra mit D(L?(B, du,H')) notieren.

THEOREM 3.3.14. D(L?(B,du, H')) ist isometrisch isomorph zu L™= (B, du, L(H')).

BEWwEIS. Wir werden zeigen, dass ein isometrischer Algebrenisomorphismus gerade
mittels Gl. 3.29] beschrieben ist. Hierbei ist die Injektvitéit

(3.31) D(L*(B, du, H')) < L>(B,dp, L(H'))

nach Bem. |3.3.13(i)| ersichtlich.
Sei nun S € L>®(B,du, L(H')) und ¢ € L*(B,du,H'). Der Operator T sei durch

Gl.[3.29|definiert. Es ist nun zu zeigen, dass T' € L(L?(B, du,H')) und HTHE(LQ(B duH)) =
15

%)Os gilt
(3.32) (T9)(k) = S(R)p(k) = Y _(ei, (k) S(k)es = S(k) (e, v(k))wrei
i=1 i=1

fir fast alle kK € B, da S fast iiberall ein stetiger Operator ist.
Da S messbar ist, folgt per Definition die Messbarkeit von k — S(k)e; fiir alle i € N.
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Somit ist k — Z (ei,Y(k))S(k)ei =: pn(k), n € N, als Summe und Produkt messbarer

Funktionen auch messbar Man rechnet zudem

n 2
(333) ulBepaner = [ [Sotev)sie|  duth

i=1 ) 7—[/2
(3.34) <1812 [ >t wthpe  duo

B li=1 W

(3.35) < NS1Z 190122 (5 g 7er) -
Analog zeigt man, dass
336)  sup 60 = Gl g < ISI /| sup'z ea, (k) () =5 0.

Demnach ist (¢, )nen C L2(X, du, H') eine Cauchyfolge mit Grenzwert ¢ € L*(X, du, H')

nach Satz Nach Gl. (3.32) konvergiert (¢n(k))nen gegen (T9)(k) fiir fast alle
k € B, also ist T € L*(B, du,H') mit

(3.37) 1TV 2B apry = 1€l 2 Baprmy S WSlloo 191208 ,au,20) »

AT & DIECX,dit ) mit [T 0 g0y < 1

Nun wollen wir die umgekehrte Ungleichung zeigen. Sei dazu {y;};eny C B1(0) C
‘H' eine dichte Teilmenge des Einheitsballs im separablen Hilbertraum #' und f €
LY(B,du), wobei wir eine Zerlegung f = gh mit g,h € L*(B,dp) und ||g||3 = ||h||3 =
|£]l; wihlen; zB. f = |f|et2el) = (/| f|e?2e()/2 /| fle'*&)/2 Zudem definieren wir

V; := gy; und ®; = hy; fir i,5 € N. Dam:i?ggilt .

(3.38) Vs S035)008)| = | [ {900 SIRY5) )

(3.39) =|( v, T, )|

(3.40) <N Tl zer2(B,dm 10 1 Yill L2840 125 12 (B, dp 10y
(3.41) =Tl £ 2B, 20 Wil 20 N gll21y5 120 12l

(3.42) =Tl £ 2B a0 1Will2 w5110 1 £ 11

Da in unserer Betrachtung (B, dp) o-endlich ist, herrscht eine isometrische Isomorphie
zwischen L*°(B,dp) und (Ll(B, du))’ (siehe z.B. 5] Satz 11.2.4), weshalb wir

| [ F(R) (i, S(K)y;)du(k)|

(3.43) s A 7 < TN 2228 au 20 1Yillag 1951120
(3.44) ess supges |Wor SO < 1712 2.z 9l 193
0:45) e mmics sup [( A SOOI )] < Wlemanny

(3.46) €88 SUPkeB”S(k?)HL(H/) < ”THg(Lz(B,dH,H/))

(3.47) 1Slloe < Nl £e22(B,dp 1))

folgern. O
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Eine &quivalente Beschreibung von Zerlegbarkeit eines Operators lernen wir im
néchsten Theorem kennen. Hierzu sei bemerkt, dass man aufgrund von Theorem
(3.48) Dia(B,dp) = L*(B,du, C) C L>(B,dp, L(H))

als Subalgebra mit der Menge der zerlegbaren Operatoren, deren Fasern der Form
c-id, ¢ € C, geniigen, identifizieren kann.

THEOREM 3.3.15. Ein Operator T € L(L?(B,du,H')) ist zerlegbar durch die direkte
Integral-Zerlegung genau dann, wenn T mit allen Elementen aus Diq(B,du) kommu-
tiert.

BEWEIS. ”=“: Angenommen T ist zerlegbar, dann existiert ein S € L>°(B, du, L(H')),

sodass (T)(k) = S(k)y (k) fiir alle k € B und ¢ € L*(B,du,H'). Damit gilt fiir eine
beliebige Funktion f € L°(B) und ¢ € L?(B,du,H'), dass
(3.49) ([T, fid]p) (-) = [SC)fC) = FC)SE)l(-) = 0.
” <% Da das Maf du o-endlich ist existiert eine strikt-positive Funktion f € L'(B,R),
sodass fiir das Ma8 dy' := fdp gilt [ dy' =1 (siehe z.B. [31], Satz 9.2.6). Damit ist
die Abbildung U : L*(B,du,H') — L*(B,du',H'), ¥(-) = ¥(-)/y/f(-) offensichtlich
unitdr. Demnach ist 7 genau dann zerlegbar auf L?(B,du,H'), wenn UTU ! zerleg-
bar auf L?(B,dy',H') ist. Damit kénnen wir unsere Uberlegungen auf das MaB dy/
beschréinken bzw. wir nehmen ohne Einschréinkung an, dass | pdp =1

Angenommen T kommutiert mit jedem Element aus Diq(B,du). Sei zudem FE; €
L?(B,dp,H') definiert durch E;(k) = e; fiir alle k € B und i € N. Damit ist {F;};en C
L*(B,dp,H') orthonormal, da (E;, Ej) = [g(ei, ej)dp = 65 [ du = 65 fiir alle 4, j €
N.

Nach Prop. kénnen wir T E; auch als

o0
(3.50) TE; =) tyE;
i=1

schreiben, wobei es sich bei ¢;; um Funktionen ¢;; : B — C fiir alle 7, j € N handelt.
Da H' separabel ist, konnen wir eine dichte Teilmenge {y;};ien C H' wiihlen, wobei die
Elemente dargestellt werden koénnen als

N
j=1

mit Koeffizienten y;; € C und 4, j, N € N. Entsprechend definieren wir zudem

(3.52) Y; = Zwa und S(k)y; := Z Zyw im(

m=1 j=1
mit ¢ € Nund k € B.
Sei nun f € L*(B,du,C) beliebig und demnach M; € Djq(B,du), dann gilt nach
Voraussetzung

(3.53) T(MY;) = My (TY;) Z fyi; TE; = Z Z FYiitimEm

j=1m=1
fiir alle ¢ € N und damit

o) N
(3.54) [ TMyYy|J* = f(k) iitim(B)| du(k) = | |f(R)PIIS(k)yil*du(k)
iR = [ > Ly utk = | il

(3.55) <771 M;Y;]*
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56) =17 ( [ 1Pt )
Da das Mafl (B, du) o-additiv ist, gilt L>(B,du) et (LY(B,dp))’, und es folgt (vgl.
Beweis |3.3.14)) fiir fast alle k € B und ¢ € N, dass

(3.57) 1S (k)yill < ess supyepllS(R)yill < [1Tl[lyll-

Damit lisst sich S(k) fiir alle k& € B zu einem stetigen linearen Operator auf H' fort-

setzen und es gilt S(-) € L>®(B,du, L(H')). Nach Theorem existiert zu S(-) ein

zerlegbarer Operator S. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Operator S gerade T’ ist.
Sei g € L?(B,du,H') beliebig mit Approximation (Prop.

N

(3.58) an = Y AE(), 9O Ei() "5 g,
i=1
wobei (E;(-),g()) € L*(B,dy) fiir alle i € N und
N N
(3.59) (Tgn) (k) =Y (Ei(k), g(k))(TE) (k) = _(Ei(k), g(k))S(k)e;
i=1 i=1
N
(3.60) = S(k) Y (Ei(k), g(k)) Ei(k) = S(k)gy (k) = (Sgy) (k)
i=1

fir alle & € B. Da die Operatoren stetig sind und g beliebig war, folgt T' = S, weshalb
T insbesondere zerlegbar ist. O

Unser Begriff von Zerlegbarkeit ist bisher auf stetige Operatoren beschrinkt. Da
der Hamilton-Operator eines Festkorpers unbeschrinkt ist, wollen wir unsere Begriffe
auf allgemeine lineare selbstadjungierte Operatoren erweitern.

DEFINITION 3.3.16 (messbares Feld von selbstadjungierten Operatoren). Eine Ab-
bildung T von (B, du) in die Menge der selbstadjungierten Operatoren iiber H' heifit
messbares Feld selbstadjungierter Operatoren, falls (T(-) +i)~! ein messbares Feld ste-

tiger Operatoren ist (vgl. Theorem [1.2.14)).

BEMERKUNG 3.3.17. Die Definition der Messbarkeit eines selbstadjungierten Feldes
von Operatoren T'(-) kann man wie folgt verstehen. Da (T'(-) 4+ 7)~! und die Identitiit
messbare Felder stetiger Operatoren sind, ist auch id —(T(-) +4)~' = T(:)(T(-) +4)~!
messbar. Fiir ein beliebiges messbares Feld ¥ : B — H' gibt es die Darstellung

oo
(3.61) (k) => ak)e

i=1
fiir alle k € B mit ¢; € M(B,du) Vi € N. Will man nun diese Felder darauf beschrianken,
dass W(k) € D(T(k)) gilt, kann man D(T(k)) = im((T(k) + i)~!) fiir alle k € B
verwenden und erhilt wegen der Messbarkeit von (T(-) +i)~! die Darstellung

(3.62) (k) = ci(k)(T(k)+i) e

o)
=1

fiir alle k € B mit ¢; € M(B,du) Vi € N. Zusammengenommen liefern diese Uberlegungen
den Schluss, dass T'(-) beliebige messbare Felder ¥(-) auf messbare Felder abbildet, falls
fiir die Fasern ¥ (k) € D(T'(k)) fiir alle k € B gilt.

Diese Bemerkung erlaubt es nun die direkte Integralzerlegung fiir selbstadjungierte
Operatoren zu definieren.
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DEFINITION 3.3.18 (direkte Integralzerlegung fiir selbstadjungierte Operatoren).
Sei T(-) : B — Abb(H',H') ein messbares Feld von selbstadjungierten Operatoren
iiber '. Man definiert den Operator T : D(T) — L?*(B,du,H') durch

2]
D(T) := {\If € /B H'du(k) | ©(k) € D(T(k)) f.i., |T()¥()| < oo}
(3.63) (TW)(k) =T(k)¥(k) VU € D(T).
und wird mit 7" = f];e T(k)du(k) notiert.

Man beachte, dass bei der Definition von D(T') nur gefordert wurde, dass die Fa-
sern fast iiberall in D(T'(k)) enthalten sind. Dies riihrt daher, dass man im(7) C
L?(B,du,H') auf Nullmengen nicht spezifizieren muss. Wir wenden uns nun einigen
Eigenschaften der direkten Integralzerlegung selbstadjungierter Operatoren zu.

THEOREM 3.3.19. Sei T': B — Abb(H',H') ein messbares Feld selbstadjungierter
Operatoren iber H' und T = f];e T(k)du(k). Dann gilt:
(i) T ist selbstadjungiert.
(ii) Ein selbstadjungierter Operator S auf L*(B, du,H') hat die Form f;e S(k)du(k)
genau dann, wenn (S +i)~% ein stetiger zerlegbarer Operator ist.
(iit) Sei f € M>(R). Dann gilt:

D
(3.64) f(T) = /B FT(R))dpa(k).

(iv) A € o(T) genau dann, wenn fir alle e > 0 gilt, dass
(3.65) u{ke B | o(Tk)N(A—eX+¢€) #0}) #0.

(v) X € op(T) genau dann, wenn
(3.66) p({k € B[ A€ ay(T(k))}) # 0.

(vi) Sei T(-) : B — Abb(H',H') ein Feld halbbeschrinkter selbstadjungierter Ope-
ratoren und sei V(-) : B — Abb(H', H') ein konstantes Feld selbstadjungierter
Multiplikationsoperatoren, wobei mit einer reellwertigen messbaren und we-
sentlich beschrinkten Funktion multipliziert wird, iber H', V = [§ V(k)dpu(k)
und V eine Kato-Stérung von T mit

(3.67) V| <a|T¥| +0|¥| V¥ e D(T),

dann ist
(3.68) [V(E)(E)|| < alB)[|T (k)T (k)| + b(k) [ (k)|

fir fast alle k € B, wobei a(k) < a.
Der Operator T +V = fée(T(k:) + V(k))du(k) ist auf D(T) selbstadjungiert.

BEWEIS. (i) Zunéchst stellen wir fest, dass 7' symmetrisch ist, da fiir alle
®,0 € D(T) gilt

(3.69) (T'V,®) =/B<T(k)‘1’(k)>q>(k)>du(k)Z/B<‘If(k)7T(k)‘I>(k)>du(k) = (¥, T®).
Nach Theorembleibt noch zu zeigen, dass im(T+i) = L?(B,du, H').
Wir definieren S(k) := (T'(k) + i)~ ! fiir k¥ € B. Per Definition sind diese
Operatoren messbar. Auerdem ist nach Theorem S(k) ein beschrinkter
linearer Operator fiir alle £ € B. Da fir k € B gilt, dass S(k) = f(T(k)),
wobei f : o(T(k)) C R — C definiert durch f(y) := — Vy € R stetig ist, gilt

oyt
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(3.70)

(3.71)
(3.72)

(3.73)
(3.74)

(3.77)

nach Theorem dass S(k) normal ist. Damit ist nach Ref. |5 Satz VI.1.7
und dem Spektralabbildungssatz VII.1.4

1 1
S — A — _ <1.
IS =, mex M = 8% S T Gtk o TR S

Insgesamt konnen wir somit S := | ;e S(k)du(k) definieren.

Sei ® € L?(B,du,H’') beliebig, aber fest und ¥ := S®. Dann ist per
Definition ¥(x) € im(S(k)) = D(T'(k)) fast iiberall, wobei die Gleichheit aus
Bem. folgt. Man berechnet

/ 1T (k)0 () |2 (k) = / T (k) (T (k) + i)~ (k) k)
B B
- /B I(T(k) +i — )T (k) + i) B (k)| *du(k)
< [ (2®+ Is®e®)])du(h
B

< 4|2 < oo,

weshalb ¥ € D(T) und (T + i)V = &, d.h. im(T + i) = L*(B,du,H'), da ®
beliebig war.

Wegen Lemma ist (T'(k) —i)~! = S(k)* und nach Prop. ist
(T(k) —i)~! messbar. Der Rest des Beweises, dass im(T — i) = L?(B, du,H')
ist, folgt wie eben fiir den Fall mit +¢ demonstriert.

?=*“: Nach Theorem ist (S+i)~! ein stetiger Operator auf L?(B, du, H')
und wie wir in (i) gezeigt haben, ist fiir alle k € B der Operator S(k) := (S(k)+
i)~ ein beschriinkter linearer Operator auf H' mit ||S(k)| < 1, aus dem sich
S=] ;e S(k)du(k) mit ||S]|., < 1 konstruieren ldsst. Dieser ist entsprechend

wesentlich beschréinkt und es bleibt zu zeigen, dass S = (S + i)~'. Sei dazu
U € L3(B,du,H') = im(S + i) mit Urbild ® := (S +i)~'¥, dann gilt

[SU)(k) = (S(k) +4) "W (k) = (S(k) + ) [(S + ) @](k)
= (S(k) + 1)1 (S(k) +1)@(x) = (k) = [(S +14) " ¥](k)

nach Voraussetzung fiir fast alle k € B und somit S = (S +14)~'.

?<*“ Angenommen (S +14)~! ist ein linearer stetiger zerlegbarer Operator,
dann gibt es ein S € L>®(B,du, L(H')) mit

[(S+)71](-) = S()¥()
fiir alle U € L?(B,du,H').

In Ref. [32] Prop. 12.1.8(iv) wird gezeigt, dass ein direktes Integral von
Operatoren 4 = | g) A(k)du(k) genau dann injektiv ist, wenn die einzelnen
Fasern injektiv sind und es folgt zudem A~! = f;e A(k)"tdu(k). Fiir den
Beweis, der in der angegebenen Referenz ausgefiihrt wird, muss man sich tiefer
in die Theorie der direkten Integralzerlegung mit nicht-konstanten Fasern — der
Kern jeder Faser des Operators ist ein abgeschlossener Unterraum von H' —
begeben, was an dieser Stelle zu weit vom eigentlichen Thema abfiihren wiirde.
Verwendet man diese Proposition, kann man einsehen, dass S(-)10(-) = (S +
i)W (-) fast iiberall fiir alle ¥ € D(S) ist.

Wir definieren nun ein Feld von Operatoren auf B durch S(-) := S(-)~! — 4,
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(3.78)
(3.79)

(3.80)
(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

wobei S(-) = 0 auf Nullmengen.
Sei ¥ € D(S), dann ist

ISC)w() =S¥ = /BIIS(k)‘I’(k) — SU(k)||dp(k)

= [ IS +i= 0wk - S¥(0) (i)
=0,

woraus .
D(S) = {\I’ € /B H'du(k) | ©(k) € D(S(k)) fii., |S()P()| < oo}
und
SU()=8()¥(-) YU € D(5)

folgt.
Seien nun ¥, ® € D(S), dann ist

(SC)E(), @) = (¥, 5()2(-))
aufgrund der Selbstadjungiertheit von S und der Nullabbildung.
Weiterhin ist

im(S(-) £ i) = {

im(=i) , auf Nullmengen

im((S £4)[]()) , sonst =M

und somit ist S(-) ein Feld selbstadjungierter Operatoren und wegen (S(-) +
i)~! = S(-) fast iiberall ist dieses Feld auch messbar (siche z.B. [33] §13).

(iii) Sei A € C\ R fest, dann ist C(k) := (T'(k) — \)~! € L(H') fiir alle k € B

(3.86)

(3.87)

(3.88)

wohldefiniert, da T'(k) selbstadjungiert sind.
Wir wollen nun zeigen, dass C(-) messbar ist und nach Prop. [3.3.10] ist dies
quivalent dazu, dass die Abbildungen

fij : B—>C

k— <C(l€)€“ €j>

fiir alle 4, 7 € N messbar sind.
Da T'(-) ein messbares Feld selbstadjungierter Operatoren ist, folgt per Defini-
tion die Messbarkeit von (7'(-) +4)~! und es handelt sich um ein Feld stetiger
normaler Operatoren. Fiir das Spektrum von C(k) gilt nach Spektralabbil-

dungssatz (siehe z.B. Ref. [15], Theorem 3.17) mit f : R — C, z + (z+14)7 1,
dass

a(C(k)) = f(o(T(k))) C im(f).

Die Abbildungen f;; lassen sich —der triviale Fall A = —i sei ausgeschlossen—
als Verkettungen

fii = (GUTC) + ) eisej)
schreiben, wobei G im Sinne eines stetigen Funktionalkalkiils ® durch

G:{(S+i)"'|S=S5"lin. Op. auf H'} — L(H)
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mit

g:im(f) - C

s (s7t—i =Nt

definiert ist und nach GIL auch wohldefiniert ist. Da im(f) C C als
beschréinkte abgeschlossene Menge auch kompakt ist, ldsst sich nach dem
Satz von Stone-Weierstrass g € C(im(f),C) durch eine Folge (pn)nen C
C(im(f),C) gleichméBig approximieren, wobei

(3.89) pn(’) = icl,n(')l
=0

mit ¢;,, € C, m,, € N fiir alle 0 </ <m,, n € N.
Fiir festes k € B definieren wir S(k) := (T'(k) +i)~! und es gilt somit

(3.90) fij(k) = (@ (9losmy) €irej)
(3.91) = <<I>S(k) (nlglgopn|o—(5(k))) eia€j>
(3.92) = nli_{go <‘1>S(k;) (pn\a(S(k))) €i, €j>v

wobei die letzte Gleichheit aus der starken Operatorkonvergenz des stetigen
Funktionalkalkiils und der Stetigkeit des Skalarprodukts folgt. Da der stetige
Funktionalkalkiil fiir Polynomfunktionen ein Einsetzungskalkiil ist, gilt weiter-
hin

(393) f”(k) = nh—{go i Cln <S(k)lei, €j> .
=0

Verwendet man nun die Messbarkeit von k — S(k), d.h. k — S(k)e;, k —
S(k)%e; usw. sind messbar, und die Messbarkeit punktweiser Grenzwerte mess-
barer Funktionen, so folgt das gewiinschte Resultat.

Wie im Beweis von |(i)| folgt weiterhin ||C(k)|| = m < 3 fiir alle
k € B und analoge Schritte wie in fithren auf die Gleichheit

2
(3.94) (T -\t = /B (T (k) — \) " tdu(k).

Aufgrund der Teilalgebra-Eigenschaft zerlegbarer stetiger Operatoren (Bem.|3.3.13(ii))

kann man dieses Ergebnis auch verallgemeinern zu

&
(3.95) (T — 3" = / (T(k) — ) "du(k), VneN.
B
Aus elementarer Analysis ist bekannt, dass
. 1 . iy\ "
. S 1- 2
(3.96) =) = ) o ( n>

fiir alle y € R und wir kénnen im Rahmen des messbaren Funktionalkalkiils
und unter Verwendung der punktweise gleichméflig beschriankten Konvergenz

(siehe Defn. [A.0.3(v)) folgern, dass

. T -n
(3.97) VT = lim <1 - w> U YU eD(T), yeR,
n—o00 n
. T (k) "
(3.98) WMy = lim (1 - ”/n()> v YpeH, keB, yeR
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Dariiberhinaus handelt es sich bei der Abbildung B — L(#'), k +— e¥T(F) auf-
grund der punktweisen Approximation der Exponentialfunktion (Gleichung )
und Gleichung als punktweise Grenzwerte messbarer stetiger Felder um
messbare Felder stetiger Operatoren mit ||e?T()|| < 1 nach Theorem
fiir alle y € R.

Fiir ein ¥ € L?(B,du,H'), k € Bund y € R gilt

(3.99) VT (k) = lim (1 - ZynT> W (k)
(3.100) = lim (1 — ZyTn(k)> - (k) = eVT®w(k)

und insgesamt folgt damit die Zerlegung

_ ®
(3.101) eVl = /B eVTE) dp(k).

Wir nehmen zunéchst an, dass f € S(R). Damit kénnen wir f gleichmifig
durch eine Folge von C2°(R)-Funktionen approximieren. Zusammen mit der
Beschrénktheit von f liefert die Approximation von f mit analogen Argumen-

ten wie fiir C(-), dass f(T'(-)) ein messbares Feld stetiger Operatoren ist.

Nach der Bemerkungzur Fourier-Transformation gilt nun fiir ¥ € L?(B, du, H')
und {E, }nen C L?(B,du, H') Orthonormalbasis

(3102)  f(D)¥() =Y (f(1)¥,Ey) En()

neN
(3.103) = Z/ f(y)dEg 5, (W) En()

neN
(3.104) = f VA ) dEG g, (y)En(")
(3.105) = Z \/12? / ( e*VdEL o (y)) dk'E, ()
(3.106) — Z \/T/ f(k e’kT\II E >d/</En<-)
(3.107) — FO) (e* W], B, ) dk'En()

> = = = L F#( )

_ R Y oK' T (k) "B .

(3.108) > = [ ) / (X TOUE), B, (k) ) dp (k) k' B ()
(3.109) = Z\/lz?/ // ydEw W) du(k)dk By ()
(3.110) = fly (y)dp(k)En ()

%/ / k) En(k)\Y) OB
(3'111) - Z (TH)\II[L En> En()

neN
(3.112) = f(T()2(),

wobei beim Vertauschen der Integrationsreihenfolgen der Satz von Fubini ver-
wendet wurde. Die Voraussetzung dazu war gegeben, da S (R) C L'(R) und
(1) ¥, En)| = (¥, E,)| < oo (GL. (B:105)), [(e* T[], E,)| < |9l En| <

39



3.3. Direkte Integral-Zerlegung

(3.113)

(3.114)
(3.115)

(3.116)
(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(GL (3-110)) und < o) P (k), En(k))| = [(¥(k), En(k))| < oo fiir fast
), d

alle k € B (Gl 1))). Sei nun f € M‘X’( ann existiert nach dem Satz
von Lusin eine Folge {fn}nen C C¢(R) mit

sup [ folloo < 1f 1l -
neN

die punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Somit sind die Abbildungen
B — C gegeben durch

kw— (f(T( ewej /f ngfj v)
_ / limf, () dELE) (y)
R

= hm/f )AEL®) ()
= lim {fo(T(k))ei, e;)

fiir alle 7,7 € N als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen (Argumen-
tation wie fiir C(-)) wieder messbar, wobei wir im vorletzten Schritt den Satz
von Lebesgue mit Majorante

sup |fn| € M (R),
neN
weshalb

(supl 5l (T@)eie; ) < .

neN

verwendet haben. Insgesamt ist somit f(7(-)) ein messbares Feld stetiger Ope-
ratoren. Fiir die Zerlegbarkeit verwendet man weiterhin, dass C..(R)-Funktionen
gleichméfig durch glatte Funktionen bzw. Schwartz-Funktionen approximiert
werden kénnen, d.h. es gibt fiir alle n € N Folgen {f, m}men € S(R) mit

| frm — fallo "H‘X’ 0. Es folgt dann

FDT() = (F(T)T, E;) Ej(-)

jeN
=3 tim [ 0B 5, B
jEN

= Jl_)ngon}gnoo <fn,m(T)\I/>Ej> Ej(')a
JEN
wobei im zweiten Schritt wieder der Satz von Lebesgue und im letzten Schritt
die starke Operatorkonvergenz des Funktionalkalkiils verwendet wurde. Nun
kann man fiir ¥ € L?(B, du, H') genau wie in Gleichung (3.112)) verfahren und
erhalt

FOY() =Y lim lim (fum(T)YL], E) Ej().
JEN

Die Grenzwerte kann man nun wieder ausfithren, um f zuriickzuerlangen. Ins-

gesamt folgt also
D
— [ 1@()dnto)
B
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Kapitel 3. Operator-Analysis

(3.125)

(3.126)
(3.127)

(3.128)

(3.129)
(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

Sei A € R. Dann ist nach Korollar A € o(T) genau dann, wenn 0 #
ET(A—eX+¢€) = Ln_cago(T) fiir alle € > 0. Wir verwenden |(iii)| im
Spezialfall f = 1(x_crre) € M®(R) mit € > 0, d.h. A € o(T) genau dann
wenn fga Lia—erte) (T'(k))du(k) # 0 fiir alle € > 0. Dies ist aber genau dann
der Fall, wenn pu({k € B | 1(x_eate)(T'(k)) # 0}) > 0 fiir alle € > 0 oder nach
Korollar dquivalent dazu: pu({k € B | o(T(k))N(A—e,A+¢€) #0}) >0
fiir alle e > 0.

Man geht wie im Beweis Vonvor aber man verwendet f = 17, € M*(R).
Nach Voraussetzung ist ||V\IJ < al|TVY||+b||¥|| Y& € D(T) und da T selbstad-
jungiert ist, gilt (T'+4l)~! € E(L2(B du, H')) und dieselbe Rechnung wie zum
Kato—ReHich—Theorem (GL (3.12)) liefert die Abschétzung ||V(T + i)~ <
a4+ ? fir alle [ € N. Damit gilt nach GI. und Bemerkung dass
V(W) +i) () = V(T + i) () fiir alle ¥V € L?(B,du,H’), da nach
Voraussetzung V eine Kato-Stérung von T ist, gilt also (T'(k) + il) "' ¥ (k) €
D(V (k)) fast iiberall fiir alle ¥ € L?(B,du,H'). Analoge Rechnungen wie in

Gl - und - liefern nun

VT +i) oo < VT +i)H < at ?

weshalb ||V (k)(T
alle k € Bund ¥

i) <a+7 b fast iiberall. Damit rechnet man fiir fast

k) +
k) € D(T(k)
(
(

/‘\/-\
~—

~.

IV (R ()| = [V (B)(T (k) + il) (T (k) +il) T (k)
<[V ENT (k) + i)~ T(R) (R[] + [V (k)T (k) +il) = E (k)|

< () 1wl + (a4 ) 0@l

Durch Anwendung des Supremum iiber [ € N erhélt man schliellich Glei-
chung und die gesuchte Abschitzung.

Nach dem Kato-Rellich Theorem ist T+ V auf D(T') selbstadjungiert
und T'(z) + V(z) auf D(T'(z)) fast iiberall selbstadjungiert.

Dass T'(-) + V() ein messbares Feld von Operatoren ist, folgt direkt aus den
Voraussetzungen an 7'(-), V(-), da nach dem Beweis von (iii) die Messbarkeit
von (T'(:) + V() + A)~%, A € C\ R die Messbarkeit von (T'(:) + V(-) +1i)~!
impliziert. Daher reicht festzustellen, dass

T(k) + V(k) + A= T(k) + V(x) + R\ + iSA
= (id 4 (V(x) +iSN) (T (k) + RN "H(T (k) + RN).
Damit (id + (V(x) + iSA\)(T(k) + RA)~!) invertierbar ist, wobei die Inverse
durch die Neumann-Reihe gegeben wire, muss ||(V (x)+iS\) (T(k)+R\) 7| <
1 gelten. Nun ist aufgrund der Submultiplikativitit der Operatornorm, der

Halbbeschrénktheit von 7T'(k) und den Eigenschaften des messbaren Funktio-
nalkalkiils

IV (x) +iSA)(T (k) + RN TH < [V (x) + iSA (T (k) +RA) 1|
1
T+ 5)?)\‘

< (Voo + ISA1) sup
ER

— S P
= (Ve + \J/\\)m
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3.3. Direkte Integral-Zerlegung

(3.134)

(3.135)
(3.136)
(3.137)

(3.138)

Sei A nun so gewahlt, dass die Inversion moglich ist, d.h.
(T(k) + V (k) + X" = (T(k) + RN [(V(x) +iSA)(T(k) + RA) T,
i=0
wobei die Messbarkeit aus der Messbarkeit der Bestandteile des Ausdrucks
folgt. Ansonsten folgt aufgrund von Gl. (3.128) und D(T'(k)+V (k)) = D(T(k))
fast iiberall, dass D(T' + V) = D(T) = D(fg?(T(k‘) + V(k))du(k)) und fiir
U e D(T) gilt

(T + V)U(k) = TU(k) + VU(k)

fast iiberall und somit

T+V:AJHM+VWMMM

S
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KAPITEL 4

Charakterisierung der Periodizitéit

Der Inhalt dieses Kapitels folgt der Darstellung in Ref. [?Zantout2019] und Ref. [22].

In Rahmen der physikalischen Motivation (Kapitel [2)) haben wir festgestellt, dass
ein Kristall aus periodisch angeordneten Atomen besteht, der sich unter bestimmten
Vereinfachungen durch einen Schrodingeroperator mit periodischem Potential quanten-
mechanisch beschreiben lédsst. Die Periodizitéit des Potentials folgt nach GI. dersel-
ben Periodizitit wie der des Kristalls, also insbesondere der Periodizitéit der Atomkerne.
Nach dem Rutherfordschen Streuexperiment zu urteilen ist deren rédumliche Ausdeh-
nung einige Gréflenordnungen kleiner als die des dazugehorigen Atoms und kann somit
approximativ als punktférmig angenommen werden. Die Gleichgewichtspositionen der
Atomkerne dienen uns als Knoten im (Kristall-)gitter.

4.1. Direktes Gitter

DEFINITION 4.1.1 (Gitter und Gittervektoren). Seien ay,...,a, € R", linear un-
abhéngige Vektoren, dann heiflit die Menge

n
Gay,..an = {Zmlaz\xz €eZ,i=1,... ,n}

i=1
das aus ai,...,a, erzeugte Gitter. Wir bezeichnen die Vektoren aq,...,a, als Gitter-
vektoren.

Wir kénnen die Atomkerne des Kristalls aufgrund der grofien Anzahl an Atomen

darin als ein aus ai,...,a, € R", erzeugtes Gitter G modellieren, wobei die Gitter-
Vektoren ay, ..., a, experimentell (siehe Abschnitt [2)) bestimmt werden kénnen (siehe
Abb. .

ABBILDUNG 4. Kristall im R?, der aus Atomen (rote Kugeln) besteht
und dessen Gittervektoren durch ai,as € R? gegeben sind. Sowohl Uj
als auch Uy sind legitime  Einheitszellen  dieses  Kris-

talls.(Quelle: [?Zantout2019)])

DEFINITION 4.1.2 (Einheitszelle). Seien aq,...,a, € R" n € N, Gittervektoren.
Dann heifit jede zusammenhéngende Menge 2 C R™ Finheitszelle, die

(4.1) R"= |J =2+Q



4.2. Reziprokes Gitter

erfiillt und minimal mit dieser Eigenschaft ist, d.h. es gibt keine echte Teilmenge von
Q, die ebenfalls Gl. (4.1)) erfiillt.

BEISPIEL 4.1.3. Fiir das einfache Gitter aus Abb. 4| mit Gittervektoren aq,as € R?
sind die Parallelogramme Uy := {za; + ya2 | 0 < z,y < 1} und Uz := {x(a1 + a2) +
yar | 0 < z,y < 1} legitime Einheitszellen des Kristalls.

4.2. Reziprokes Gitter

Wir definieren nun weitere Gittervektoren zu einem gegebenen Kristall. Diese span-
nen nicht das Kristallgitter auf und ihre Niitzlichkeit wird erst im Laufe der néchsten
Kapitel deutlich.

DEFINITION 4.2.1 (Reziproke Gittervektoren). Zu Gittervektoren ay,...,a, € R"
definieren wir M := (a1 a --- a,) € R™"™. Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der
Gittervektoren sind M und M7 invertierbar und wir definieren die reziproken Gitter-
vektoren by, ..., b, € R™ als die Spalten der Matrix 27 (M7T)~!, d.h.

(4.2) 2n(MT)™t = (by --- by).

BEMERKUNG 4.2.2. Die lineare Unabhéngigkeit der reziproken Gittervektoren wird
von den Gittervektoren in M geerbt, da Inversion und Transponierung den Rang ei-
ner Matrix nicht &ndern. Auflerdem findet man leicht die folgende Relation zwischen
Gittervektoren und reziproken Gittervektoren:

n n
(4.3) bi-aj =Y 2m(M7) ) My; =21 M My = 2765,
k=1 k=1
BEISPIEL 4.2.3. Wir betrachten das Gitter aus Bsp.[4.1.3|mit Gittervektoren ai, ag €
R2. Die daraus resultierenden reziproken Gittervektoren by, by sind in Abb. [5| gezeigt.

b,

b,
000

ABBILDUNG 5. Reziproke Gittervektoren by, by € R? zum Kristall auf-
gespannt von Gittervektoren a;, a2 aus Bsp. (Quel-

le: [?Zantout2019))

FEine spezielle Wahl der Einheitszelle des reziproken Gitters wird in den folgenden
Kapiteln eine besondere Rollen spielen.

DEFINITION 4.2.4 (Erste Brillouin-Zone). Sei Gy, 3, das durch reziproke Gitter-
vektoren by, ..., b,, n € N, erzeugte Gitter. Dann definieren wir die erste Brillouin-Zone
als die Menge der Punkte B C R", die zu 0 € R™ néher sind als zu allen anderen Git-
terpunkten.

Bei der ersten Brillouin-Zone handelt es sich also insbesondere um eine Einheitszelle
des reziproken Gitters.
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Kapitel 4. Periodizitét

BEMERKUNG 4.2.5. Die erste Brillouin-Zone kann man anschaulich mittels der
Wigner-Seitz Konstruktion (siehe z.B. Ref. [17]) aus den reziproken Gittervektoren
erhalten.
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KAPITEL 5

Eindimensionale periodische Schrédingeroperatoren

Dieser Abschnitt basiert auf Ref. [23] XIII.16 und Ref. [22].
Nachdem die Theorie der direkten Integralzerlegung und Kato-Storungstheorie in Kapi-
tel[3eingefiihrt wurde, kann man sich nun dem Spektrum periodischer Schrodingeroperatoren
zuwenden. Zunéchst wird die Theorie separat fiir den Fall n = 1 dargestellt, da in die-
sem Fall die Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen anwendbar ist.
Der betrachtete Kristall-Gittervektor sei a. Damit ist der reziproke Gittervektor b =
27 /a und die erste Brillouin-Zone ist somit B = (—x/a, 7 /al.

5.1. Die unitére Transformation U,

Kehrt man nun also zum Hamilton-Operator A (Gl. (3.9)) zuriick und schrénkt
sich zuniichst auf ein Potential V(x) € C}(R) mit Periode a ein, so ldsst sich V in ei-

ner gleichméfig konvergenten Fourier-Reihe mit Koeffizienten {Vn}nEZ C C entwickeln
(siehe z.B. |5] Satz IV.2.9), d.h.

(5.1) Vix) = Z Vpe?mela g e R
ne”L
. 1 [ae/? .
(5.2) Vo, = / V(z)e 2™y n e Z.
—a/2

Da der Hamilton-Operator A : H?(R) — L?(R) auf L?(R) abbildet, kann man fiir
¢ € H?(R) den Ausdruck At Fourier-transformieren und erhélt

n2k? .
(5-3) FlAY] (k) = 71#( )+ FIVyl (k)

fiir k € R, wobei der zweite Term zu

B FVIR = gm b [ v
N

1 . N
. — ] s —ikx li “ 2mnx/a
(5:5) Rféom/_Re Vo) Jim > Vae de

n=—N

=fn(x)

weiter vereinfacht werden kann. Nun darf man nédmlich Grenzwert und Integral nach
dem Satz von Lebesgue vertauschen, da fiir festes € > 0 ein N € N existiert, sodass || f, —
V|oo < € fiir alle n > N (gleichméfiige Konvergenz) und dies erlaubt die Konstruktion
einer Majorante g gegeben durch

(5.6) Z Vap (@) + (Vo + (@), z€R.

Man beachte, dass in Gleichung (5.5) iiber ein Intervall endlichen MaBes integriert
wird, d.h. in diesem Fall ist L? C L' (siehe z.B. |31] Beispiel 8.4.9(2)), was die Wahl
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Kapitel 5. Der Fall n =1

der Majorante rechtfertigt.
Damit folgt, dass fiir k € R und ¢ € HQ(R)

N
_ - —wkm 7 i2mnx/a
(5.7) VA = Jim_lim —— / e :_ane do
(5.8) = Z Votb(k — 27n/a)

gilt, wobei in der letzten Gleichheit das Moore-Osgood-Theorem angewandt wurde und
die Voraussetzungen dazu aufgrund von der punktweisen Konvergenz des R-Grenzwertes
und der gleichméfligen Konvergenz des N-Grenzwertes gegeben waren. Insgesamt ergibt
sich

B2k . =
(5.9) FlAp)(k) = 5 (k) + Y Vab(k —2mn/a).

n=—oo

Aufgrund der Eigenschaften der Fouriertransformation ist es mglich den Hamilton-
Operator auf der ersten Brillouin-Zone B zu zerlegen. Dies wird durch die im folgenden
beschriebene Transformation U, mdoglich, wobei der Index p verdeutlichen soll, dass die
Zerlegung iiber dem reziproken Raum geschieht. Formal gesprochen ist L?(R) unitér
dquivalent zu H = f;e H'dx mit H' = 1%(Z).

DEFINITION+SATZ 5.1.1 (Die Transformation U, (1D)). Die Abbildung U, : L?(R) —
[5 1(Z)dzx gegeben durch [U,W](k); := W (k+27j/a) fir alle W € L*(R,dz), k€ B, j €
7Z ist ein isometrischer Isomorphismus mit inverser Abbildung

Ut /B@ 1?(Z)dx — L*(R)

(5.10) Vs FUIY ip(-—27j/a)¥(- - 2mj/a);
JEZ

BewEIs. Fiir ein ¥ € L?(R, dx) gilt

w13 = 1915 = | ¥ 2d:n_z/ W (a + 2mj/a) .

]EZ —7'(' a
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz kann man Integral und Summe vertau-
schen und erhéalt
123 = 11U @113
Damit ist U, als lineare Isometrie insbesondere injektiv.
Damit U, 1 wohldefiniert sein, kann muss bereits der Term in eckigen Klammern in
GL ein Element von L?(R) sein. Messbarkeit ist klar und fiir ¥ € H gilt wieder
aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz, dass
2

ZIB(-—%Tj/a) (+—2mj/a); / ZlB x —2mj/a)|¥(z — 27 /a);|*dx

JEZ o jez
M IRCIIENE
JEZ
- Z/ 2);2de = | 0|3,
JEZ
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5.1. Die unitdre Transformation U,

Einsetzen und ausrechnen zeigt zudem U,U, L= U, 1Up = id, was die Notation als
Inverse rechtfertigt. O

BEMERKUNG 5.1.2. Bildlich gesprochen bildet U,, den fiir L?(R) zugrundeliegenden
Realraum R, in dem sich die Elektronen bewegen, per Fouriertransformation auf den
reziproken Raum R ab, wo die gesamte Information aufgrund der Periodizitdt in einem
Punktgitter und einer besonderen Einheitszelle des reziproken Gitters, ndmlich der
ersten Brillouin-Zone B, gespeichert ist (siche Abb. @

Realraum Reziproker Raum
Up

RN

B

a 211/a

ABBILDUNG 6. Anschaulich kann man sich U, (siehe Def. als
Abbildung vorstellen, die den Realraum R in den reziproken Raum
R iberfithrt und die periodische Struktur ausnutzt, um diesen in ein
Punktgitter (griine Punkte) und die Einheitszelle B zu zerlegen.

Nachdem man nun eine Zerlegung des Hilbertraumes L?(R) gefunden hat, muss
man {iberpriifen, ob der Hamilton-Operator durch die Transformation U, auf der ersten
Brillouin-Zone B auch zerlegbar ist. Wir starten hierbei mit der kinetischen Energie.

Sei ¥ € U,H*(R), dann gilt fiir k € B und j € Z

2 2
(5.11) [Up <—£nj$2> Up—lxp] (k);
2 2
(5.12) =Flonjjat <—£nij> FHDY 1s(-—2mf fa)¥(- - 2n [a)
J'eL
2
(5.13) :2%(2@/@ 82 S (k4 200 — )/a) Uk + 20(j — )/a)y
J'et =0;
(5.14) :;(ZWj/a—l—k:)Q‘I’(k:)j,
=T (k);
wobei wir das Feld
(5.15) T(:): B — Abb(*(2))
2
(5.16) s (T(R)); o= 0 (k4 2mj a)();

mit D(T(k)) = [U,H*(R)](k), k € B und j € Z definiert haben. Nun ist 7'(+) offensicht-
lich ein Feld symmetrischer Multiplikationsoperatoren. Fiir ein y € [?(Z) und k € B ist
mit

(5.17) (21(k)) ez = <h2(k' _{_2;:?/[@2 +4
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Kapitel 5. Der Fall n =1

ein Urbild von y unter T'(k) + i gegeben, d.h. im(T'(k) + i) = [*(Z) und somit ist T'(:)
ein Feld selbstadjungierter Operatoren.

Sei (€;) ez = (0ij) ez filr i € Z die Wahl der Basis von I(Z) in diesem Fall. Dann ist
2m

= 5nm
n2(k +2mn/a)? +1i

fiir alle n,m € Z offensichtlich messbar und es gilt 7' = | ée T (k)dk.
Wir fahren nun mit dem potentielle Energie-Operator fort. Sei ¥ € U,H?(R), dann
gilt fiir K € B und j € Z unter Verwendung von GI. (5.9))

[UpV (x)U, 0] (k);

(5.18) ks ((T(k) +14) Len, em)

(5.19) =FlonjjaskVX)F D 1p(- =275 /a)¥(- — 275 fa)
J'EL

(5.20) => VoY 1pk+2r(j —n—j)/a) U(k+2n(j —n—j)/a);

neZ J'EZ =5,
(5.21) = VaU(k)jn,

neL

= [V (k)T (k)
wobei wir
(5.22) V(-) : B — Abb(I*(Z))
(5.23) ke (V(R)); =Y Val)jon
ne”L

mit Doméne D(V (k)) = [Up,D(V (x))](k), k € Bund j € Z. Nun ist V(-) als konstantes
Feld insbesondere messbar und da V' beschrankt ist und U unitér ist, folgt |V (-)]|c <
co. Zusammengenommen liefert dies V = [ V (k)dk.

Da V als beschrénkte Funktion eine Kato-Stérung ist, gilt nach Theorem [3.3.19(v1)
der folgende Satz.

THEOREM 5.1.3. Sei H' = 12(Z), H = [ H'dz, A = Hy+V auf L*(R,dx) mit
V € C}(R) periodisch mit Periode a. Nach Identifikation von L*(R,dz) mit H durch
die Transformation U, gilt fir die Fasern A(-) von A:

2 [e.e]
(5.2) (AGRYE; = okt 2mj /)y + 3 Vit

fiir € D(T(k)) = [U,H*(R)|(k), k € B, j € Z, d.h. es gilt
D
(5.25) U, AU, —/ A(k)dk.
B
5.2. Die Floquet-Transformation

Die im letzten Theorem beschriebene Zerlegung geschieht iiber der ersten Brillouin-
Zone B und erzeugt Fasern in [?(Z), die die Information des Punktgitters tragen, aber
Abb. [6] suggeriert bereits, dass die Information des Punktgitters auch in der Einheitszel-
le 2 = [0, a) enthalten sein sollte. Dies fiihrt zur sogenannten Floquet-Transformation.

DEFINITION+SATZ 5.2.1 (Floquet-Transformation U (1D)). Sei H = f;e H'dk mit
H' = L?(Q,dx). Dann ist die Abbildung

U:L*R,dx) — H
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5.2. Die Floquet-Transformation

(5.26) U [U¥]g(x) = U(z—an) z€Q, keB

mit inverser Abbildung
UM — L*R,dx)

(5.27) U= [U10](x —an) = r)dk z€Q, nez

\/’f

unitdr. Man bezeichnet U als Floquet- Transformation.
BewEis. Sei U € L*(R,dz), dann gilt

(5.28) /yqf \dm—Z/y\Ifx—amd:c

nez

(5.29) = |U(x — an)|*1q(z)dz
A

(5.30) —n}igloo/ Z ¥ (2 — an)|*1o(z)dz

(5.31) = U (x — an)|*dz,
hE

wobei in der letzten Gleichheit der Satz von der monotonen Konvergenz verwendet
wurde. Es folgt

(5.32) > ¥ (z — an)?
nez

fiir fast alle x € Q. Damit konvergiert nach Ref. [3] Korollar 17.2 [UV]i(x) als Fou-
rierreihe mit Variable ak fiir fast alle z € ). Dann gilt nach der Parseval-Identitéat
gilt
(5.33) / [UV)i()*dk = > |¥(x — an)|®

B neZ

fiir fast alle # € Q. Nach Gl. (5.31)) ist die rechte Seite als Funktion von z in L?(f2) —
also ist U wohldefiniert — und demnach gilt

(5.34) U@ = //|U\I/ x)2dxdk
(5.35) /Z\\II x — an)|2dx

nezZ
(5.36) = |||,
wobei wir den Satz von Fubini verwendet haben. Als lineare Isometrie ist U insbesondere
injektiv und es bleibt die Surjektivitdt zu zeigen.
Sei dazu ® € H. Dann kann man fiir festes x € Q die Folge (U™1®)(x — an))nez

nach Gl (5.27)) als Fourier-Koeffizienten zur Fourierreihe der Funktion ®.(z) mit der
Variablen ak, k € B, auffassen. Dann gilt wieder nach der Parseval-Identitét

(5.37) > U (z — an)? /yan( )2dk

neZ
und nach Integration iiber die Einheitszelle 2 folgt

(5.38) ‘I’e”// @y (2 |dkdm-/2| U=19](x — an)?

ne”L



Kapitel 5. Der Fall n =1

(5.39) //|<1>k dedk—Z/] U~10](z — an) 2

neL
(5.40) 12 = lU~"o|?,

wobei wir die Integrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini und Summe und Inte-
gral nach dem Satz von der monotonen Konvergenz vertauscht haben. Demnach ist U !
wohldefiniert und ebenfalls Isometrie. Dass es sich tatsdchlich um die Inverse handelt,
sieht man aus

fzkan

\/\B
(5.42) - / S W(a — am)e o) g

meZ

5.43 = U(z —am / g lak(n—m) g
(5.3 > w( UB|B

(5.41) UL UY](z — an) = (z)dk

meZ
:6n,m
(5.44) = U(x —an)
fir ¥ € L2(R), x € Q und n € Z. Analog rechnet man UU ! = id aus. Dies rechtfertigt
a posteriori die Bezeichnung U1, U

Um die direkte Integralzerlegung mittels der Floquet-Transformation zu bestim-
men, definieren wir zunéchst das Feld

(5.45) Hy(-) : B — Abb(L*(Q))

durch

(5.46)  D(Ho(k)) :={¢ € H*(Q°) | ¢ € C'(Q), ¥ (a) = e*1)(0), j = 0,1}
und

2 2
(5.47 Ho(k)(a) = —2 ()

fiir alle k € B, ¢ € D(Hy(k)) und z € Q. Zur Wohldeﬁmertheit muss noch angemerkt

werden, dass fiir ein ¢ € H?(Q°) — C*(Q°) (Theorem nach dem Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung und Lemma [1.4.4] ein Reprasentant mit

(5.48) 39 () — 0 (y /@W“)

fiir alle ,y € Q° und 4 = 0, 1 existiert. Wegen 1(Q°) < oo ist 10D € L2(Q°) ¢ L1(Q°)
und man kann mittels der Holder-Ungleichung

(5.49) WO (@) = O y)] < o — g2,

fiir alle z,y € Q° und 7 = 0, 1 abschiitzen. Damit sind (") gleichmiiBig stetig und man
findet stetige Erweiterungen ¢ : § — C fiir i = 0,1. Da die beiden Erweiterungen
stetig sind und aufgrund von GIL. findet man einen Repriisentanten ¢ € C1(€Q).
Zudem ist D(Hy(k)) C L?([0,27]) dicht fiir k € B und der kinetische Energie-Operator
kann auf dieser Doméne angewandt werden.

Wir zeigen nun, dass es sich um ein Feld selbstadjungierter Operatoren handelt.
Dafiir geben wir zunéchst den Funktionen mit der Eigenschaft einen Namen
(siche z.B. Ref. [15] Abschnitt 2.7).

DEFINITION 5.2.2 (absolutstetige Funktion). Fiir —oo < a < b < oo heifit eine
Funktion f [a b] —> C absolutstetig, falls ein f € C(a,b) und ein g € L'(a,b) existiert,
sodass f(x) f g(t)dt fiir alle z,y € [a,b] gilt.
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5.2. Die Floquet-Transformation

Folglich ist f’ = g fast iiberall (siehe Lemma .
Nach dem Fundamentalsatz der Lebesgue-Integration (siche z.B. Ref. |5] Definition
A.1.9 und Satz A.1.10) ist diese Definition dquivalent dazu, dass fiir alle e > 0 ein 6 > 0
existiert, sodass fiir alle a < a1 < by <as <by <--- < a, <b, <b, n €N beliebig
gilt, dass

(5.50) Z(b —a;)<d = Z ) < e

=1

Damit sind also die Repriisentanten ¢(® aus Gl. 5.48)) absolutstetige Funktionen und
in Lemma [1.4.4 haben wir bereits gezeigt, dass diese fast {iberall differenzierbar sind
mit Ableitung (Y i =0,1.

Ein wichtiges Lemma zeigt uns, dass fiir absolutstetige Funktionen partielle Integration
anwendbar ist.

LEMMA 5.2.3. Seien f,g: [a,b] — C absolutstetige Funktionen, dann gilt

b b
/ (@) (@)dz = [f(z)g(x)]t - / f'(@)g(x)dx

BEWEIs. Da f, g absolutstetig sind, folgt insbesondere, dass sie beschréinkt sind
und damit ist fiir eine Wahl von Punkten (a;, b;)1<i<n C [a,b] wie in Def. nach
der Dreiecksungleichung

> 1 £ (bi)g(bi) — flai)g(ai)l
i=1
(5.51) < Z £ (bi)g(bi) — bi)| + Z | f(ai)g(bi) — f(ai)g(as)]

(5.52) <||g||ooZ|f flai)l + ||f”ooZ|g (ai)|.

Also ist fg ebenfalls absolutstetlg. Dabei blelbt dle Produktregel der Differentiation
aufgrund der Integraldarstellung erhalten, d.h. (fg)’ = f'g+ ¢’ f fast iiberall. Die Inte-

gration iiber [a, b] fithrt dann auf die gesuchte Formel. O
Sei nun k € B fest und ¢, ¢ € D(Hy(k)), dann ist
633 Ty HoR)g) = e @l (', ¢)
—_———
=0
— 2

(5.54) =~ @@+, 8) = 25 (Ho(k)w, ),

=0

wobei wir die Randbedingungen aus D(Hy(k)) und partielle Integration verwendet ha-
ben. Damit ist Ho(k) symmetrisch und fiir die Selbstadjungiertheit orientieren wir uns
am Beweis von Lemma 20.3 aus Ref. [3], wo mit dhnlichen Schritten die Selbstadjun-
giertheit des Impulsoperators gezeigt wird.

Sei ¢ € D(Ho(k)*), d.h. Ho(k)*v € L*(Q) c L'(Q). Somit ist die durch ¢1(z) :=

Jo Ho(k)*y(t)dt, = € Q, definierte Funktion absolutstetig mit ¢} = Hy(k)*y fast
iiberall. Weiterhin sei d)g definiert durch ¢g(z) := fo ¢1(t)dt, z € Q. Damit ist ¢ €
CHQ) mit ¢ = ¢ = Ho(k)*y fast iiberall.

Fiir ein beliebiges ¢ € D(Hy(k)) gilt unter Verwendung der Produktregel und Randbe-
dingungen

(5.55) (b Ho(k)g) = (Ho(k)* s, 6) = /Q F@(x)dx
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Kapitel 5. Der Fall n =1

(5.56) — [Gh@o@) - /Q @) (x)da
(5.57) — (@ * — Fh{0)]6(0) + Bo(@)d (2)]2 + /Q Go(@) " (x)dz

oder nach einer kleinen Umsortierung ist

(5:58) (1~ 25 60, Ho(k)6) = [Fhle ™ ~ G0NI6(0) + Bola)e ™ — Go(0)]6(0).

Da C%3(Q) c im(Ho(k:)) dicht in L2(2) liegt, folgt zp ¢o fast iiberall und somit auch
@Z/ gbo, 1[)” = Hy(k)*y fast iiberall. Damit finden wir fiir ¢ einen Reprisentanten

in Cl(Q) D1e rechte Seite von GI. ( - muss dann entsprechend fiir beliebige ¢ €
D(Hy(k)) verschwinden, d.h.

(5.59) 0= [gp(a)e™** = 4(0)] = [#o(a)e ™" — 4o (0)].
Dies erzwingt nun die Randbedingung aus D(Hy(k)) auf den C'(Q)-Repriisentanten
von 1 und es folgt: ¢ € D(Hp(k)) und Ho(k)*y = Ho(k)y Yy € D(Hy(k)*). Folglich
ist Hy(-) ein Feld selbstadjungierter Operatoren. Da diese bis auf eine Randbedingung
auf einer Nullmenge (0 und a) unabhiéingig von B sind, ist das Feld auch messbar.
Damit kann man schliellich den Operator f E,B Hy(k)dk =: Ay definieren.

Im niichsten Schritt soll gezeigt werden, dass Ay = UAU™! ist, d.h. zunschst
U'D(Ay) c D(A) und UD(A) C D(Ap).

Zu UD(A) C D(Ay): Sei ¥ € D(A) = H?(R), a € {0,1,2}, und (¥,,)nen € C®(R) N
H?(R) eine approximierende Folge nach dem Satz von Meyers und Serrin Dann
ist fiir ein beliebiges ¢ € C2°(Q) aufgrund der Stetigkeit von U und der Tatsache, dass
(U, )nen eine H?2-Cauchyfolge insbesondere (D*W,,),cn eine L?-Cauchyfolge impliziert,

(5.60) (U], D)2y = ([U lim W]y, D) 12()

(5.61) = n}ignm<m, D¢)r2(q)

(5.62) = lim_ Qzﬁwm(x—na)pa¢(x)dm

(5.63) 1)l fim / Z M e (o na)p(a)da
m=eo Jo £ \/1B]

(5.64) = (—1>'a'<[U7gi;noo Daq/m]ka¢>L2(Q)

(5.65) = (-1)*([UDWy, ¢) 120

fiir fast alle & € B, wobei die vierte Gleichheit aus partieller Integration folgt und
die Vertauschung von Summation und Ableitung erlaubt ist, da die Koeffizienten der
Fourierreihe

itkna

5.66 €
(5.66) B

DV, (x — na)
nez

wegen DU, € C°(R) N L?(R) ab einem N € N betragsmifig durch C/n®, s >
1/2, C € R, |n| > N, abgeschitzt werden kénnen und die Reihe somit gleichmiflig
konvergiert (siehe z.B. Ref. [34] Prop. 1.3).

Demnach ist [U¥], € H?(Q2°) fiir fast alle k € B mit schwacher Ableitung [UD*¥];, €
L?(Q2), weshalb auch ||Ho(-)[U¥],)|| < oo folgt.
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Nun ist zudem

ikna

(5.67) U)i(a) =Y =T (a — na)
nez ’B‘
eik(n—l)aeika ]
(5.68) =) ———— 0, (0~ (n— 1)a) = *[UT],(0)

nez Vv ‘B’

und analog findet man zudem [U¥'];(a) = e**[UV'];(0). Damit ist aber bereits UV €
D(Ayp).

Zu U~'D(Ay) € D(A): Sei ¥ € D(Ay), dh. ¥ € [§ L*(Q)dz, U, € D(Ho(k)) f.i.
und ||Ho(-)¥ (]| < co. Es gilt

e—ikcm
(5.69) U-1](z — an) = / Uy (z)dk
B /|B
fir alle z € Q und n € Z. Nach dem Satz von Lebesgue ist aulerdem
5.70 o) = U [ (v, | € 2R
(5.70) [ |= ﬁO(')(-)E (R)

fiir o € {0,1,2} und somit U~'¥ € D(A).
SchlieBlich wird durch Gleichung deutlich, dass
(5.71) UAU' = Ay = /B@ Ho(k)dFk.
Im n#chsten Schritt fiihren wir nun auch den periodischen potentiellen Energie-

Operator V(x), V : R — R messbar und beschrinkt, wieder ein. Dieser ist damit ein
stetiger Operator und wir definieren das konstante messbare Feld stetiger Operatoren

V() : B = L(L*(Q))

(5.72) k—V(k):=V(x).
Wir zeigen nun, dass
@
(5.73) UvuT! = / V(k)dk.
B
Sei dazu ¥ € L?(R), k € B und z € (. Es gilt
eikna
5.74 UVVU|(x) = V¥|(z — na
(5.74) [UV Y] (z) % \/@[ I( )
eikna
5.75 = V(z —na)¥(zx —na
(5.75) > TV e )=
eikna
(5.76) =V(@)) U(z — na)
nez ’B|
(5.77) = VE)UI(z) =V (k) [UV](2).

Damit ist bereits UVU ! = | ;‘9 V(k)dk. Aufgrund der Stetigkeit und Symmetrie von
V(x) ist V (k) eine Kato-Storung von Hy(k) fiir fast alle £ € B nach Satz [3.3.19(vi)|
sodass die beiden Teilergebnisse zum kinetischen und potentielle Energie-Operator den
folgenden Satz beweisen.
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Kapitel 5. Der Fall n =1

THEOREM 5.2.4. Sei V : R — R eine wesentlich beschrinkte messbare Funktion
mit Periode a. Dann tberfihrt die Floquet-Transformation U den Hamilton-Operator

A = Hy+ V(x) nach
2

(5.78) UAU! —/ Ho(k) + V (k)dk.
B

5.3. Die Bandstruktur des Spektrums

Nun haben wir alles nétige Werkzeug zusammen, um die Struktur des Spektrums ge-
nau zu bestimmen. Wir beginnen hierbei mit dem Operator Hy und definieren zunéchst
den Begriff der Operatorhalbgruppe wie er in Ref. [5] Defn. VII.4.1 zu finden ist.

DEFINITION 5.3.1 (Operatorhalbgruppe). Eine Menge von linearen beschrinkten
Operatoren (Tt)teRg € L(H) heiBt Operatorhalbgruppe, falls
(i) Tp = id,
(il) Tsyr = TsTy fiir alle ¢, s € RS und
(iii) lim Tyyp = o fiir alle ¢ € H
t—0
gilt.

Bevor wir uns der Bestimmung des Spektrums des Schrédingeroperators A = Ho+V
zuwenden konnen, benttigen wir noch das folgende Lemma.

LEMMA 5.3.2. (i) Fir alle k € B hat Ho(k) eine kompakte Resolvente und
(—00,0) € p(Ho(k)).

(ii) Die Menge der Operatoren exp(—tHo(0)), t € R{, ist eine Positivitit verbes-
sernde Operatorhalbgruppe.

(iii) k — [Ho(k) + c]™', ¢ € R ist eine analytische Familie in einer Umgebung
von B.

BEWEIS. (i) Zunichst betrachten wir die Resolvente K := (Hg + ¢?)~! fiir
c € R™ fest, wobei nach Beispiel K ein stetiger wohldefinierter Operator
auf ganz L?(R) ist.

Sei f : R — R definiert durch 2 + —+—. Damit ist f € L>°(R) N L?(R) und

el
folglich gilt nach Ref. [4] Thm. IX.29, dass
_ o
(5.79) FUFW = —=[F I x v

V2T
fiir alle ¢ € L?(R). Nun ist analog zu Gl. (1.4

(5.80) [F 1] = Jim_fr,
1 R eixy
(5.8) fw)i=—= [

wobei der Grenzwert im L?(R)-Sinne gemeint ist. Der Grenzwert des Integrals
aus Gl. (5.81)) lasst sich fiir x # 0 mittels Residuensatz und der Konturen in
Abb. [7] und im Falle # = 0 durch eine Tangens-Substitution berechnen und
ergibt

(5.82) F ()

1
_ —|z|e
= —Te .
vV 2me

Wertet man nun f im Sinne des Spektralsatzes im mit \/%Tn skalierten Impuls-
Operator p aus, so erhilt man nach Gl. (5.79) den Ausdruck

vley (y)dy

_Vm [ v
(5.83) Kip(x) = Jahe
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5.3. Die Bandstruktur des Spektrums

@

Im(z) Im(z)
/ (b)

Cr

-

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

R Re@® 5 > >Re(2)

ABBILDUNG 7. Pfade zur Berechnung des Integrals in Gleichung ([5.81)
mittels des Residuensatzes. (a) kann hierbei im Falle von y > 0 und

(b) im Falle y < 0 verwendet werden. Die Polstellen +ic sind ebenfalls

innerhalb der Konturen Cr markiert.

fiir alle ¢ € L?(R) und z € R, sodass K ein Integraloperator ist.
Man stellt nun fir ¥ € D(Hy(k)), k € B, fest, dass aus

(Ho(k) + )W =0 |(-, V),
h2

—7@" W) = ||

_2m|| | c[[]* <0,

U = 0 folgt, wobei im letzten Schritt der Aquivalenzumformungen Lem-
ma und die Randbedingungen aus D(Hy(k)) verwendet wurden. Dem-
nach ist (Ho(k) + ¢?) invertierbar und wir konnen K (k) := (Ho(k) + ¢®)~* fiir
alle k € B definieren.

Sei 1p € C°(92) bzw. ¢ € C°(R) durch triviale Fortsetzung, dann erfiillen K1)
und K (k)1 beide die Differentialgleichung

2
(Ho(k) + *)u = —h—u" +Au=1

2m
auf €. Somit erfiillt deren Differenz K1 — K (k) die Differentialgleichung
h2
——"+cfv=0
2m

auf €2, sodass
Vame Vame
(K (k)y](2) = [K)(@) + e 77 4 cpoe™ 1"
fir z € Q, cg1,cp2 € C und damit K(k)y € D(Hp(k)) gelten kann, miissen
die Randbedingungen [K (k)y](a) = e“mq/J( ), [K (k)] (a) = e/ (0) erfiillt
sein. Zusammen mit den Gleichungen (|5.83]) und - liefern die Randbe-

dingungen nach Koeffizientenvergleich von exp V2mc:v und exp — Vzhmcac die

Integraloperatorform

/kay y)dy,

56



Kapitel 5. Der Fall n =1

(5.91) Gr(z,y) == g BBl 4 o (k)e @) 4 g(kye T @),
C

(5:92) ok) = g <<mk) _ 1)1,

-1
(5.93) Bk) = vm <e<€mc“’“)“ - 1) .
V2he

Aus der Stetigkeit von G, folgt damit, dass K (k) : L?(Q2) — D(Hy(k)) eben-
falls ein Integraloperator ist und wegen |G| r2(xq) < 00 handelt es sich um
einen Hilbert-Schmidt-Operator (siehe z.B. Ref. [35] Thm. VI.23) und dieser
ist somit kompakt (siehe z.B. Ref. |6] Lemma 5.5.4). Damit haben wir nicht
nur gezeigt, dass Hy(k) eine kompakte Resolvente besitzt, sondern auch, dass
(—00,0) € p(Ho(k)).

(ii) Aus Gleichungen (5.90)-(5.93) liest man sofort ab, dass Gy strikt positiv ist
und somit ist K (0) Positivitit verbessernd. Wegen (—o0,0) C p(Ho(0)) ist die
Menge

(5.94) (70O, cps C LILA(R))

und wegen der grundlegenden Eigenschaften des messbaren Funktionalkalkiils
(Theorem[A.0.3)) und des Spektralsatzes (Theorem[A.0.7) auch eine Operator-
halbgruppe. Auflerdem kann man analog wie in Gl argumentieren, um
die starke Operatorkonvergenz

(5.95) e 0Oy, — Jim <1 + tH;fL(O)> _n¢

n—o0

fiir alle ¢» € L?(Q) zu begriinden, weshalb dann auch (e~t#0(0))

verbessernd ist.
(iii) Die Behauptung folgt direkt aus Gl. (5.90)), da diese Gleichung die Konstruk-
V2m

tion von Hilbert-Schmidt-Operatoren in einer Umgebung von B (|Sk| < %
ist die Bedingung) erlaubt und diese offensichtlich analytisch in £ sind.

teR} Positivitét

O

Aus der Existenz einer kompakten Resolvente von Hy(k), k € B, folgern wir mit
Theorem dass alle Hy(k) diskretes Spektrum besitzen. Dieses ldsst sich mit ein-
fachen Methoden zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen bestimmen, denn
Hy(k)u = —%u” = Au hat Losungen der Form
(5.96) u(z) := c1exp(iv2mAx/h) + ca exp(—ivV2mAz/h)
mit ¢, c2 € C und z € Q. Die Randbedingungen von D(Hy(k)) fithren zu einer Quan-
tisierung der moglichen Energieeigenwert A, denn sie liefern die Gleichung

(5.97) 1 = exp(ika + ivV2mAa/h),

was durch

h%(2mn — ka)?
2ma?

(5.98) en(k) = , nEZ

gelost wird. Dies fithrt dann zur allgemeinen Losung
(5.99) U k(z) = c1exp(i(2mn + ka)z/a) + co exp(—i(2mn — ka)x/a).

Die Energiecigenwerte bilden als (reell-analytische) Funktionen von k sogenannte Ener-
giebdnder aus (siehe Abb. , die in der theoretischen Physik zur Bestimmung physi-
kalischer Eigenschaften von Festkorpern eine sehr wichtige Rolle spielen. Durch die
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5.3. Die Bandstruktur des Spektrums

Umsortierung Z — 0,1, —1,2, -2, ... fithrt man den Index n in den sogenannten Band-
index n € N iiber.

e,(K) [a.u.]

abrwON—

535335335
I nn

-t 0 T
k [1/a]

ABBILDUNG 8. Das Spektrum von Hy(k), k € B, besteht aus soge-
nannten Energiebdndern, die anhand ihres Bandindex n voneinander
unterschieden werden.

Die Frage, die sich nun stellt ist, ob diese Bandstruktur der Energieeigenwerte auch
in Anwesenheit einer potentiellen Energie V' erhalten bleibt. Diese Fragestellung ist
gerade ein Anwendungsgebiet der Kato-Storungstheorie und wir fassen die Ergebnisse
im folgenden Theorem zusammen.

THEOREM 5.3.3. Fiir eine wesentlich beschrinkte potentielle Energie V€ L>(Q, R)
gilt
(i) H(k) = Ho(k) + V(x), k € B hat rein diskretes Spektrum und ist eine reell
analytische Familie.
(i1) H(k) ist antiunitdr dquivalent zu H (27 /a—k) beziiglich komplexer Konjugation
fir alle k € B.
(iii) Firk e B\ {0,7/a} besitzt H(k) nur nicht-entartete Eigenwerte.
(iv) Sei Ey,(k) der n-te Eigenwert von H(k) mit k € (0,7/a). Dann ist E, (k) fir
k€ (0,7/a) analytisch und stetig in k = 0,7 /a.

BEWEIS. (i) Da V wesentlich beschrénkt ist, gibt es nach Theorem ein
A € C\ R, sodass A € p(H(k)) N p(Hp(k)) fiir alle k € B. Nun gilt

(A= H (k)X = H(k)™" = (A = Ho(k))"'](A — Ho(k))

(5.100) =[id — (A = H(k))(A = Ho(k))~'](A = Ho(k))
(5.101) =)\ — Ho(k) — (A — H(k))

(5.102) =H (k) — Ho(k)

(5.103) =V (x)

und durch Multiplikation mit (A — H(k))™! von links und (A — Hy(k))~! von
rechts erhélt man

(5.104) (A= H(k) V() (A= Ho(k))™ = (A= H(k))™" — (A = Ho(k)) ™
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(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)
(5.109)

beziehungsweise
(A= H(k)) "'V (x)(A = Ho(k)) ™" + (A= Ho(k)) ™" = (A = H(k))™

Die linke Seite der Gleichung beschreibt nach Lemma [5.3.2(1)| einen kompak-
ten Operator, sodass folglich H(k) eine kompakte Resolvente besitzt. Nach
Theorem gilt dann o(H (k)) = o4(H (k)).

Nun zeigen wir, dass H(-) eine analytische Familie ist. Dazu bemerken wir
aufgrund der Selbstadjungiertheit von H(k), k € B, dass —A € C\ R mit
RA > 0 immer ein Element in p(H(k)), k € B, ist. Es bleibt noch zu zeigen,
dass k — (H(k) + \) "% fiir alle o) € H analytisch ist.

Dies folgt aber aus denselben Argumenten wie in GI. und ,
sodass ein A so gewéhlt werden kann, dass die Neumann-Reihe

(H(k) + X" = (Ho(k) + RNt Z N (Ho(k) +RA) 7Y

konvergiert. Aus Lemma [5.3.2(1)| und der im Beweis beschriebenen expliziten
Form von (Hy(k) + R\)~ folgt dass H(-) eine reell analytische Familie ist.
Der Ubergang k — 2n/a — k #ndert in Ho(k) nur die Randbedingung in
D(Hy(k)), indem der komplex konjugierte Exponentialfaktor jeweils steht. Da
die potentielle Energie reellwertig und unabhingig von k ist, gilt H (k) =
H(2m/a — k).

Wegen (ii) geniigt es bezﬁglich der Entartung nur k € (0,7/a) zu betrachten.
Sei E € o(H(k)) C R, d.h. —2 “ . 4+ V(x)u = Fu besitzt eine Losung, die den
Randbedingungen in D(Ho(k)) geniigt. Fiir k € B\ {0, 7/a} fiihren die Rand-
bedingungen auf komplex-wertige Losungen, sodass zu einer Losung u die line-
ar unabhéngige Losung @ nach (ii) den Randbedingungen von D(Hy(27/a—k))
gehorcht, welche ungleich denen von D(Hy(k)) sind. Da die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung H(k)u = Ewu zwei linear unabhingige
Losungen zulésst, gibt es immer hochstens eine Losung, die den Randbedin-
gungen von D(Hy(k)) geniigt.

Sei k € B fest. Analog wie in Bsp. kann man zeigen, dass Hy(k) halbbe-
schriankt ist und da V' € L*°(9) ist auch H (k) fiir alle k € B halbbeschrankt.
Daraus folgt, dass das diskrete Spektrum o(H (k)) ein Minimum hat, denn fiir
einen Eigenvektor ¢ (k) zum Eigenwert e(k) gilt

(H (k) (k), (k) = e(B)lw(R)II* > cllv k)],

wobei ¢ € R eine untere Schranke von H(k) ist. Damit ist (e *7(0)),cps C
L(L?(Q)) — wie in Lemma, argumentiert — eine Operatorhalbgruppe.
Sei a > ||V||s, dann ist

(a+H(0)™"
=(a —[[Vllo + Ho(0) + V(x) + [V o)
=(id + (a = [Vlso + Ho(0)) " (V(x) + [Vllso) " (@ = |Vl + Ho(0)) ™
Somit ist (e (0))t€R+ ebenfalls Positivitdt verbessernd, da wie fiir Lem-
ma argumentiert insbesondere (a — ||V'||o, + Ho(0))~! und insgesamt
also (a + H(0))~! fiir hinreichend grofie a Positivitiit verbessernd ist. Damit
ist nach Theorem B.1.12] der Grundzustand nicht entartet.

Da in (i) gezeigt wurde, dass H (k) eine analytische Familie in einer Umgebung
von k = 0 ist, existiert nach Theorem eine analytische Funktion Ej (k)
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fiir k € [0,€) und € > 0, sodass F;(0) = minoy(H(0)) und E; (k) € o(H(k)).
Angenommen e < 7/a. Falls

(5.110) lim B (k) < oo,

k—e~

kénnen wir mittels (iii) einsehen, dass lim_,.— Ej (k) ein einfacher Eigenwert
von H (e€) ist, da eine Divergenz nach —oo aufgrund der Halbbeschrénktheit von
H (k) ausgeschlossen ist. Damit existiert nun nach Theorem ein § >0
und eine analytische Funktion g(-) auf Us(e), sodass g(k) € o(H(k)) und
g(kn) = Ei(ky) fiir groBe n € N — dann nimlich, wenn k, € Us(e), wobei
(kn)nen C [0, €) eine Folge mit lim,, o ky, = € ist. Damit stellt g eine analyti-
sche Fortsetzung von E; iiber [0, €] hinaus dar, sodass dasselbe Argument eine
analytische Fortsetzung auf ganz [0,7/a) ergibt.
Es bleibt also nun zu zeigen, dass F beschrinkt ist. Zunichst stellt man fest,
dass H(k) auf [0,€) keinen Eigenwert kleiner (k) haben kann, denn sonst
konnte man diesen Eigenwert nach & = 0 — wie eben beschrieben — fortset-
zen. Aufgrund der Einfachheit der Eigenwerte und der Argumentation zuvor
miisste diese Fortsetzung strikt kleiner als F\ sein und wir hétten einen Wider-
spruch zur Minimalitidt von E1(0). Da also E;(k) der kleinste Eigenwert von
o(H(k)) fiir k € [0, €) ist, kann der Grenzwert limy,_,,- F (k) nicht divergieren,
sodass die analytische Fortsetzung von El() gerade dem kleinsten Eigenwert
von H(-) entsprechen muss, d.h. Fj(-) ist analytisch auf [0,7/a] und wegen
(ii) auch auf ganz B.
Betrachten wir nun E»(0), wobei der erste angeregte Zustand entartet sein
kann (siehe Abb. [§). Nichtsdestotrotz wird diese Entartung nach (iii) fiir
k € B\ {0,7/a} aufgehoben. Nun kann man Theorem verwenden, um
fiir die moglicherweise bei k # 0 aufgespaltenen Energiecigenwerte analytische
Funktionen zu finden. Dasselbe Argument wie eben lésst sich nun fiir die ein-
zelnen analytischen Funktionen wiederholen, sodass man erneut analytische
Energiebénder auch fiir den ersten angeregten Zustand erhélt.

Das Argument kann man nun induktiv fiir alle Eigenwerte wiederholen.
0

Tatsédchlich kann man im eindimensionalen Fall noch mehr aussagen, nédmlich, dass
die Energiebédnder jeweils entweder streng monoton fallend oder steigend sind (siehe
z.B. Ref. [23] Thm. XIIL.89 (e)) und dass die Eigenfunktionen, welche als Bloch- Wellen
bezeichnet werden, ebenfalls analytisch auf B\ {0,7/a} gewéhlt werden koénnen (siehe
z.B. Ref. [23] Thm. XIII.89 (f)).

THEOREM 5.3.4. Es gilt o(H) = {E,(k) | n €N, k € B}.

BEwEls. Da die Energiebénder E, () auf B fiir alle n € N stetig sind, gibt es zu
gegebenen kg € B und € > 0 ein § > 0, sodass
En(Ué(kO)) - UE(En(kO))
und damit ist nach Theorem o(H) ={E,(k) |neN, k€ B}. O
THEOREM 5.3.5. Die Blochwellen bilden eine Orthonormalbasis von L?(2).

BEWEIS. Der Beweis wird im allgemeineren mehrdimensionalen Fall ausgefiihrt

(Theorem [6.0.3]). O

Weitere Eigenschaften der Bloch-Wellen und Energiebénder sind in Ref. [23] Thm.
XI1.90-95 und in Ref. [2] und den Referenzen darin gegeben. Wir benétigen diese im
Folgenden nicht mehr und lassen sie deswegen aus.
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KAPITEL 6

Mehrdimensionale periodische Schrédingeroperatoren

Dieser Abschnitt beruht auf Ref. [23] XIII.16, Ref. [?Zantout2019] und Ref. [22].
Im vorangegangen Kapitel sind immer wieder Aussagen aus der Losungstheorie gewohnlicher
Differentialgleichungen eingegangen, die man im mehrdimensionalen Fall nicht anwen-
den kann. Dennoch bleiben viele Resultate bestehen, miissen aber gegebenenfalls anders
begriindet werden.

Zunichst einmal kann man die Floquet-Transformation fiir R™ verallgemeinern. Sei
dazu im Folgenden stets {2 C R™ eine Einheitszelle zum Kristall mit Gittervektoren
ai,...,an € R und B C R” die erste Brillouin-Zone.

DEFINITION+SATZ 6.0.1 (Floquet-Transformation U). Sei H = f;e H'd"k mit H' =
L?(Q, d"x). Dann ist die Abbildung
U: L*R", d"z) — H
eikT-(al,...,an)-n

(6.1) U [U]g(z) = )

nezn v |B’

U(zx—(a1,...,ap) -n), v€Q keB

mit inverser Abbildung

Ut H— LR, d"z)

(6.2) Ui [Uﬁl\l’](x—(al,...,anyn) =

5 VB

fir x € Q, n € Z™ unitar. Man bezeichnet U als Floquet-Transformation.

BEWEIS. Der Beweis funktioniert wie im eindimensionalen Fall (siehe Satz [5.2.1)).
Alternativ findet sich der Beweis in der mehrdimensionalen Notation auch in Ref. [22]
Lemma 2. U

Die Floquet-Transformation ist dann wieder der Schliissel, um die direkte Integral-
zerlegung fiir den mehrdimensionalen Schrédingeroperator zu finden.

THEOREM 6.0.2. Sei V € L*®(R",R) mit V(z+a;) = V(x) fir allei=1,...,n und
x € R™. Dann definieren wir fir k € B den Operator Ho(k) als den Operator —%A
auf H' mit Randbedingungen

(6.3) Y(x+a;) = e*Uih(z) und 9pb(z + aj) = e d;h(x)

fiir alle x € R™, sodass x,x +aj € Q, und j € {1,...,n}. Bei Ho(-) handelt es sich
dann um ein messbares Feld selbstadjungierter Operatoren. Weiterhin definiert man fiir
k € B den Operator V (k) als Multiplikationsoperator V (x) mit D(V(k)) = D(Hy(k)),
sodass es sich bei V(-) ebenfalls um ein messbares Feld selbstadjungierter Operatoren
handelt.

Es gilt dann fiir den Hamilton-Operator A = Hy + V (x):

3]
(6.4) UAU‘lz/ Ho(k) + V (k)dk.
B
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BEWEIS. Der Beweis ist analog wie in Theorem wobei das Argument zur
Wohldefiniertheit von D(Hy(k)), k € B, im mehrdimensionalen Fall iiber den Spursatz
(siche z.B. Ref. [36] Satz 9.40) erfolgt, der die Existenz einer stetigen Erweiterung von
H?(Q) auf den Rand H3/2(9Q) > H'(0Q) erklirt. Der Beweis der Selbstadjungiertheit
erfolgt dann iiber die zweite Green’sche Formel, die auch fiir H?({2)-Funktionen gilt
(siehe z.B. Ref. [37] Thm. 13.7.1 und Rmk. 13.7.3), wie im eindimensionalen Fall durch
die Randbedingungen. O

THEOREM 6.0.3. Fiir k € B hat H(k) eine Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen
(Yn i )nen mit Bigenwerten (e, (k))nen. Die Energiebinder €, : B — R sind stetig und
stiickweise analytisch. Weiterhin kénnen die Blochwellen 1y, . als Funktion von k € B
messbar gewdhlt werden.

BEWEIS. Sei k € B fest. Analog wie im eindimensionalen Fall findet eine Eigenbasis
aus Eigenfunktionen von Hy(k) durch

1
(6.5) %(73) (x) = exp [i(2rm - M~' + k) - 2],
VB
wobei m € Z", x € Rund M = (ay,...,a,), denn
(6.6) (¢$)k, ¢$)k> = |;/ expli2m(m —m') - M~ - z]dx
b b Q
(6.7) -1 M expli2rn(m —m') - x]dx
|B‘ ~—~—J[0,1]"
=1/|9|
1
(6.8) = — / expli(m —m') - x]dz
(2m)"™ Jio,27]n
(6.9) = Opmm/

und die Randbedingungen von D(Hy(k)) und die Eigenfunktionseigenschaft sind offen-
sichtlich erfiillt. Die Eigenwerte sind gegeben durch

0) 1 1 2
(6.10) e (k) = 5 2rm - M~ 4+ k)|

m |
Damit folgt aus Theorem dass Hy(k) eine kompakte Resolvente besitzt, wobei
die Halbbeschrianktheit wie im eindimensionalen Fall analog zu Beispiel gefolgert
wird.

Derselbe Beweis wie Theorem zeigt, dass H (k) ebenfalls eine kompakte Resol-
vente besitzt. Wir notieren die einfachen Eigenwerte von H (k) mit (e,(k))nen und die
korrespondierenden Eigenfunktionen (¢, 1)nen. Diese bilden nach Theorem eine
Orthonormalbasis von L?(2).

Zum Beweis der Stetigkeit von €, definieren wir zunéchst ein messbares Feld unitérer
Transformationen auf L?(2)

(6.11) G ge() = ey k()
fir 2 € Q. Dann rechnet man mittels der Produktregel
R? .
(6.13)  =V(@)thni(x) = 5™ [~k Gnp(@) + 2ik - (Von)(@) + Adn ()]
und Multiplikation mit e~**. liefert
h2
(6.14) en(K)bnp = | =5~ (—k* + 2ik -V + A) + V(x) | bk

=:H(k)
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Kapitel 6. Der Fall n > 1

Entsprechend iibersetzen sich die Randbedingungen an die Blochwellen 1,  nach
(6.15) ¢(z +a;) = ¢(x) und 0;(x + a;) = 9;¢(x)

fir alle z,x +a; € Q. Da die Randbedingungen und somit die Definitionsbereiche von
H(-) nun unabhéngig von k sind, folgt aus dem Minmax-Theorem [3.1.10

(6.16) en(k) = max “min (1, H(k)1p),
Yistn—1 peD(H(K)), |¥l|l=1
PEW1 o)t

die Stetigkeit von €, aus der Stetigkeit von H(-) durch Einsetzen von H(-).

Zur Messbarkeit der Blochwellen v, . =: ¢, (-) auf B definieren wir zunéchst
My, m = {k € B | €y(k) ist m-fach entartet }

fir n,m € N. Da die Eigenwerte €,(k) fiir alle & € B nach der Groe aufsteigend
sortiert sind, ldsst sich M, ,, auch schreiben als

(6.17) My m = {k € B | €,(k) ist m-fach entartet }
m—1 n+j m n+j ¢
(6.18) =1 U N N~ AU N Nl
7=0 \Il=n—m+1+j 7=0 \l=n—m+j
mindestens m-fach entartet hochstens m‘—?ach entartet
wobei
(6.19) Ny o= (€q — ) 1 ({0}).

Da die Energiebénder €, stetig sind, folgt, dass M,, ,,, als Schnitt einer offenen und einer
abgeschlossenen Menge messbar ist.
Offensichtlich ist

(6.20) B= |4 Mym, neN.
meN

Nun ist das Feld selbstadjungierter Operatoren H (-) (Gl. (6.14))) mit Definitionsbereich
H?(Q) plus den zusitzlichen Randbedingungen aus Gl. (6.15) offensichtlich eine ana-
lytische Familie vom Typ A. Zusammen mit Bemerkung [3.2.4] und der Stetigkeit der
Bandfunktionen folgt, dass fiir alle k& € M, ,, eine Umgebung und eine feste Kontur
I'), i C C existieren, sodass die Riesz-Projektoren

(6.21) Pu(k) = ——— ¢ (B - Nldr, keB,

21 Tk

auf den Eigenraum zum Eigenwert €,(-) stetig sind, wobei die geschlossene Kurve
T, C p(H(k)) um e,(k) so gewihlt wurde, dass im Inneren sonst kein anderes Band
vorhanden ist. Um von der lokalen Stetigkeit der Projektoren Pn() auf die lokale Stetig-
keit eines dazugehorigen Eigenvektors zu schlieffen, betrachtet man eine feste normierte
Eigenfunktion ¢g € im(Pn(ko)) mit kg € My, 1, sodass <15n(k:0)¢0, ¢o) = 1. Aufgrund der

lokalen Stetigkeit von P, (-) gibt es nun eine Umgebung von kg, sodass (P, (k)¢o, ¢o) > 0
fir alle k € M, ,,, aus dieser Umgebung von kg. Damit kénnen wir mittels Normierung

(6.22) $n(-) := Pu()0/\/ {Pa(:)d0, d0)
63



in einer Umgebung von kg setzen.

Setzt man nun ein ¢, (-) auf ganz M, ,, aus den eben beschriebenen ¢, (-) zusammenl]
und fiigt diese iiber Indikatorfunktionen 1,4, . zu einem messbaren Feld auf ganz B
aneinander, so sind diese Eigenfunktionen fast iiberall definiert.

Die Messbarkeit von ¢, (-) wird iiber das unitére Feld aus Gl auf die Eigenfunk-
tionen vy, () von H(-) iibertragen.

Nun kann man auch die Analytizitit von H(-) verwenden, um mittels Theorem
zu zeigen, dass die Energiebénder stiickweise analytisch sind, wobei sich das stiickweise
darauf bezieht, dass man an den Kreuzungspunkten der Energiebénder von einem Band
zum néchsten Band “springen” darf und die so zusammengesetzten Bander jeweils ana-
lytisch sind. An diesen hochstens abzihlbar vielen Ausnahmepunkten kann man dann
nicht sinnvoll eindeutig differenzieren (siche Ref. [26] VII §3.4 und 3.5, pp. 390-393). O

BEMERKUNG 6.0.4. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Transformation in
Gl. das urspriingliche Randwertproblem mit den Randbedingungen aus Gl. (6.3))
in ein periodisches Randwertproblem tiberfiihrt (sieche Gl. (6.14) und (6.15)). In der
Literatur wird aufgrund der unitiren Aquivalenz auch oft mit dem periodischen Rand-
wertproblem gearbeitet.

THEOREM 6.0.5. Die Blochwellen vy, lassen sich mittels der Randbedingung aus
D(Hy(k)) auf ganz R™ fortsetzen. Vermdge der Floquet-Transformation U bilden sie
dann eine Orthonormalbasis von L?(R™); genauer gesagt, gilt fiir ein ¢ € L*(R"™) die
Entwicklung

(6.23) () \/E Z / )s Yk (+)) £2(Q) Yk (T)dk

fiir alle x € R™ in L*(R").

THEOREM 6.0.6. Das Spektrum des Schridingeroperators H ist wie im eindimen-
sionalen Fall durch das Bild der Energiebinder gegeben, d.h.

o(H) = {en(k) | n €N, k € B}.
BEWEIS. Der Beweis erfolgt wie im eindimensionalen Fall (Theorem [5.3.4)). O

BEMERKUNG 6.0.7. Dass man die Bezeichnung “Energiebdnder” auch im mehrdi-
mensionalen Fall verwendet, auch wenn es sich bei dem Spektrum eigentlich um kom-
plizierte Schnitte von Hyperebenen handelt, ist der Tatsache geschuldet, dass man in
praktischen Anwendungen der Physik das Spektrum entlang spezieller Pfade in der
ersten Brillouin-Zone B betrachtet.

Zuletzt sei noch angemerkt, dass dieses mathematische Ergebnis iiber die Struktur
des Spektrums eines periodischen Hamiltonoperators auch im Experiment beobachtet
werden kann. So kann beispielsweise mittels Rontgen-Bestrahlung das Energiespektrum
der Elektronen in einem Kristall in Abhingigkeit von k € B gemessen werden. Diese
Methode heifit “ARPES”, wobei das Akronym fiir angle-resolved photoemission spec-
troscopy steht. Fiir einfithrende Literatur sei auf Ref. [38] verwiesen.

Von Seiten der theoretischen Physik stellt die sogenannte Dichte-Funktionaltheorie ein
iiberaus niitzliches Mittel dar, um das Energiespektrum von Kristallen approximativ
zu berechnen. Auch in diesem Fall sei auf einfithrende Literatur zur Dichtefunktio-
naltheorie, z.B. Ref. [39], verwiesen. In Abb. [9]ist das gemessene und berechnete Ener-
giespektrum eines zweidimensionalen Graphen-Kristalls dargestellt. Man sieht deutlich

1Aufgrund der Separabilitdt von B C R™ wird es sich um hochstens abzéhlbar viele Umgebungen
in M, i, handeln, aus denen man wihlen muss. Auf jeder Menge M, , konstruiert man also ¢, als
punktweisen Grenzwert messbarer Funktionen, weshalb dieser Grenzwert ebenfalls messbar ist.
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Kapitel 6. Der Fall n > 1
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ABBILDUNG 9. Negatives Energiespektrum (Bindungsenergien) von
Graphen entlang eines Pfandes in der Brillouin-Zone B, wobei I, K
und M Hochsymmetriepunkte in B kennzeichnen. Links: Berechnet im
Rahmen der Dichtefunktionaltheorie. Rechts: ARPES-Messung (Quel-
le: [40]).

die Bandstruktur des Energiespektrums, wobei die Aufweichung der Bénder im Expe-
riment verschiedene Ursachen haben kann, die uns an dieser Stelle nicht interessieren.
Jedoch konnen diese Ursachen rechnerisch simuliert und in die berechnete Bandstruktur
nachtraglich eingebaut werden, sodass auch von Seiten der Theorie die Béander entlang
von bestimmten Bandsegmenten verschwimmen.

Bei Graphen handelt es sich um einen (Halb-)leiter, da das Energiespektrum auch
in einer Umgebung um die Bindungsenergie gleich Null existiert. Legt man nun eine
Spannung an den Kristall an, so existieren quasi-freie Zusténde (bei Bindungsenergie
fast Null), die durch die Spannung angeregt werden kénnen und so zur Stromleitung
bereit stehen.

Andererseits gibt es viele Materialien, bei denen das Energiespektrum eine Liicke bei
Bindungsenergie gleich Null aufweist. In diesem Fall handelt es sich um einen Nichtleiter
oder Halbleiter?]

Tatséchlich lassen sich noch viele weitere Aussagen zum Spektrum von periodischen
Schrodingeroperatoren treffen, aber dies wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen und
es sei daher auf Ref. [2] und die darin gelistete Literatur verwiesen.

2Die Unterscheidung zwischen Halbleiter und Nichtleiter erfolgt iiber die Grofle der Bandliicke.
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KAPITEL 7

Eigenschaften des Randes des Energiespektrums

Dieses Kapitel basiert auf den Ergebnissen in Ref. [41].

7.1. Einleitung

Nachdem wir in den vorangegangen Kapiteln die allgemeine Struktur des Ener-
giespektrums periodischer Schrodingeroperatoren untersucht haben, wollen wir uns
nun speziell mit den Eigenschaften der Bandfunktionen am Ubergang zu Bandliicken
beschéftigen.

Wir beschrianken uns hier auf den Fall zweidimensionaler Probleme, da die Frage im
eindimensionalen Fall aufgrund von Theorem [5.3.3] und der erwéhnten Monotonie der
Bandfunktionen (siehe Ref. [23] Thm. XIII.89 (e) oder Ref. [2] Thm. 1.12) trivial ist.
In Dimensionen n > 1 ist die Frage nach der Struktur von Energierdindern noch immer
ein offenes Problem, auch wenn man allgemein davon ausgeht, dass die k-Punkte bei
Bandextrema nicht-entartet sind [2,/42], wobei feststeht, dass fiir allgemeine periodi-
sche Schrodingeroperatoren, wie wir sie in den vorangegangen Kapiteln beschrieben
haben, der Spektralrand durch ein einziges Band erzeugt wird [43]. Weiterhin kann
man zudem beweisen, dass Bandfunktionen nie konstant sind [44].

Rigorose Ergebnisse beziiglich der Entartung an einer Spektralliicke finden sich bis-
her nur fiir das niedrigste Energieband [45], fiir spezielle potentielle Energieoperato-
ren [46,/47] und fiir n = 2 [41].

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Ergebnis von [41], das besagt, dass unter
den bisherigen Bedingungen an den periodischen Schrédingeroperator und in Dimension
n = 2 jedes globale Maximum oder Minimum einer beliebigen Bandfunktion nur an ei-
ner diskreten Menge von k-Punkten angenommen werden kann. Dieses Ergebnis betrifft
insbesondere Bénder an Spektralliicken, aber auch Bénder, deren Maximum /Minimum
keine Bandliicke definiert.

Dieses Ergebnis ist nicht nur aus Sicht der Festkorperphysik wichtig, da es weite-
re Aufschliisse iiber die Existenz von van-Hove-Singularitéten in Kristallen (siehe z.B.
Ref. [1,(18]) erlaubt, sondern auch mathematisch wichtige Implikationen hat; z.B. die
Anwendbarkeit von Liouville-Theoremen und die Asymptotik von Green’schen Funk-
tionen [41].

Die zentrale Aussage, die wir in diesem Abschnitt behandeln wollen, ist Theorem
2.1 aus [41]:

THEOREM 7.1.1. Sei A = Ho+ V(x) der Schridingeroperator aus Gl. (3.9) in zwei
Dimensionen (n = 2). Sei weiterhin €y ; en globales Mazimum bzw. Minimum der

Bandfunktion €; Zum Operator A. Dann ist die Niveaumenge

(7.1) {keB|ejk)=e.;} CR?
endlich.

Ausgangspunkt fiir den Beweis von Thm.[7.1.1]ist die direkte Integralzerlegung von

A (siehe Thm. [6.0.2),
S5

(7.2) UAU! :/ Hy(k) + V(k)dk,
B
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Kapitel 7. Eigenschaften des Randes des Energiespektrums

wobei wir nach Bem. das unitér dquivalente Feld von Operatoren

h2

(7.3) H@Q:—Zﬁpkﬂam.v+A)+V@)

h? _
(7.4) :%#4V+@(4V+M+W@,kea
auf L*(Q) mit Definitionsgebiet D(H (k)) = HZ..() betrachten kénnen. Hierzu haben
wir H2 () als den gewdhnlichen Funktionenraum H?(Q) mit periodischen Randbe-
dingungen
(7.5) d(r+aj) = ¢(x) und 0;0(z + aj) = 0;¢(x)

fiir alle z,z + a; € Q, definiert.
Das Feld von Operatoren H(-) in GL lisst sich auch fiir k¥ € C? definieren und
bleibt dennoch eine analytische Familie vom Typ A. Weiterhin stellt man fest, dass diese
Familie eine kompakte Resolvente besitzt, da aufgrund der Analytizitit die Familie
H(-) eine nicht-leere Resolventenmenge besitzt und somit die Existenz der kompakten
Resolvente aus [26] VII §2.1 Thm. 2.4, p. 377, folgt.
Auf dieser Grundlage lidsst sich nun der in Kapitel [6] beschriebene Formalismus auch
auf diese neue analytische Familie anwenden (siehe z.B. Ref. [48]).

Sei {e1,es} die kanonische Basis des R? und fiir einen reziproken Vektor k € B
bezeichnen die Komponenten in dieser Basis mit k1 bzw. ko, d.h.

(76) k = kie1 + koes.
AuBlerdem fithren wir die gingige Notation
(77) H(k‘l, k‘g) = H(/ﬁel + k‘2€2) = H(k’)

ein und stellen fest, dass Thm. [7.1.1junabhingig von der Koordinatenwahl ist, weshalb
wir ohne Einschrinkung die Basis des reziproken Gitters als (b1, b2) mit

(7.8) b1 =ae; und by = Be; + es

wéhlen konnen. Um die Notation mit Ref. [41] zu vereinheitlichen, skalieren wir die
reziproken Gittervektoren mit 1/27.

7.2. Der Operator T} (kz2, \)

Fiir den Beweis fithren wir die Eigenwerte am Rande des Spektrums von H(k), k €
B auf Eigenwerte des Operators T7(ks, A) zuriick, der in diesem Abschnitt vorgestellt
wird. Zur Vereinfachung der Notation geben wir ab jetzt alle Energien in Einheiten von
R 1
2m L2
an, wobei L die Langeneinheit ist, mit der wir die Gittervektoren messen.

Wir definieren das Feld von linearen Operatoren

0 id g
7.10 Ty (K2, A) = Hper (©)
(7.10) 1k, ) ({meg—x) 2i0,
auf dem Hilbertraurrﬂ H;ET ()@ L?(Q) mit ko, A € C und Definitionsgebiet D (T (ka, \)) =
H2,.() @ H,,(Q), wobei die Notation folgendermafien zu verstehen ist:

per per
Fiir u € H2,.(Q) und v € H),.(2) gilt

per

(7.11) Tk N0 = (ot @) (1)

(7.9)

1Dass H;ET(Q) ein Hilbertraum ist, sieht man ein, wenn man {2 aufgrund der periodischen Rand-
bedingungen zu einem Torus T aufwickelt und somit H,.,(Q2) mit H'(T) identifiziert.
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7.2. Der Operator Ti(ka, \)

(7.12) = (v, —(H(0, k) — Nu + 2idyv)"
Wir tragen zunéchst einige Eigenschaften der Operatoren T7(k2, \), A, ko € C, zusam-

mern.

LEMMA 7.2.1. (i) Die Operatoren Ti(ka, \), A, ka € C, sind abgeschlossen und
das Feld Ty (-, \) ist eine analytische Familie vom Typ A.
(i) Angenommen X\ € p(H(k)), dann ist ki € p(T1(k2, X)) und die Resolvente

-1
(7.13) (Tl(k27 A) - ’flingw(meaH;wm))

ist kompakt auf H),,.(Q) & L3(9).

(iii) k1 € o(T1(k2,N)) genau dann, wenn X\ € o(H(k)).

(iv) Fir alle ko, A € C ist die Menge o(T1(ko,\)) C C diskret und 2mwa-periodisch
(siehe GL. (7.8)).

BEWEIS. (i) Seien k1, A € C. Aus Gl. ([7.12)) erkennen wir sofort, dass T} (kz, \)
aufgefasst als Operator
(714) Tl (kQﬂ )‘) per(Q) S?] H;z}er(Q) — leer(Q) S L2<Q)
beschriankt ist. Auflerdem konnen wir fiir v € ngT(Q) und v € Hp,,.(€) die
Norm folgendermaflen abschétzen:
1T (Ko, A) (u, 0) |2
(7.15) — || (v, —(H (0, ks) — Nu + 2i0,0)" ||
(7.16) = oy ey + I CH 0, k2) = N+ 2010132
— o1, ey + (O, k2) = Ny
(7.17) + 2R (= (H(0, k2) — \u, 2i010)) + [|2010]|72(q
Nach Prop. |1.2.9(1)| folgt, dass T} (k2, \) abgeschlossen ist, da die obige Rech-

n—oo

nung zeigt, dass fiir eine Folge (uy, vp)nen C D(Tl(kg,)\)) mit (up,v,) —
(u,v) € HYo(Q) @ L2(Q) und Ti(ko, A)(un, v) =3 y € HE\(Q) @ L2(Q)
die Konvergenz in der H,,.(2) @ L?(2)-Norm berelts die Konvergenz von
(Un)nen C Hp,(€2) und dann auch (up)pen C HZ.,(€2) impliziert. Damit ist
(u,v) € D(T1(k2,A)) und zusammen mit der Beschranktkeit von T (k2, \) fol-
gert man auch 71 (k2, A)(u,v) = y. Als Familie abgeschlossener Operatoren ist
Ti(-,-) offensichtlich eine analytische Familie vom Typ

(ii) Angenommen A € p(H(k)), dann besitzt die Gleichung

(7.18) (f,9)" = (Ti(k2, N) = kaidgz_ (y@my, @) (4, )
(7.19) = (v — kyu, —(H(0, k3) — Nu + 2idv — k)T

mit (f,g) € H,,,.(Q) @& L*(Q) fest die eindeutige Losung
(7.20) v=f+ku,

woraus dann auch

(7.21) —(H (0, k2) — Nu + 2i01v — kv,

(7.22) —(H (0, k2) — Nu + 2i01(f + kiu) — k1 (f + ku),
(7.23) g+ kif— 2281f = —(H(0,k2) — Nu + 2ik 01u — kiu,

(7.24) g+kif—2i01f = —(H(k1, k2) — Nu,

2Man muss noch die Bedingung o(T1(k2,\)) # 0 priifen, aber dies ist aufgrund von Thm. m
und Punkt sofort gegeben.
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(7.25) w=(H(k) =X (2i01f — k1 f — g)
folgt. Dies zeigt, dass A € p(H(k)) auch k1 € p(T1(k2, \)) impliziert.
Fiir die Kompaktheit der Resolvente bestimmen wir die Losung (u, v) zunéchst
explizit aus Gleichung und mittels der gefundenen Lésung, i.e.
(T1(k2, A) = kiidpz, @em, @) (f9)"
(7.26) =(u,v)T
(7.27) =((H(k) = 2) " (2i01f — krf = g) . f + kau)”
(7.28) =((H(k) =N (2i01f —kof —9)" , f + ki (H(k) = N~ 2i0nf = kif — 9))
(7.20) =(0, /)" + (H(k) = \)"H2i01f — k1f — g, k1 (2i01f — kv f — 9))"
(7.30) = ((1) 8) @ T (é ,f) (H(k) =\~ (2i00f — k1 f — g,2i00f — ko f — g)”

wan =[(30)+ (o n)am-n G =i D] ()

(iii)
(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

Der erste Operator in GL ist effektiv die Einbettung Hz%er (Q) — L2(Q),
die nach dem Theorem von Rellich-Kondrachov (siehe z.B. Ref. [36] Satz 6.19)
kompakt ist. Weiterhin sind die drei iibrigen Operatoren von Gl. ((7.31)) zumin-
dest stetig, wobei die Resolvente (H (k) — A\)~! als Operator (H(k) — \)~! :
L2(Q)) — H2,.(Q) bereits stetig ist (siche Thm. @ . Entsprechend ist die

per
Resolvente als Operator (H(k) —A)~! : L*(Q) — H,,,(2) eine Verkniipfung
des stetigen Operators nach Hp,,.(€) verkniipft mit Einbettung Hp,,. () <

H;BT(Q), welche kompakt ist (siche z.B. Ref. |[34] Chap. 4 Prop. 3.4). Da-
mit ist die gesamte rechte Seite ein kompakter Operator und somit auch die
Resolvente auf der linken Seite.

7 =7 : Dieser Teil der Aussage ist bereits in enthalten.

" &7 : Angenommen es existiert ein u € H2,.(Q) zu k € Q mit

per
H(k)u=A\u

0 gy, @) ((w
—(H(0,ko) —A)  2i04 kiu

(
= <_(H(O, ko) — A\u +l€21z'112181u + (kfu — k%“))
(

und somit auch

T1 (k‘Q, )\)(u, klu) ==

klu
—(H(k) — Nu + k%u)

Damit ist k1 € O’(Tl (]{32, )\))
Der Beweis startet mit Lemma 1 aus [44], welches besagt, dass Bandfunktionen
als Funktionen von k; oder ko nicht konstant sind, sodass zu festen A, ko € C

die Nullstellen der nicht-konstanten analytischen Funktionen €;(-, ko) — A eine
diskrete Menge in C bilden, d.h.

{kilA € o(H(k))} = {k1lk1 € o(T1(k2,A))} C C

ist diskret, wobei wir verwendet haben.
Die 2ra-Periodizitét folgt direkt aus der unitdren Aquivalenz von H (k) und

H(k + b)) = H(ky + 27, ko) (vel. Thn. [.3.3()).
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O

Das néchste Lemma stellt nun einen Zusammenhang zwischen den Extrema der
Bandfunktionen und der Multiplizitéit eines Eigenwerts der Operatorfamilie 77 her.

LEMMA 7.2.2. Sei ex ein Bandminimum/-mazimum einer Bandfunktion €;, j € N,
wobei das Extremum bei g € R? angenommen werden soll. Dann ist q1 € o(T1(qo,€x))
ein entarteter Figenwert.

BEWEIS. Nach Lemma ist g1 € 0(T1(q2,€+)). Da das Spektrum von H(q)
diskret ist, gibt es ein € > 0, sodass

(7.38) Be(q1) No(Ti(g2,ex)) = {a1},

d.h. im Spektrum befindet sich sonst kein anderer Eigenwert. Wir definieren den Riesz-
projektor
1
(7.39) P(ga, ) = —— (T1(g2,\) — )~
27TZ 8Be(q1)

Aufgrund der Analytizitdt von 77(qq,-) existiert ein § > 0 derart, dass der Riesz-
Projektor P(qq,-) stetig ist in der Umgebung Bs(et) (vgl. Beweis von Thm. .
Wir verwenden wieder Lemma 1 aus [44], welches besagt, dass €;(-, g2) nicht konstant
sein kann. Daraus folgert man aufgrund der Stetigkeit und der Extremaleigenschaft von
e+ = €;(q), dass, wenn ¢ klein genug gewihlt wird, die Gleichung

(7.40) €j(k,q2) = e+ F6, keR,

mindestens zwei Losungen besitzt. Damit ist dann wegen Lem. [7.2.1{(iii)| insbesondere
die Dimension des Bildes der Rieszprojektion P(go,e+ F 0) grofer gleich zwei und
aufgrund der Stetigkeit des Projektors folgt dann auch

(7.41) dimim(P(qz,€x)) > 2.

THEOREM 7.2.3. Fiir A € R ist die Menge
{k2 € R | T1(k2,\) hat mindestens einen reellen entarteten Eigenwert }
diskret.

Damit sind wir bereit den Beweis von der Hauptaussage [7.1.1| auszufiihren.

BeEWEIS VON [Z.1.1l Sei j € N fest gewihlt und e1 ein Maximum/Minimum der
Bandfunktion €;. Nach Thm. (fiir die spezielle Wahl A = 1) und Lem. ist
fiir festes k1 € R die Menge

{k2 €R [ ¢j(k) = ex}
diskret. Mit Lemma [7.2.1)(iii)| und |(iv)| folgert man schlieBlich, dass

{k€B|ej(k)=ey,} CR?
diskret ist. Da B zudem beschrénkt ist, folgt auch die Endlichkeit der Menge. O

7.3. Beweise der Hilfsaussagen

Die folgende Bemerkung aus der Algebra (siehe z.B. Ref. [49] §5.9) wird spéter
niitzlich sein.
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BEMERKUNG 7.3.1. Sei

n
p(z) = Z a;z"
1=0

ein Polynom in C[X] mit a,, = 1 und Nullstellen 2, ..., z,, dann ist die Diskriminante
(7.4 ap = I Gi-z)

1<i<j<n
ein multivariantes Polynom in den Variablen ay, ..., a,—1 und die Diskriminante A(p)

ist Null genau dann, wenn es eine Nullstelle mit Vielfachheit grofler gleich Zwei gibt.

LEMMA 7.3.2. Sei C C C eine einfache, stickweise glatte, geschlossene Kurve und
T(-) eine analytische Familie vom Typ A iiber dem Hilbertraum H auf einem einfach
zusammenhdngenden Gebiet D C C. Angenommen, dass das Spektrum vonT(z), z € D,
im Inneren von C diskret und endlich ist und o(T(2))NC =0 gilt. Dann ist die Menge

(7.43) {z € D | T(z) hat mind. einen entarteten Eigenwert im Inneren von C} C D

die Nullstellenmenge einer analytischen Funktion auf D und somit entweder identisch
mit D oder diskret).

BEWwWEIS. Wir betrachten zu z € D den Riesz-Projektor

1 ~1
(7.44) P(:) = =5 $TC) — ),
wobei nach Voraussetzung o(7'(z)) NC = 0, z € D, keine Bandfunktionlﬂ die Kontur C
kreuzt und somit auch n := dimimP(z) konstant ist. Weiterhin fithrt die Vorausset-
zung, dass das Spektrum jeder Faser T'(z) in C endlich ist, dazu, dass n < oc.
Sei zg € D fest gewahlt.
Nach analytischer Storungstheorie (siehe Ref. [26] §VII.1.3 und §I1.4.2) existieren ana-
lytische Felder von Transformation U(-), U(-)~' : D — L(H), sodass

(7.45) P(z) = U(2)P(20)U(2) .
Wir definieren nun
(7.46) To(2) := U(2) ' T(2)U(2) limp o)

sodass es sich bei Tp(+) : D — L(imP(zp)) um eine analytische Familie handelt, welche
dieselben Eigenwerte und Entartungen hat wie T'(2)]

Das Polynom

(7.47) p() = (—1)" det(Ty(2) — p)

ist das charakteristische Polynom von Ty(z) und besitzt als Polynom in z aufgefasst
analytische Koeffizienten iiber D. Somit ist die Diskriminante A(p,) ebenfalls eine ana-
lytische Funktion in D nach Bem. und sie ist identisch Null genau dann, wenn
To(z) bzw. T(z) im Inneren von C einen entarteten Eigenwert besitzt. O

imP(z)"

Fiir den allgemeinen Fall k = kie; + koeo € C? fithren wir die folgende Darstellung
ein:

(7.48) ki =71+ und ko =1y +ils,

wobei r1, r9, [1 und [ reell sind.

3Im Detail: Angenommen es existieren unendlich viele Nullstellen der analytischen Funktion mit
einem Haufungspunkt in D, dann folgt bereits nach dem Identitétssatz fr holomorphe Funktionen, dass
die analytische Funktion identisch Null ist.

1Die Bandstruktur, die wir fiir den speziellen Fall eines Kristall-Hamiltonoperators hergeleitet
haben, beruhte auf der Tatsache, dass sich dieser Operator in eine analytische Familie vom Typ A
zerlegen lieB.
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Weiterhin wollen wir von nun an ohne Einschriankung A = 0 in der Definition
von T (ko, \) wéhlen, da dies beispielsweise durch Verschieben des Potentials V' immer
moglich ist. Wir fithren aulerdem die Notation
(7.49) T1 (kz) = Tl(kiz, 0)
ein. Die folgenden zwei Sétze sind die Hauptzutaten, um Theorem zu beweisen.

THEOREM 7.3.3. Sei 6 > 0, dann existieren Konstanten C, € R und CV,6 € 2n7,
sodass der Hamilton-Operator H (k) invertierbar ist und die Abschitzung
Cy
11|62
unter der Voraussetzung dist(ro,2nZ) > 6, Iy € 2nZ und [l1| > Cy, 4 erfiillt ist.

Folglich ist mit Lem. der Schnitt von {(r, £=Cy5) | r € R} C C? mit o (T (k2))
leer, falls ro ¢ 277.

(7.50) 1 (k)| <

THEOREM 7.3.4. Es existieren |, € 27, sodass fiir alle n € 2nZ gqilt, dass das
Spektrum von Ty (kg) fiir ks = m/2 +n +i(n/2 4+ 1, ) einfach ist.

Wir schieben nun den Beweis von Thm. ein, bevor wir mit den Beweisen der
zwei vorangegangen Theoreme fortfahren.

BEWEIS VON [7.2.3]l Angenommen die Aussage wire falsch, d.h. die Menge
(7.51) {k2 € R | T1(k2) hat mindestens einen reellen entarteten Eigenwert }

besitzt einen Hiufungspunkt kéo). Wir unterscheiden nun zwei Falle:

Fall 1 <dist(k:£0),27rZ) > 0) : Wir setzen § := min(ﬁ/2,dist(k:£0),27rZ)) < m/2, dann
existiert genau ein n € 2nZ, sodass kéo) € [n+d,n + 2w — 4], da nach Voraussetzung

dist(kéo), 27Z) > 0 (siehe Abb. . Sei nun Cy der gerade Pfad von kéo) iiber 7/2 +n

o) KO 0
o o o P, 2 —_~ e @ @
° - — >
2n(m-1) 2mm  2a(m+1) k,

ABBILDUNG 10. Veranschaulichung der Eindeutigkeit von n = 27m mit
m € Z im Beweis von Thm.

nach kél) =7/24+n+i(r/2+1y)o aus Thm. Anhand von Abb. kann man sich
auflerdem klar machen, dass die Punkte ky € Cy die Bedingung dist(rg,27Z) > § aus
Theorem [7.3.3| erfiillen. Wir betrachten nun die Eigenwerte k1 € T7(k2), die |l;| < C’Vﬁ
erfiillen, wobei Cj, 5 die Konstante aus Thm. ist. Nach Lem. [7.2.1f(iv)| handelt es
sich hierbei um eine diskrete 2ma-periodische Menge. Somit gibt es fiir alle ko € Cy
einen Punkt r(k2) € R, der nicht Realteil irgendeines Eigenwerts von Tj(k2) ist und
aufgrund von Stetigkeit gilt dies auch in einer kleinen Umgebungen dieser Punkte k.
Als beschrankte Menge in C kénnen wir daher Cy durch endlich viele dieser Umge-

bungen Dj, j = 1,...,p, iiberdecken, sodass k:éo) € Dy und kél) € Dy, wobei wir die
entsprechenden reellen Zahlen 7(k2) mit R; notieren.
Zu jedem j € {1,...,p} definieren wir mit C; den Rand des Rechtecks

Diese Konstruktion kann man wie folgt verstehen. Aufgrund der Periodizitit der Ei-
genwerte von T (k) schrankt man den Realteil auf eine Periode ein. Weiterhin sorgt
die Einschrinkung des Imaginérteils von ki dafiir, dass keine Bandfunktion aus dem
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Rechteck herauslaufen kann nach Thm. [7.3.3

Wir wollen nun Lem. [7.3.2] auf die Gebiete D; und Konturen C; anwenden und priifen
dazu die Voraussetzungen. Dass o(T'(k2)) NC; = 0, ko € Dj, ist, folgt aus der Kon-
struktion von R; und dem zweiten Teil von Thm. Weiterhin folgt, dass o(7T'(k2))
innerhalb von C; diskret und endlich ist aus Lem und der Analytizitit der
Bandfunktionen ¢;(+, k2) und Lem. denn nach dem Identitétssatz fiir holomor-
phe Funktionen kann die Nullstellenmenge der nicht-trivialen Bandfunktionen keinen
Haufungspunkt haben. Lem. liefert nun, dass die Mengen

(7.53) {ko € Dj | Ti(k2) hat einen entarteten Eigenwert im Inneren von C;} C D;

entweder identisch D; oder diskret sind.
. 1)y .
Nach Thm. [7.3.4]ist das Spektrum von 77 (k5 ') einfach, sodass die Menge

(7.54) {k2 € D, | T1(k2) hat einen entarteten Eigenwert im Inneren von C,} C D),

diskret und nicht identisch D, ist. Aufgrund von Analytizitét gilt dies sogar in jeder

Umgebung D1,...,D,. Da nun der Haufungspunkt k:éo) € D ist, kann dies fiir die

Umgebung D; nicht stimmen. Widerspruch.

Fall 2 <k§0) € 27rZ) : Ausgehend von Lem. [7.2.1f(iv)| folgern wir zunéchst, dass das re-

elle Spektrum von Tl(k‘éo)) diskret und 2mwa-periodisch ist. Sei auflerdem C eine glatte

Kontur, die die reellen Eigenwerte von Tl(kéo)) innerhalb einer Periode einschliefit und

sonst keine weiteren. Weiterhin sei Dy eine kleine Umgebung von k‘éo) so gewéahlt, dass

die in C eingeschlossenen Eigenwerte aufgrund von Analytizitdt auch fiir diese Werte

von ko in der Kontur C verbleiben.
Durch Anwendung von Lem. erfahren wir, dass die Menge

(7.55)  {k2 € Dy | T1(k2) hat einen entarteten Eigenwert im Inneren von C} C Dy

entweder diskret oder ganz Dy ist. Da kgo) ein Haufungspunkt ist, muss die Menge ganz

Dy sein, sodass wir einen weiteren Punkt /::50) € R\ 27Z finden kénnen, der dieselben
Eigenschaft hat. Damit sind wir wieder beim ersten Fall. O

Bevor wir uns den Beweisen von Thm. und widmen kénnen, miissen wir
uns noch einiger Notation zu dem nicht-wechselwirkenden Fall, d.h. H(k) = Hy(k),

zuwenden. Nach GI. (6.5) und (6.11)) sind die Eigenfunktionen gzﬁgz?k gegeben durch

(7.56) d)f;?)k(x) = e*ik'xwgk(x) = \/|1§| exp [i(2mm - M) - 2]

und die dazugehérigen Eigenwerte sind nach (6.10)
(7.57) (k) = |2rm- M~ + k)7
Mithilfe der Definition der reziproken Gittervektoren (siehe Gl. (4.2))) ldsst sich dies

umschreiben zu

1 1
(7.58) o) () =

VB VB
wobei m’ = (2mmq)(b1/27) + (2mm2) (ba/27) =: mq(b1/27) + ma(be/27). Fiir die spezi-
elle Wahl der reziproken Gitterbasis aus Gl. ([7.8)) folgt dann

exp [im - (b1, by)T- x| = exp [im - ],

(7.59) Ho(k)p?, = [(omu + By + k1) + (ma + kg)ﬂ o0

m,k m,k

=qon (k) g (k)
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mit

(7.60) qf,j(k) = amy + Bma + 711 Fla+i(ly £ma £12).

Zu diesen Funktionen deﬁnierenﬂ wir die dazugehorigen Operatoren Q* (k), sodass
(7.61) Ho(k) = Q" (k)Q™ (k).

BEWEIS VON [7.3.3] Angenommenﬁ 0 = dist(rg,27Z) > 0. Dann ist nach Vor-
aussetzung l; + mo € 277, sodass |q (k)| > |Rqt (k)| > 6. Simples Nachrechnen
zeigt zudem Sqf (k) + Sq,, (k) = 211, woraus folgt, dass entweder |g (k)| > |l1] oder
lg, (k)| > |l1]. Diese Abschétzungen zusammen ergeben

(7.62) | ()| @7 ()] > (1215,

sodass auch
-~ 1
(7.63) | Ho(k) M| < A und  [|Q* (k)| <

folgt. Dies ist der Beweis fiir den Spezialfall V = 0.
Aus der Neumannreihen-Darstellung von H(k)~! in Gl. (5.106) erh#lt man weiter-
hin die Abschitzung

(7.64) VY < 1 H0 (k) S (Ve ey | o) 1)
1=0
1 19
S 2 bl
0102 T— [V e/ (1110)

wobei |l1| > C\, 4 fiir eine hinreichend grofie Konstante Cy ;s € 27Z geniigt, um die
Konvergenz der Reihe sicherzustellen. U

(7.65)

Nun stehen ein paar Vorbereitungen an, die fiir den Beweis von Thm. [7.3.4] not-
wendig sind. Hierzu wird fiir ks die Form

(7.66) ky=7/24+n+i(r/2+ 1y )a
angenommen, wobei l,,n € 2rZ. Wir definieren weiterhin die Menge
(7.67) Znt, = {k1 € C | hyn(k1,k2) = 0 fiir mindestens ein Paar mj, mo € 27Z}.

Damit beinhaltet En,lv diejenigen ki-Punkte, fiir die Hy(k1, k2) nicht invertierbar ist.
Diese konnen wir mittels Gl. (7.59) und (|7.60|) explizit bestimmen zu

(7.68) 0 =y, (k) (K)
= (am1 + Bmg +1r1 — s + i(ll + mo + 7’2)) X
(7.69) X (am1 + Bmg +1r1 + 1o + i(ll — Mg — 7’2))

= (amy + Bma + 11 — l2) (amy + Bma + 11 + l2)
— (ll + mo + 7‘2) (ll —mo — 7'2)
+ i [(ly 4+ ma 4 12) (amy + fmg + 71 + o)
(7.70) + (aml + Bmg +1r1 — lg) (ll —mo — TQ)] .

Real- und Imaginérteil konnen nur dann gleichzeitig verschwinden, wenn % Element
der Menge

(7.71) {kl =71+l | r1 = +ly — amq — Bme, 1 = :F(mg + 7’2), mi,mo € 27TZ}.

SDies gelingt in einer eindeutigen Weise, da die Blochfunktionen qbfg?k eine Basis von L*(Q) bilden.
6Im Falle, dass § < dist(rz, 27Z) ergibt sich die Aussage insbesondere.
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Fiir die spezielle Form von ky (siche Gl (7.66)) kénnen wir die Menge umschreiben in
(7.72) {ri+ily | r1 = fam /24 (£l —mi)a—Bma, l1 = F(7/24+n+mz), my/ € 2nL}.
Da Iy, € 27Z, kann man m; auch durch £/, — m; ersetzen, woraus folgt, dass

(7.73) Ent, = Zn.

Wir machen nun einige Beobachtungen zu den Mengen 3.,,.
Zunéchst stellen wir fest, dass unterschiedliche Werte von (m1, ms2) auch zu unterschied-
lichen Punkten k; fithren, da mso eindeutig durch den Wert von [; festgelegt ist und
folglich auch mi durch r1, mo fest bestimmt ist.
An der Struktur von /7 in GL lesen wir weiterhin ab, dass ¥,, auf horizontalen
Linien in der komplexen kj-Ebene beschrieben durch Sk € 7/2 + 77 liegt. Auf einer
solchen fest gewihlten Linie — dies legt als den Wert mg fest — befinden sich die Punkte
von ¥, in einem gleich Abstand von 2w verteilt.

Fiir den Beweis benotigt man auflerdem die Menge

(7.74) Gni=R+irZ)U | ) (z+ma+i[-7/2,7/2]).
ZEX N

Bei dieser Menge handelt es sich um horizontale Linien, die mittig zwischen den hori-
zontalen Punkten aus ¥, liegen, und vertikalen Linien der Hohe 7, die mittig zwischen
zwei benachbarten Punkten aus ¥,, mit demselben Imaginérteil stehen. Demnach sieht
die Menge G, wie eine Ziegelmauer aus, in der die Grofle eines Rechtecks (Ziegelsteins)
dadurch festgelegt ist, dass in der Mitte genau ein Punkt von ¥, liegt und alle Ziegel
ohne Zwischenraum aneinandergrenzen.

LEMMA 7.3.5. Sei ki € Gy, und ko = w/2+n+i(n/2+1, ) firl,,n € 2nZ. Dann
gilt die Abschdtzung

(7.75) G5 (K)am ()] = Cliy |
fiir alle m1,ma € 277 und eine Konstante C € RT.

BEWEIS. Wir rechnen zunichst aus Gl. nach, dass
(7.76) | ()| + 16, (F)| = [Ray, (k) — Ry, (k)] = 2la| = |or||m + 21y > Cliy |,
wobei C' = | bereits ausreicht. Demnach gilt entweder
(7.77) |4 (k)| = Cliy|/2 oder gy, (k)| > Clly|/2.
Bei genauerer Betrachtung stellen wir fest, dass

) g (F)] = lamy + Bma + 71 — la| + [l1 + ma + 72

) = |r1 — (I — amy — Bma)| + |l1 — (—ma — 13)]
7.80) = |lk1 —a1lly,

) @ (k)| = |amq + Bma + 11 + lo| + [l1 — ma — 12

) = |r1 — (=la — amq — Bma)| + |l1 — (ma + 12|
7.83) = [[k1 — @lly,
wobei q1, §1 € ¥y. Damit kénnen wir andererseits die Abschéitzung
(7.84) g (k)| > dist(k1, 2,) > dist(Gy, $,) = min(7/2, 7a)

ableiten, wobei die letzte Gleichheit aus der Konstruktion von G,, folgt. Beide Abschétzungen
zusammen liefern

(7.85) la* (k)g™ (k)| = min(m/2, 7a)Cly|/2 =: Clly |-
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7.3. Beweise der Hilfsaussagen

KOROLLAR 7.3.6. Unter den Voraussetzungen von Lem. existieren Konstanten
Ly >0, sodass unter der Voraussetzung |ly,| > Ly, der Operator H(k) invertierbar ist
und die Abschdtzung

Cy

(7.86) 1H (k)| < ]
gilt.

BeEwEIs. Wir starten mit der Abschétzung aus Gl. ((7.65)),

(7.87) LR < 1 E(R) S (Ve I Eo () 1)
1=0

und kombinieren diese mit Lem. [7.3.5] um

mmEz@ o mzoi

zu erhalten. Nun muss die Konstante Ly, so gewihlt werden, dass die Reihe konvergiert.
Wir bezeichnen den so bestimmten minimal zuldssigen Wert von I, mit I{#*" € 27Z
und erhalten die finale Abschéitzung

1 1 1

<

(7.88) 1 (k) 7| <

(7.89) I1H (k)™

=:Cy,
]
BEWEIS VON [.3.4l Sei T),(k2) der Operator T (k2) bei dem das Potential V' durch
pV ersetzt wurde, sodass T),(k) eine 1-Parameter Familie ist, die den freien Operator
To(k2) mit dem voll wechselwirkenden Operator T (k2) verbindet. Da ¥, so definiert

wurde, dass Ho(k) nicht invertierbar ist, gilt nach Lem. [7.2.1}iii1)| o(Tp(k2)) = X, Der
Eigenraum zu k; lésst sich aus

(7.90) 0= (To(ks) — k1) <Z;)

(7.91) :<4&ﬁ@>%5{h>69

_ —kiv1 + vo
(792) o (HO(O, k‘g)vl + 2i01v9 — k109
leicht bestimmen, da die erste Zeile vy = kv festlegt und die zweite Zeile damit zu
(7.93) 0= —H()(O, kg)vl + 2ik10101 — k%vl = —Ho(k)’l)l

reduziert. Diese Gleichung kénnen wir durch die Blochwellen in Gl. ([7.58]) 16sen, wobei
die Eigenenergien g (k)q,, (k) gerade Null sein muss, d.h. die Quantenzahlen m sind

durch die Menge %, (siehe (7.72])) festgelegt:
. eim~x
(7.9 BigTu(k). k) = (o )

Nach (7.72)) gehoren aufgrund der Vorzeichenwahl zu jedem Wert von m zwei ver-
schiedene Werte k1 € 3, sodass wir durch Linearkombination von Eigenfunktionen zu
festem m aber unterschiedlichem k; den Eigenraum auch durch

(7.95) <<ei$$> : <ei2‘x>>
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Kapitel 7. Eigenschaften des Randes des Energiespektrums

aufspannen koénnen. Also spannt die Menge aller Eigenvektoren ganz H;ET(Q) ® L3(Q)
auf, sodass das Spektrum von Ty(k2) einfach ist.

Um nun von Ty(ke) auf T1(k2) schlieBen zu konnen, betrachten wir den Riesz-
Projektor

1

2mi

(7.96) P,=— (T (ko) — A)Hd),

Cn

wobei die Kontur C),, den Rand eines Rechtecks (Ziegels) von G, ablaufen soll. Fiir
p = 0 haben wir eben gefolgert, dass C), genau einen einfachen Eigenwert einschlief3t
und dass die Dimension des Bildes von Fy gerade Eins ist. Will man nun durch stetiges
Vergrofern von p = 0 nach p = 1 erreichen, dass dimimP, gréfler wird, so gibt es nur
die Moglichkeit, dass ein Eigenwert in einem anderen Rechteck nach C), hineindringt.
Dies ist jedoch nach Kor. [7.3.6] nicht mdoglich, da im Falle, dass k1 € C), und kg wie
in den Voraussetzungen zum Theorem automatisc}ﬂ H(k) — 0 invertierbar ist, sodass

kil ¢ O'(Tl(kg)) ]

BEispIEL 7.3.7. Im Falle eines wesentlich beschrankten periodischen Potentials
V(z1,22) = Vi(x1) + Va(x2) stellen wir zunéchst fest, dass die Bandfunktionen in eine
Summe €,(k) = €,,1(k1) + €n,2(k2) zerfallen, wobei €, ;(k;) die Bandfunktionen zum
eindimensionalen periodischen Schrédingeroperator Hy 4+ V' (x;) ist. Aufgrund der Mo-
notonie eindimensionaler Bandfunktionen (siehe z.B. Ref. [23] Thm. XIII.89 (e)) folgt
damit, dass die Bandextrema immer nur im Zentrum, den Mittelpunkten der Kanten
oder an den Ecken der ersten Brillouinzone auftreten kénnen.

Insbesondere handelt es sich damit um eine endliche Menge.

THier ist wichtig, dass p € [0, 1], da man nur so dieselbe Konstruktion von G, und X, fiir alle uV'
verwenden kann.
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KAPITEL 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir das Spektrum periodischer Schrédingeroperatoren unter-

sucht. Dazu haben wir zunéchst die Theorie linearer Operatoren, der direkten Integral-
zerlegung und der Kato-Storungstheorie vorgestellt. Mittels dieser Werkzeuge wurde
es dann moglich die Bandstruktur des Spektrums herzuleiten und einige Aussagen zur
Regularitidt der Bandfunktionen zu treffen. Hierbei stellten wir fest, dass der eindimen-
sionale Fall, in dem man auf viele Resultate zu gew6hnlichen Differentialgleichungen
zuriickgreifen kann, wesentlich einfacher zu behandeln ist, als der mehrdimensionale
Fall.
Zuletzt haben wir uns einem modernen Problem aus diesem Gebiet gewidmet; es han-
delte sich um das Verhalten von Bandfunktionen beim Ubergang zu Bandliicken. Im
zweidimensionalen Fall lief§ sich zeigen, dass die Bandextrema eine diskrete Menge bil-
den.

Es ist ein offener Problem, ob und falls ja, wie sich das Resultat zu den Bandextrema
im Zweidimensionalen auf hohere Dimensionen iibertragen lassen. Die Konstruktion,
die wir aus Ref. |[41] entnommen haben, ldsst sich zumindest in der angegebenen Form
nicht auf hohere Dimensionen iibertragen.

Im Zusammenhang mit der Festkorpermodellierungen sind weitere Moglichkeiten zur
Erweiterung des Schrodingeroperators das Einbauen von zufélligen Storstellen oder Ver-
unreinigungen, was die Periodizitdt des Systems zerstort und somit die Bloch-Wellen
Losung hinfillig macht, aber stattdessen lokalisierte Eigenzustéinde im Spektrum er-
zeugt [50]. Ein weiterer interessanter Aspekt wire der schrittweise Einbau von Kopp-
lungen zwischen dem Gitter und der Elektronen und der Elektronen untereinander
(vgl. Kapitel 2. Wihrend Ersteres zu interessanten Phéinomen wie konventioneller Su-
praleitung fiithrt (siche z.B. [51]), ist der zweite Punkt wichtig in der Beschreibung
bestimmter Phédnomene sogenannter korrelierter Systeme (siehe z.B. [52]).

Zuletzt sei noch angemerkt, dass sich auf den Fasern des Schréodingeroperators eine
Geometrie definieren lésst, die direkte Implikationen auf physikalische Observable hat
(siehe z.B. [53]).
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ANHANG A

Der messbare Funktionalkalkiil und das Spektraltheorem

Die im Rahmen stetiger linearer Operatoren bekannten Aussagen zum messbaren
Funktionalkalkiil ([5], Satz VII.1.6) und Spektraltheorem fiir normale Operatoren ([5],
Satz VII.1.25) lassen sich auch auf Aussagen ohne die Forderung der Stetigkeit an die
Operatoren verallgemeinern.

Aufgrund des ausufernden Umfangs, den eine explizite Darstellung der Beweise fiir
die oben genannten Erweiterungen einnehmen wiirde, sollen an dieser Stelle nur die
wesentlichen Definitionen und Resultate zusammengefasst sein. Mehr Details kénnen
beispielsweise [10] Kapitel 13, [54] Abschnitt 3.2, 3.3 und |15] 3.1, 3.2 entnommen
werden, welche auch die Quellen fiir die hier gewéhlte Form bilden.

Sei im Folgenden 0 # H stets ein separabler C-Hilbertraum.

DEFINITION+SATZ A.0.1 (orthogonale Projektion). Ein Operator P € £(H) heifit
Projektion, falls PP = P. Gilt zudem P = P*, dann heifit P orthogonale Projektion.
Fiir eine orthogonale Projektion gilt im(P)+ = ker(P) und ||P|| < 1.

DEFINITION A.0.2 (messbarer Raum, Spektralmaf). Das Tupel (X, X) heifit mess-
barer Raum, wenn X eine nicht-leere Menge ist und 3 eine o-Algebra auf X. Im Fol-
genden sei stets ¥ = B(X) die Borel-o-Algebra.

Wir definieren die Mengen

M(X,Y):={f: X — C| f Borel-messbar},

M>(X,E) :={f e M(X,X) | f beschrankt}.

Das Tupel (M*(X, %), ||-||l«) ist eine Banachalgebra, die abgeschlossen ist unter punkt-
weiser gleichmiflig beschrankter Konvergenz, d.h. fiir (f,,)neny € M™(X, ) mit sup|| fn |l <
neN

oo und f, =3 f punktweise, folgt bereits f € M> (X, Y).
Eine Abbildung F : ¥ — L(H) wird Spektralmaff genannt, falls gilt:
(i) E(M) ist eine orthogonale Projektion fiir alle M € 3.
(i) B(X) = id.
o0
(iii) Fir disjunkte My, Ma,... € X gilt > E(M;)x =E <&J MZ) x fiir alle z € H.
i=1 ieN
DEFINITION4SATZ A.0.3 (messbarer Funktionalkalkiil). Ein messbarer Funktional-
kalkil auf einem messbaren Raum (X, X) ist ein Tupel (®,#H), wobei

o: M(X,Y) = C(H)

eine Abbildung in die Menge der dicht definierten abgeschlossenen linearen Operatoren
auf H ist, geschrieben C(H), die folgende Eigenschaften erfiillt:
(i) ¢(1x) =id.
(ii) Fir f,g € M(X,X) und X € C gelten:
(a) B(f) + B(g) C (f + g) und AD(f) € DAS).
(b) ©(f)®(g) C D(fg) und D(®(f)@(g)) = D(B(g)) N D(®(fg)).
(iti) ®(f) = D(f)".
(iv) Falls f € M™>(X,X), dann ®(f) € L(H).
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(v) Ist (fn)neny C M™(X,X) mit SuII\)IanHOO < oo und f,, "=3° f punktweise, dann
ne

n—oo

ist ®(f,) — @®(f) im Sinne der starken Operatortopologie.

BEMERKUNG A.0.4. Eigentlich folgt der Punkt [A.0.3{(iv)| bereits aus den vorange-
gangen Punkten der Definition, aber er wird benétigt, um die starke Operatorkonver-

genz sinnvoll in der Definition fordern zu kénnen (A.0.3(v)).

Fin paar wichtige Eigenschaften des messbaren Funktionalkalkiil seien im Folgenden
aufgelistet.

THEOREM A.0.5. Sei (®,H) ein messbarer Funktionalkalkil auf einem messbaren
Raum (X, %), dann gilt mit f € M(X,X):
(i) Falls f=1(0) =0, dann ist ®(f) injektiv und ® (%) =®(f)~ L.

(i) ®(f) ist normal und es gilt ®(f)®(f) = (|f|?).
(i1i) Falls f € M™>(X,X) ist, dann folgt die Stetigkeit von ®(f) mit Schranke

RO < 11 lloo-
(iv) Ist f reellwertig, dann ist ®(f) = ®(f)*.

THEOREM A.0.6. Zu einem Spektralmafs E auf einem messbaren Raum (X, 3) wird
durch

B M(X,3) — C(H)
[ ®p(f) = /X F(2)dE(2)

ein messbarer Funktionalkalkil (Spektralintegral genannt) ®p auf (X,X) definiert, wo-
bei

D@s() = (e €1 | [ IfP()E()
mit dem komplexen Maf dE, , auf (X,3) durch
Eyy(M):=(E(M)z,y) VM € X

festgelegt ist und

@5(f)) = [ FGE (), =€ D@a(r), e H.
den Operator ®g(f) auf D(Pr(f)) eindeutig festlegt. Diese Zuweisung eines Spektral-
mafles E auf ein messbares Funktionalkalkil ® g wird durch das Spektralmafs
o2 — L(H)
M — Eg(M) := ®(1y).
umgekehrt, d.h. E = Eg,,.
Wir kommen nun zum zentralen Ergebnis dieses Anhangs.

THEOREM A.0.7 (Spektralsatz). Zu einem normalen Operator N auf H existiert
ein eindeutiges Spektralmaf EN auf (C,B(C)), sodass

N = / zdEN (2

In diesem Fall ist sogar N = [ zlg(N)(z)dEN(z) und EN(0(N)) = id, d.h. das Spek-
tralintegral ist in o(N) konzentriert.
Wir bezeichnen EN als das Spektralmafi zu N.

Im Falle selbstadjungierter Operatoren kann man Spektrum auch durch die dazu-
gehorige Spektralprojektion charakterisieren:
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Kapitel A. Der messbare Funktionalkalkiil und das Spektraltheorem

KOROLLAR A.0.8. Zu einem selbstadjungierten Operator A auf H sei mit EA das
zugehorige Spektralmaf notiert. Es gilt dann:

o(A) = {A e RIEA((A— e, A +€)) #0 Ve > 0}
op(A) = {x € RIEA({A}) # 0}
EA((a,b)) =0« (a,b) C p(A) Va,beR, a<b

THEOREM A.0.9. Sei N ein normaler Operator auf H mit Spektralmaf EN und
f,9 € M(C,B(C)), dann ist P~ (f) =: f(N) normal und es gilt

g(f(N)) = (go f)(N).
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ANHANG B

Distributionentheorie

Dieser Abschnitt orientiert sich an 3] Teil T und [5] Abschnitt VIIL.5.

Die Motivation der Distributionentheorie ist dhnlich wie bei schwachen Ableitungen
den Begriff einer Funktion zu verallgemeinern. Hierzu muss man von der Charakterisie-
rung einer Funktion iiber ihre Funktionswerte zu einem Funktional auf einem geeignet
topologisierten Vektorraum von sogenannten Testfunktionen iibergehen.

Im Folgenden sei {2 C R” stets eine nicht-leere offene Menge.

Der Raum der Testfunktionen fiir Distributionen ist C2°(£2), wobei die Topologie auf
diesem durch die Topologie auf C3(2) — dies sind Funktionen in C'°°(£2) mit Trager im
Kompaktum K C  und die Topologie wird durch die trennende und filternde Familie

von Halbnormen {pg mtmen mit pgm(¢) ==  sup  |[DY(z)|, ¢ € C°(Q), m € N,
€K, |a|<m

erzeugt— induziert wird (siehe [3] Abschnitt 2.1.1 und 2.2.1).

Zu dem eben definierten topologischen Vektorraum C2°(2) kann man den topologischen
Dualraum C2°(2)" definieren und dieser ist gerade die Menge aller Distributionen ([3]
Abschnitt 3.2):

DEFINITION B.0.1 (Distribution). Fiir § # ©Q C R ist eine Distribution T eine
stetige lineare Abbildung 7": D(Q2) — K.

Analog dazu kann man den Schwartz-Raum S(€2) durch die Familie von Halbnormen
{Pm.i}m,ien, definiert durch

Pmi(0) = sup (1+2)"2D(x)|, ¢ € S(2), m,l € Ny
ze,|al<l
topologisieren (siehe [3] Abschnitt 2.2.2).
Dies erlaubt die Definition der sogenannten temperierten Distributionen.

DEFINITION B.0.2 (temperierte Distributionen). Fiir ) # Q C Rist T: S(2) - K
eine temperierte Distribution, falls T € S(Q2)'.

Die Bezeichnung Distribution ist hierbei gerechtfertigt, da C°(Q) C S(Q) stetig
eingebettet ist ([3] Theorem 2.8) und somit auch S(Q)" € C(Q2)'.
FEine weitere wichtige Klasse von Distributionen sind die sogenannten reguldren Distri-
butionen. Hierzu stattet man L], () iiber die Familie von Halbnormen { [, [[](z)|dx :
K C Q kompakt} mit einer Topologie aus. Man kann dann zeigen, dass L} () C

loc

C(Q2) stetig eingebettet ist, wobei die Einbettung durch I : L} (Q) — C*(Q), [I(f)](¢) =

loc

Jo f(@)¢(z)dz fiir alle ¢ € C2°(Q) und f € L},.(Q), geschieht ([3] Abschnitt 3.2.1).

loc

In der Physik spielt die folgende Distribution eine besondere Rolle.

BeISpIEL B.0.3 (Dirac’sche Delta-Distribution). Fiir ein zp € © C R™ definiert
0z : Ce(Q) = K mit d,,(¢p) = ¢(xp) fiir alle ¢ € C°(£2) eine irregegulére Distribution
und wird als Dirac’sche Delta-Distribution bezeichnet ([3] Abschnitt 3.2.2.1).

BEMERKUNG B.0.4. Man trifft in der Literatur oft die irrefithrende Notation
o0
| ot@ba - aydz = o).
—o0
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Kapitel B. Distributionentheorie

aber dieser Ausdruck macht im Rahmen einer Lebesgue-Integration keinen Sinn und ist
motiviert durch die Tatsache, dass man die Dirac’sche Delta-Funktion auch als verall-
gemeinerte Ableitung der Heavyside-Funktion beschreiben kann. Partielle Integration
fiihrt dann zu dem oben beschriebenen Integralausdruck.

Um den Raum der Distributionen mit mehr Struktur auszustatten definiert man
die sogenannte schwache Topologie ([5] Abschnitt VIIIL.1).

DEFINITION B.0.5 (schwache Topologie). Zu einem normierten Raum V' und seinem
topologischen Dualraum V' wird durch die Familie von Halbnormen |[[-](x)| : z € V eine
Topologie auf V' erzeugt. Wir bezeichnen sie als schwache Topologie und verwenden
die Notation o := o(V', V).

Ausgestattet mit dieser Topologie kann man nun zeigen, dass C2°(Q)" und S(2)
vollstéandig sind, d.h. fiir eine Folge von Distributionen (7;);eny C CS°(Q)’, sodass
(T;(¢))ien C K Cauchyfolge fiir alle ¢ € C°(Q) ist, folgt, dass ein T' € C°(Q)’ exis-
tiert, sodass Tj(¢) == T(¢) fiir alle ¢ € C°(Q) (|3] Theorem 3.3 und 3.5). Analog
folgt dann auch das folgende niitzliche Korollar:

KOROLLAR B.0.6. ([3] Corrolary 3.2) Fiir eine Folge (T;);en C C°(R2) konvergiert
die formale Reihe Y T;, d.h. es gibt ein T € C(Q)', sodass Y T(¢) in K fir alle
€N ieN
¢ € CX(Q) gegen T(¢) konvergiert, genau dann, wenn Y T;(p) fir alle ¢ € C°(Q)

1€EN
konvergiert.
Aufgrund von Dualitét kann man die isomorphe Fouriertransformation F : S(R") —
S(R™) auf den Raum der temperierten Distributionen ausweiten ([3] Abschnitt 10.3):

DEFINITION B.0.7 (Fouriertransformation). Fiir eine temperierte Distribution 7" €
S(R™)" sind die Fouriertransformation F : S(R") — S(R")" und ihre Inverse F~!
definiert durch

(B.1) [FT](¢) = T(F),
(B.2) [FIT)(¢) = T(F~'9), ¢ € S(R™).
Hierzu seien noch zwei Beispiele genannt.

BEISPIEL B.0.8. (1) Die Fourier-Transformation der Dirac’sche Delta-Distribution
8o ist gegeben durch Féy = (27)~"/2I(1).
(2) Umgekehrt ist fiir ¢ € C die Fourier-Transformation von I(c) gegeben durch
C(2ﬂ')n/250.

83



(1]
2]

Literaturverzeichnis

N. W. Ashcroft and N. D. Mermin. Solid-state physics. Cengage Learning, 1976.

P. Kuchment. An overview of periodic elliptic operators. Bull. Amer. Math. Soc. 53 (3):343-414,
2016.

P. Blanchard and E. Briining. Mathematical Methods in Physics. Birkh&user Basel, 2015.

M. Reed and B. Simon. Methods of modern mathematical physics, Vol. 2. Academic Press, 1972.

D. Werner. Funktionalanalysis. Springer, 8th ed., 2018.

E. B. Davies. Linear Operators and their Spectra. Cambridge University Press, 2007.

S.  Attal.  Operator and spectral theory, Zugriff: 12.10.2019.  http:\\math.univ-
lyonl.fr\ ~attal\Op_and_Spect.pdf.

M. Loss. About closed operators, Zugriff: 12.10.2019.

http:\\people.math.gatech.edu\ ~loss\13Springtea\closedoperators.pdf.

P. Bongaarts. Quantum Theory: A Mathematical Approach. Springer International Publishing,
2014.

0] W. Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill Book Company New York, second edition, 1991.

M. Loss. The laplace operator as a self adjoint operator, Zugriff: 14.10.2019.
http:\\people.math.gatech.edu\ ~loss\14SPRINGTEA\laplacian.pdf.

B. C. Hall. Quantum Theory for Mathematicians. Springer, 2013.

L. C. Evans. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Mathematics, vol. 19. American
Mathematical Society, 2010.

T. Weth. Lineare Funktionalanalysis, 2018. Vorlesungsskript.

G. Teschl. Mathematical Methods in Quantum Mechanics: With Applications to Schrédinger Ope-
rators. American Mathematical Society, 2014.

N. Meyers and J. Serrin. H=W. Proc. Nat. Acad. Sci. USA 51:1055-1056, 1964.

G. Czycholl. Theoretische Festkdrperphysik, Vol. 1. Springer Spektrum, 4th ed., 2016.

K. Kopitzki and P. Herzog. Finfihrung in die Festkérperphysik. Springer, 2017.

Q. Yu, L. A. Jauregui, W. Wu, R. Colby, J. Tian, Z. Su, H. Cao, Z. Liu, D. Pandey, D. Wei, T. F.
Chung, P. Peng, N. P. Guisinger, E. A. Stach, J. Bao, S.-S. Pei, and Y. P. Chen. Control and
characterization of individual grains and grain boundaries in graphene grown by chemical vapour
deposition. Nature Materials 10 (6):443-449, 2011.

G. Grimvall. The electron-phonon interaction in metals. Selected topics in solid state physics.
Edited by E. Wohlfarth. North-Holland New York, 1981.

A. L. Fetter and J. D. Walecka. Quantum Theory of Many-particle Systems. Dover Books on
Physics. Dover Publications, 2003.

W. Dorfler, A. Lechleiter, M. Plum, G. Schneider, and C. Wieners. Photonic Crystals: Mathematical
Analysis and Numerical Approximation, Vol. 42. Springer Basel, 2011.

M. Reed and B. Simon. Methods of modern mathematical physics, Vol. 4. Academic Press, 1978.
R. Schnaubelt. Lecture Notes Spectral Theory, Zugriff: 10.06.2020.
http:\\www.math.kit.edu/iana3/~schnaubelt /media/st-skript15.pdf.

Encyclopedia  Britannica.  Balmer  series of hydrogen lines, Zugriff:  12.06.2020.
https://www.britannica.com/science/Balmer-series# /media/1/50799/206855.

T. Kato. Perturbation Theory for Linear Operators. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1966.

M. Loss. About closed operators, Zugriff: 18.10.2019.

http:\ \people.math.gatech.edu\ ~loss\14SPRINGTEA \katorellich.pdf.

G. Folland. A Course in Abstract Harmonic Analysis. Textbooks in Mathematics. Chapman and
Hall/CRC, 1995.

M. Schechter. Operator Methods in Quantum Mechanics. Elsivier North Holland Inc., 1981.

R. V. Kadison and J. R. Ringrose. Direct Integrals and Decompositions. In Fundamentals of the
Theory of Operator Algebras, pages 818-842. 1992.

K. D. Schmidt. Maf und Wahrscheinlichkeit. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2nd ed., 2011.
K. Schmiidgen. Unbounded Operator Algebras and Representation Theory. Operator Theory: Ad-
vances and Applications. Birkhduser Basel, 2013.

84



Kapitel B. Literaturverzeichnis

33]
[34]
[35]
[36]
37]
[38]
[39]

[40]

[41]

[42]

[43]
[44]
[45]
[46]
[47]
[48]
[49]
[50]
[51]
[52]

[53]
[54]

H. Bauer and R. B. Burckel. Measure and Integration Theory. De Gruyter Studies in Mathematics.
De Gruyter, 2011.

M. Taylor. Partial Differential Equations i. 115. Springer-Verlag New York, 2nd ed., 2011.

M. Reed and B. Simon. Methods of modern mathematical physics, Vol. 1. Academic Press, 1980.
M. Dobrowolski. Angewandte Funktionalanalysis: Funktionalanalysis, Sobolev-Rdume und ellipti-
sche Differentialgleichungen. Masterclass. Springer Berlin Heidelberg, 2005.

M. Tucsnak and G. Weiss. Observation and Control for Operator Semigroups. Birkhduser Advanced
Texts Basler Lehrbiicher. Birkhduser Basel, 2009.

S. Hiifner. Photoelectron Spectroscopy: Principles and Applications. Advanced Texts in Physics.
Springer Berlin Heidelberg, 2013.

R. M. Martin. Electronic Structure: Basic Theory and Practical Methods. Cambridge University
Press, 2004.

P. Puschnig and D. Lftner. Simulation of angle-resolved photoemission spectra by approximating
the final state by a plane wave: From graphene to polycyclic aromatic hydrocarbon molecules.
Journal of Electron Spectroscopy and Related Phenomena 200:193-208, 2015.

N. Filonov and I. Kachkovskiy. On the structure of band edges of 2-dimensional periodic elliptic
operators. Acta Math. 221 (1):59-80, 2018.

P. Kuchment and Y. Pinchover. Liouville theorems and spectral edge behavior on abelian coverings
of compact manifolds. Transactions of the American Mathematical Society 359 (12):5777-5815,
2007.

F. Klopp and J. Ralston. Endpoints of the spectrum of periodic operators are generically simple.
Methods and Applications of Analysis 7 (3):459-464, 2000.

L. E. Thomas. Time dependent approach to scattering from impurities in a crystal. Comm. Math.
Phys. 33 (4):335-343, 1973.

W. Kirsch and B. Simon. Comparison theorems for the gap of schrdinger perators. Journal of
Functional Analysis 75 (2):396-410, 1987.

Y. Colin de Verdiere and Collectif. Sur les singularités de van hove génériques. In Analyse globale
et physique mathématique (colloque & la mémoire d’Edmond Combet), pages 99-109. 1991.

M Birman and T. Suslina. Second order periodic differential operators. Threshold properties and
homogenization. St. Petersburg Mathematical Journal 15 (5):639-714, 2004.

M. Sh. Birman and T. A. Suslina. The two-dimensional periodic magnetic Hamiltonian is absolutely
continuous. Algebra i Analiz 9 (1):32-48, 1997.

B. L. van der Waerden. Algebra, Vol. II. Springer New York, 1991.

P. W. Anderson. Absence of diffusion in certain random lattices. Phys. Rev. 109:1492-1505, 1958.
J. F and J. F. Annett. Superconductivity, superfluids and condensates. Oxford Master Series in
Physics. OUP Oxford, 2004.

V. I. Anisimov. Electronic structure of strongly correlated materials. AIP Conference Proceedings
1297 (1):3-134, 2010.

A. S. Sergeev. Topological insulators and geometry of vector bundles, 2020. arxiv: 2011.05004.

M. Haase. Lectures on  functional calculus, 2018.  https://www.mathematik.tu-
darmstadt.de/media/analysis/lehrmaterial_anapde/hallerd /ISem21complete.pdf.

85



	Eidesstattliche Erklärung
	Inhaltsverzeichnis
	Kapitel 1. Einleitung und mathematische Grundlagen
	1.1. Die Fourier-Transformation
	1.2. Lineare Operatoren
	1.3. Der kinetische Energie-Operator
	1.4. Sobolev-Räume
	1.5. Der potentielle Energie-Operator

	Kapitel 2. Physikalische Motivation
	Kapitel 3. Operator-Analysis für Schrödingeroperatoren
	3.1. Spektrum selbstadjungierter linearer Operatoren
	3.2. Kato-Störungstheorie
	3.3. Die direkte Integral-Zerlegung

	Kapitel 4. Charakterisierung der Periodizität
	4.1. Direktes Gitter
	4.2. Reziprokes Gitter

	Kapitel 5. Eindimensionale periodische Schrödingeroperatoren
	5.1. Die unitäre Transformation Up
	5.2. Die Floquet-Transformation
	5.3. Die Bandstruktur des Spektrums

	Kapitel 6. Mehrdimensionale periodische Schrödingeroperatoren
	Kapitel 7. Eigenschaften des Randes des Energiespektrums
	7.1. Einleitung
	7.2. Der Operator T1(k2,)
	7.3. Beweise der Hilfsaussagen

	Kapitel 8. Zusammenfassung und Ausblick
	Anhang A. Der messbare Funktionalkalkül und das Spektraltheorem
	Anhang B. Distributionentheorie
	Literaturverzeichnis

