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Aufgabe 1: Energieprojektionsoperatoren (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Operatoren

P± =
1

2

(

1 ±
cα~p+ βmc2
√

c2~p2 +m2c4

)

aus einer beliebigen Linearkombination der Lösungen der Dirac-Gleichung für freie Teil-
chen die Anteile mit positiver bzw. negativer Energie herausprojezieren.

Aufgabe 2: γ-Matrizen (3 Punkte)

Zusätzlich zu den im 10. Übungsblatt eingeführten γ-Matrizen γ0 = β und γi = βαi (i =
1 . . . 3) verwendet man häufig noch eine fünfte Matrix γ5 = iγ0γ1γ2γ3, welche mit allen
γµ vertauscht. Wir definieren die Matrizen Γi (i = 1 . . . 16) durch

Γ1 = 1

Γ2...5 = γµ, µ = 0 . . . 3

Γ6...11 = γµγν für µ < ν

Γ12 = γ5

Γ13...16 = γµγ5, µ = 0 . . . 3

Die Matrix Γ1 vertauscht als einzige mit allen anderen Matrizen, jede der übrigen Matrizen
vertauscht mit 8 und antivertauscht mit 8 Matrizen. Weiter gilt Γ2

n = 1

a) Berechnen Sie die Spur und die Determinante dieser Matrizen.

b) Zeigen Sie, dass diese Matrizen linear unabhängig sind.



Aufgabe 3: Radiale Dirac-Gleichung (9 Punkte)

Die (zeitunabhängige) Dirac-Gleichung für ein Elektron im Zentralpotential lautet

Hψ(~r) =
[

c~α · ~p+ βmc2 + V (r)
]

ψ(~r) = Eψ(~r).

a) Leiten Sie die zeitunabhängige Dirac-Gleichung durch einen geeigneten Separations-
ansatz aus der zeitabhängigen Dirac-Gleichung

[

ih̄
∂

∂t
− V (r)

]

Ψ(~r, t) =
[

c~α · ~p+ βmc2
]

Ψ(~r, t)

ab.

b) Wir definieren den Spin-Bahn-Operator K und den Gesamtdrehimpulsoperator ~J

durch

K = β
(

~Σ · ~L+ h̄
)

; ~J = ~L+
h̄

2
~Σ mit ~Σ =

(

~σ 0
0 ~σ

)

,

wobei σi die Pauli-Matrizen sind. Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator H mit den
Operatoren Jz, J

2 und K vertauscht.

c) Zeigen Sie, die Vierer-Spinoren

ψnκµ(~r) =

(

gnκ(r)χκµ(r̂)
ifnκ(r)χ−κµ(r̂)

)

mit χκµ(r̂) = Ωjlκµ(r̂) =

(

cκµ↑Ylκµ− 1

2

(r̂)

cκµ↓Ylκµ+
1

2

(r̂)

)

mit

cκµ↑ =
√

j+µ

2j

cκµ↓ =
√

j−µ

2j







für j = lκ +
1

2
;

cκµ↑ = −

√

j−µ+1

2j+2

cκµ↓ =
√

j+µ+1

2j+2







für j = lκ −
1

2

und

lκ =

{

κ κ > 0
−κ− 1 κ < 0

Eigenzustände von J2, Jz und K sind.

d) Einsetzen des Ansatzes ψρκµ(~r) in die Dirac-Gleichung für ein Elektron im Zen-
tralpotential führt auf ein System von zwei gekoppelten Differntialgleichung für die
Radialfunktionen der großen und kleinen Komponente gnκ(r) und fnκ(r), der soge-
nannten radialen Dirac-Gleichung. Leiten Sie diese ab!


